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1 Einfiihrung

Héufig sind Variablen, die psychologische Merkmale oder auf solche Groflien einwirkende
Variablen repréisentieren, in mehr oder weniger starkem Ausmafl voneinander abhéngig. Ge-
legentlich wird man sogar von kausalen Beziehungen sprechen kénnen, auch wenn mit dem
Begriff der Kausalitdt nur mit grofler Vorsicht umgegangen werden sollte. Die géngigen stati-
stischen Verfahren zielen auf die Exploration der Abhingigkeiten, oder auf die Uberpriifung
von Hypothesen iiber die Abhéingigkeiten. Bei der multiplen Regression wird die Beziehung
zwischen einer abhéngigen Variablen y und mehreren unabhéngigen Variablen z1, xs, ..., xg,
k > 1, gepriift, wobei die x; untereinander korreliert sein kénnen. In der Faktorenanalyse
wird untersucht, ob die Korrelationen zwischen k Variablen zi,...,z; auf die "Wirkung”
weniger unabhéngiger Variablen zuriickgefithrt werden kann. Die Kanonische Korrelation
verallgemeinert die multiple Regression auf den Fall von mehr als einer abhéngigen Varia-
blen.

Es liegt nun nahe, zu fragen, ob man nicht all diese Verfahren als jeweiligen Spezialfall
eines allgemeineren Ansatzes auffassen kann:

Beispiel 1 Die drei Variablen x1, 2, x3 mogen Eigenschaften eines Dozenten erfassen, und
die beiden Variablen y; und y2 die Motivation und die Leistung der Studierenden in einem
bestimmten Fach. Die Frage ist, in welcher Weise die Variablen miteinander zusammenhén-
gen. Abbildung 1 zeigt ein erstes Modell: die Richtung der Einwirkung einer Variablen auf
die andere wird dabei in einem Pfaddiagramm dargestellt; es sei angemerkt, dafl in Abb. 1
nur Beziehungen zwischen beobachteten Variablen betrachtet werden, die stets in Késtchen
dargestellt werden; latente Variable werden in Kreisen représentiert. Bei diesem Modell han-

Abbildung 1: Strukturmodell fiir Motivation und Leistung I: Rekursives Modell
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delt es sich um ein Rekursives Modell. Dabei wird die abhéingige Variable yo (Leistung) auf y;
(Motivation) zuriickgefiihrt, und y; 148t sich auf x; (fachliche Kompetenz), zo (didaktische
Fihigkeit) und x3 (soziale Interaktion) zuriickfithren. Es wird angenommen, dafi Mefifehler
nur auf y; und y, einwirken.

Denkbar ist allerdings auch das in Abbildung 2 gezeigte Modell. Dieses Modell ist nicht-
rekursiv, denn die Leistung wird nicht nur durch die Motivation erzeugt, die wiederum
durch den Dozenten generiert wird, sondern es wird angenommen, daf3 eine Wechselwirkung
zwischen Leistung und Motivation besteht; es wird angenommen, dafl im Gegensatz zu dem
in Abb. 1 betrachteten Modell zwischen den auf y; und ys einwirkenden Fehlervariablen
noch eine Abhéngigkeit besteht (e; und ey sind korreliert). Je hoher die Motivation, desto



Abbildung 2: Strukturmodell fiir Motivation und Leistung II: nicht-rekursives Modell
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hoéher wird die Leistung sein, aber die Leistung wirkt auf die Motivation zuriick. Bleibt zum
Beispiel trotz urspriinglich hoher Motivation die Leistung gering, so kann dies zu einem
Absinken der Motivation fithren, das wiederum die Leistung noch weiter abfallen 148t, etc.
Diese Entwicklung kann unabhiingig von den Eigenschaften des Dozenten ablaufen. Uberdies
wird in dem in Abb. 2 dargestellten Modell angenommen, daf} die fachlichen und didaktischen
Kompetenzen des Dozenten nur auf die Motivation, nicht aber auf die Leistung einwirken,
die soziale Interaktion aber nur auf die Leistung, nicht dagegen auf die Motivation wirkt. Die
Annahmen iiber die Wechselwirkung von Motivation und Leistung erscheinen als sinnvoll,
die speziellen Annahmen iiber die Wirkung des Dozenten vielleicht nicht. Der Punkt ist hier,
dafl man solche Modelle iiberhaupt aufstellen und testen kann. O

Im Beispiel wurden nur die tatséchlich gemessenenen Variablen betrachtet. Ein solcher
Ansatz setzt voraus, dal man genau weifl, was die einzelnen Variablen tatsichlich messen.
Aus der Faktorenanalyse ist aber bekannt, dafl gemessene Variable hiufig verschiedene la-
tente Variable erfassen. Dariiber hinaus ergibt sich die Frage, in welcher Weise die Meffehler
eingehen. Dementsprechend kann man sagen, dafl ein Strukturmodell im Prinzip aus zwei
Modellen besteht:

e Das Strukturmodell: in den Strukturgleichungen werden Beziehungen zwischen la-
tenten Variablen spezifiert,

e Das Messmodell: dieses Modell beschreibt die Beziehungen zwischen den latenten
und den gemessenen, d.h. beobachtbaren Variablen.

Die Modelle werden im folgenden Abschnitt allgemein charakterisiert.

Statt des Ausdrucks Strukturgleichungsmodell findet man auch das Acronym LISREL,
fiir LInear Structural RELationships (Joreskog, 19772 und eine Reihe spiterer Verdffentli-
chungen).

3 Joreskog, K.G. (1977) Strucutral equations models in the social sciences: Specification, Estimation and
Testing. In: Krishnaia, P.R. (ed.= Applications of Statistics. North-Holland Publishing Co., Amsterdam,
265-287



2 Das Strukturmodell

2.1 Der allgemeine Ansatz

Es gebe p abhéngige und ¢ unabhéngige Variablen, die als Komponenten eines Vektors
aufgefafit werden konnen.

77:(77177727"'77717)/7 52(517527"'7&1)/' (1)

Die Beziehung zwischen dem Vektor n und dem Vektor ¢ kann in sehr allgemeiner Form
angeschrieben werden:
n=DBn+TE{+C. (2)

Hierin ist B eine (p x p)-Matrix, und I" eine (p x ¢)-Matrix. ¢ ist eine Stor- bzw. Fehlermatrix.
Abb. 1 illustriert ein Pfaddiagramm fiir die latenten Variablen, dementsprechend werden die

Abbildung 3: Strukturmodell fiir Motivation und Leistung (s. Beispiele 1 und 2)
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Variablen, wie oben bereits angedeutet, in Kreisen dargestellt.

Beispiel 2 (Fortsetzung von Beispiel 1) Der Vektor n korrespondiere zum Vektor YV =
(y1,y2)" und habe demnach zwei Komponenten: n; représentiere die Motivation, und 72 re-
prisentiere die Leistung. Der Vektor & = (&1, &2, &3)" entspreche dem Vektor @ = (21, z2, 23)’.
& représentiere also die "wahre” fachliche Komptenz, £ die "wahre” didaktische Fahigkeit,
und &3 die "wahre” soziale Kompetenz. Effekte von Fehlern werden hier noch nicht ange-
nommen. Dafiir darf es aber Wechselwirkungen zwischen diesen drei Eigenschaften geben;
sie werden mit ¢;; gekennzeichnet. Zwischen der "wahren” Leistung und der "wahren” Mo-
tivation bestehen die durch (3;; gekennzeichneten Wechselwirkungen. Auflerdem wird an-
genommen, dafl es Einfluifaktoren ¢; und (2 gibt, die auf n; bzw. 72 einwirken und die
untereinander wechselwirken kénnen 15).

Es ist also p = 2 und ¢ = 3; ausgeschrieben ergibt sich fiir (2)

&1
nmo\ 0  fri2 m 71 v2 O G1
(772)_<ﬁ21 0 ><772>+(0 0 723) gz +<C2>' (3)



Betrachtet man den ersten Teil, Bn, so erhélt man ausmultipliziert
m 0-m + Brz2ne Br2m2

B = = = s 4

K (772> (5217714-0'772) (521771 @

n = Bianz, M2 = Parm. (5)

d.h.

Durch die Matrix B wird also eine Wechselwirkung zwischen den Komponenten des Vektors
7 beschrieben. Dies erklart auch, warum die Diagonalzellen in B gleich Null sind; wéren sie
ungleich Null, wiirden die Komponenten noch einmal auf sich selbst bezogen, was nicht viel
Sinn macht. Der Ausdruck Bn beschreibt gewissermassen eine Feedback-Schleife zwischen
den Komponenten des abhéngigen Vektors.

Der zweite Teil der Gleichung (2) beschreibt die Wirkung der unabhéngigen Variablen &
auf 7. Demnach wirkt & (der oder die Dozent(in)) in der Form ~11&1 + 1282 auf 11 und in
der Form ~v93&3 auf 73. Die Groflen ¢; und (s indizieren Stérungen und Fehler.

Es miissen noch die Groflen ¢;; und v;; betrachtet werden; sie werden in den Matrizen
® und ¥ zusammengefasst:

P11 P12 P13 i1 e
= @ @ @3 |, V= (6)
o1 a2
P31 Y32 P33

@i gibt die Interaktionen zwischen den &; und £; an, und v;; gibt die Interaktionen zwischen
den ¢; und ¢; an. 0

In Abbilung 4 wird eine komplette Darstellung des Zusammenhanges zwischen den Dozenten-
und den Studierendenvariablen gegeben, wobei jetzt noch 22 # 0 sein darf.

2.2 Das reduzierte Modell und die Beziehung zur multiplen Re-
gression

Die Gleichung (2), d.h.
n=Bn+T{+C,

kann unter Umstédnden vereinfacht werden. Zun#chst einmal folgt sofort
n—Bn=T¢{+(= (- B
Falls die zu (I — B) inverse Matrix (I — B)~! existiert, erhiilt man daraus
n=(I-B)"T¢+ I -B)"'¢. (7)
Dies ist die reduzierte Form der Strukturgleichungen. Setzt man
I =(-B)"'T, ¢"=(-B)" (8)

so erhélt man die Gleichung
n =1L+, (9)

so dafl  durch eine Regressionsgleichung "vorhergesagt” wird.



Abbildung 4: Strukturmodell fiir Motivation und Leistung (s. Beispiele 1 und 2)
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3 Das Messmodell

Die Vektoren 7, &, ¢ sind nicht beobachtbar, sondern latent. IThnen entsprechen aber die
Messungen y = (y1,¥2,...,¥p) fir n, x = (x1,22,...,24)" fiir {. Die Vektoren x und y
heiflen die manifesten Variablen. Es wird angenommen, dafl zwischen den latenten und den
manifesten Variablen die folgenden Beziehungen bestehen:

T = pp+AE+0, (10)
Y o= pytAmte (11)

wobei 1, = E(y), e = E(x) ist. A, = (XY;) ist eine (p x 7)-Matrix, deren Elemente \}; die
Regressionsparameter der Regression der manifesten Variablen y auf die latenten Variablen
n sind. Analog dazu ist A, = (Af;) eine (¢ x s)-Matrix der Regressionskoeffizienten fiir die
Regression von z auf die latenten Variablen £. € = (e1,...,¢p) und 6 = (41,...,d,)" sind
die Vektoren der Messfehler ("Messfehler in den Variablen”). Die Gleichungen (11) und (10)

konnen zu einer Matrixgleichung zusammengefasst werden:

()-Co)e (5 2)(O-(0)

Die Regression von beobachteten, d.h. manifesten Variablen auf nicht beobachtbare, laten-
te Variablen entspricht dem faktorenanalytischen Ansatz, und deshalb reprisentieren die
Gleichungen (11) und (10) den allgemeinen faktorenanalytischen Ansatz. In der Faktoren-
analyse geht man oft von standardisierten Variablen aus, wihrend hier nicht standardisierte



Variablen x und y betrachtet werden. Man kann natiirlich die Gleichungen in solche fiir
standardisierte iiberfiihren, indem man man zu den Gleichungen

(T — pz)/0r = Nyl /00w + 0/ 04 (13)
(y — py) /oy = Ayn/oy +¢€/ay (14)

iibergeht. € bzw. ¢/o, enthélt dann die Effekte von spezifischen Faktoren und Stérgréssen.
in jedem Fall konnen die Matrizen A, und A, als Matrizen der Ladungen der Variablen y
und z auf den latenten Variablen 1 bzw. £ sind. Dabei wird angenommen, dafl die y nicht
auf den £ und die x nicht auf den 7 laden. Es sollen die folgenden Beziehung gelten:

E(e) = E(§) =0, (15)
und

Kov(e,n) = E(en') =0 (16)
Kov(6,) = FE(6¢)=0 (17)
Kov(e,&) = E(e£')=0 (18)
Kov(d,m) = E(@n')=0 (19)
Kov(e,§) = E(ed)=0 (20)
Kov(e,) = E(')=0 (21)
Kov(6,() = E(@()=0 (22)
Kov(e) = E(e') =0, = (65;) (23)
Kov(6) = E(88) =05 = (67)). (24)

Die einzigen von Null verschiedenen Korrelationen sind demnach die zwischen den Messfeh-
lern € und 4.

4 Schitzung der Modellparameter

4.1 Die allgemeine Varianz-Kovarianz-Matrix

Die Vektoren z und y kénnen zu einem Gesamtvektore z = (a/,y’) zusammengefalit wer-
den. Dann 148t sich die Varianz-Kovarianz-Matrix ¥ fiir die Komponenten des Vektors z
aufstellen:

_ NN Yaw  Zay
2_K0v(($,y))—(2ym Yyy ) .

3 ist eine aus Matrizen zusammengesetzte Matrix: ¥, ist die Matrix der Varianzen und
Kovarianzen fiir die Komponenten des Vektors x, 3, enthélt die Varianzen und Kovarianzen
zwischen den Komponenten der Vektoren x und y, etc. Die Submatrizen 3., etc ergeben
sich aus den Grundgleichungen:

Yow = E[(.”L‘ - Mm)(x - Nm)/] = E[(Amg + 6)(Am§ + 5)1] =
= E[(AL8AL) + E[A:€0'] + E[6E'AL] + E[d] =
= AE(EE)N, +0+0+ E(80) =
A, DA + O5. (26)



Hierin ist

Y11 P12 P13 0 Pip
P21 P22 P23 - P2

o= , g (27)
Pp1 Pp2 Yp3 " Ppp

die Matrix der Wechselwirkungskoeffizienten zwischen den latenten Variablen £. Auf analoge
Weise findet man

Yoy = Cy(TOI" 4+ ¥)C; + O, (28)
S = AOTC) (29)
Yye = CyF(I)A;, (30)
wobei
Y11 Y12 1z oo g
o1 oo a3 o Aoy
U = . (31)
"/’ql "/’q2 "/’q3 o wqq

die Matrix der Wechselwirkungen zwischen den Komponenten von ¢ ist, und C, = Ay(I —
B)~!. Mit diesen Spezifikationen von X, bis ¥, ist (25) die Grundgleichung des Struktur-
gleichungsmodells. Uber diese Grundgleichung werden die Varianzen und Kovarianzen der
bzw. zwischen den beobachteten Variablen und den Matrizen B, v, Az, Ay, ®, ¥, O und O
dargestellt. Man kann nun alle Elemente dieser Matrizen, das sind die Parameter des Modells,
in einem Vektor © zusammenfassen und die Abhéngigkeit von ¥ von diesen Parametern in
der Form X(©) ausdriicken. Fiir die Parameter gelten die folgenden Spezifikationen:

1. Fizierte Parameter: Dies sind Parameter, deren Wert man vorgibt. Bei dieser Vorga-
be greift man auf Theorien oder Hypothesen iiber die Beziehung zwischen Variablen
zuriick.

2. Restringierte Parameter: Die Werte solcher Parameter sind unbekannt, aber sind gleich
einem oder mehreren anderen Parametern.

3. Freie Parameter: die Werte dieser Parameter sind ebenfalls unbekannt, aber sie werden
frei, d.h. ohne Riickgriff auf bestimmte Annahmen iiber ihren Wert geschétzt.

Die Gesamtzahl der unabhdingigen Parameter setzt sich zusammen aus der Anzahl der freien
Parameter plus der Anzahl der restringierten Parameter.

4.2 Die Identifikation eines Strukturgleichungsmodells

Das Modell wird, nach Mafigabe der betrachteten Hypothesen, durch ein Pfadmodell ange-
geben. Von den latenten Variablen wird angenommen, daf} sie auf Intervallskalen gemessen
werden konnen. Dazu mufl der Nullpunkt und die Mafleinheit festgelegt werden. Durch die
Annahme

E(n) = E(§) =0 (32)



wird der Nullpunkt der Skalen festgelegt. Nimmt man weiter an, dal die Variablen standar-
disiert sind, legt man die Mafleinheit fest; die Annahme bedeutet

P11 = P2 = -+ = Pgs = L. (33)

Dies gilt allerdings nicht fiir die n-Variablen, da die entsprechende Matrix bei der Modells-
pezifikation erscheint. Man knn aber die Mafleinheit spezifizieren, indem man sie gleich der
Mafeinheit einer der beobachtbaren Variablen setzt. Dazu wird eine der Ladungen in A,
und eine der Ladungen in A, gleich 1 gesetzt. Dementsprechend hat man etwa

1 0
1 p12 @13 \Y 0
=1 a1 1 a3 |, Ay= (2)1 1 (34)
Y21 P32 1 0 A

Damit haben die latenten Variablen die gleichen Mafleinheiten wie die manifesten Variablen
Y1 bzw. ys3.

Ein Modell gilt als identifizierbar, wenn die Parameter in © eindeutig durch die Elemente
von X ausgedriickt werden kénnen.

Es gibt insgesamt
s=p+q (35)

Variablen, p "endogene” und ¢ “exogene” Variable. Es gibt

()=

Kovarianzen (verschiedene Paare) in X, plus s Varianzen, so daf§ man insgesamt maximal

C)+s:ﬁ@§ji+s:8@;1) (36)

Parameter zu schéitzen hat. Durch die Wahl eines bestimmten Modells reduziert sich aber
die Anzahl der schitzenden Parameter. Es sei ¢ die Anzahl der zu schitzenden Parameter.
Das Modell heift identifizierbar, wenn

s(s+1)

t< ("identifizerbar”) (37)
gilt. Gilt insbesondere
S(S + 1) 9922 : : : 9
t< 5 ("iiberidentifiziert”) (38)
so ist das Modell uberidentifiziert. Gilt
1
t> S(S;— ) ("nicht identifizierbar”) (39)

so gilt das Modell als nicht identifizierbar.

Die Gleichungen (37) bis (39) definieren die Zdhlregel (counting rule) zur Bestimmung
der zu schétzenden Parameter.



4.3 Die Schitzung der Parameter

Die Parameter des Modells sind (i) die Varianzen und Kovarianzen der exogenen Variablen
in @, (ii) die Varianzen und Kovarianzen des "Storungs”terms, d.h. die Elemente von ¥, und
(iii) die Regressionsparameter in B und I'. Die geschétzten Parameter werden im Vektor
O zusammengefasst; 6(@)) ist dann die geschétzte Varianz-Kovarianz-Matrix. Mit S wird
die Matrix der aus denDaten errechneten Varianzen und Kovarianzen bezeichnet. Der Fit
des Modells ist um so besser, je weniger .S und 3 voneinander abweichen. Das Maf$ der

Abweichung wird durch eine Diskrepanzfunktion F(S,3) repriisentiert. Es soll gelten

1. F(S,%) >0,

2. F(S,X) =0 genau dann, wenn S = 3,

3. F(S,3) ist stetig in S und 3.

Die Parameter werden entweder nach der Maximum-Likelihood-Methode oder nach der Me-
thode der Verallgemeinerten Kleinsten Quadrate (GLS = Generalised Least Squares) ge-
schitzt. In beiden Methoden wird vorausgesetzt, dafl die Komponenten des Vektors z =
(2’,y’)" multivariat normalverteilt sind, d.h. es soll gelten

flz) = (27T)—(p+q)/2|2|1/2 exp (—%z’E‘%) . (40)

Im 2-dimensionalen Fall hat man insbesondere

Tl T12 1 T12
Y= = 41
( Tol  T22 ) ( ro1 1 ) (41)

d.h. man kann die Korrelationen zwischen den Variablen in ¥ anschreiben. Im Prinzip ist es
moglich, auch nur die Kovarianzen zu betrachten (dies macht nur dann wirklich Sinn, wenn
alle Komponenten von = = (z1,...,x,)" in der gleichen Mafeinheit gemessen werden). Mit
|2| wird die Determinante von ¥ bezeichnet. Im 2-dimensionalen Fall hat man

|E| = T117T22 — T12T21 = 1 — T%Q = 1 — T2, T =T12, (42)

denn es ist ja r1p = 791. Also ist |82 = /T —rip. Weiter ist p + ¢ = 2, mithin ist
(p+q)/2 = 1. Weiter muB die zu ¥ inverse Matrix X! gefunden werden. Man findet? mit

o (Y= )
El—(_wu_ﬂ) uu_ﬂ))' (43)

(Man iiberpriife, ob tatsichlich XX ! = %718 = T gilt, I die Einheitsmatrix). z ist ein
Vektor, z = (21, 22), wobei z; = (x; — p;)/0;. Setzt man all dies in (40) ein, so ergibt sich
fiir den Spezialfall n = 2

1 1
e . —
2ro109V1 — 1r? P ( 2(1 —12)

4Wie, wird nicht verraten.

f($17$2) = (2’12 + Z% — 27‘122122)) . (44)

10



Maximum-Likelihood: Es ist ¥ = 3(0). Die Likelihood fiir einen bestimmten Parame-
tervektor © ist

N
L(©) = (2m)~ NP 0/22(0) N/ exp (—% Zzgz%e)zi) . (45)

© wird so gewihlt, daf L(©) maximal wird. Der Logarithmus ist eine monotone Funktion des
Arguments (d.h. logz wéchst monoton mit z). Deshalb kann man auch ebensogut log L(©)
betrachten; fiir denjenigen Vektor ©, fiir den L(©) maximal wird, wird auch log L(©) maxi-
mal. Der Faktor (27)~ % (P+4)/2 jst dabei unabhéingig von ©, kann also vernachlissigt werden.
Zu betrachten ist dann

N
log L(©) = —;[log 12(0)| + sp[SE~1(O)]. (46)
Die minimale Diskrepanzfunktion fiir den optimalen Parametervektor ist
Furr, = log [2(0)] + sp[So~1(0)] — log S| — ¢. (47)

Dabei steht sp fiir "Spur”, d.h. fiir die Summe der Diagonalelemente, und |X(0)| und |S]
sind die Determinanten von |X(0)| und |S|.

GLS: Hier ist die Diskrepanzfunktion durch
Fors =[S = 2(0)(W™1(S — £(0)] (48)

gegeben. Dabei ist W1 eine Matrix mit Gewichten, mit denen die Abweichungen S — o(©)
durch ihre Varianzen und Kovarianzen mit anderen Elementen der Matrix gewichtet werden.
Insbesondere kann W = S gewihlt werden; die Diskrepanzfunktion nimmt dann die Form

1
Fars = 5517(] - S57'y)? (49)

an. Gilt die multivariate Normalverteilung der beobachteten Variablen, so hat die GLS-
Schétzung die gleichen asymptotischen Eigenschaften wie die ML-Schétzung, d.h. u.a. daf3
die Schitzungen asymptotisch normal sind.

5 Tests eines Modells und der Parameter

Die Gleichung (46) ist die log-Likelihood log L fiir die Nullhypothese, dafl das betrachtete
Modell mit den Daten Kompatibel ist. Die alternative Hypothese ist, dafl 3 irgendeine positiv
definite Matrix ist. Unter dieser Hypothese nimmt die log-Likelihood log L, ein Maximum
an, wenn S als Schétzer fiir ¥ eingesetzt wird. Es gilt

N
log L, —?1og|8|+sp(5571)

N
= 5 log |S| + +sp(I)

N
= —?1og|8|+t. (50)

11



Als Test wird der Likelihood Ratio Test (LR) gewéhlt:

L
—2log L—O = —2loglLy+sloglL,

= Nlog|%| + sp(X719)] — n(log|S| +t)
= Nllog|%| +sp(X71S) —log|S| —t]. (51)

Die Gleichung (51) besagt, dafi der LR-Wert gerade gleich nFy, ist. Der LR-Test strebt
asymptotisch gegen einen &2-verteilten Wert, wobei die Anzahl der Freiheitsgrade gleich
der Anzahl der nicht-redundanten Werte in ¥ minus der Anzahl der freien Parameter des
Modells ist. Ist der x2-Wert signifikant, so ist das Modell nicht mit den Daten kompatibel.
Fiir den mangelnden Fit sind viele Griinde moéglich: zunéchst kann einfach das Modell falsch
sein, oder aber die Daten sind nicht normalverteilt, oder es gibt fehlende Daten, etc.

6 Die Faktorenanalyse

6.1 Allgemeine Vorbemerkung

In (12), Seite 6, wurde das allgemeine Messmodell

2)= ()= ) (E)+(0)
= + + .
( Yy > ( Hy > < 0 Ay ¢ ¢
vorgestellt. Fiir die Variablen x erhélt man
T — pe = A€+ 6, (52)

und fiir y resultiert
y—py =Ayn+e (53)

Schreibt man wieder z fiir * — u5, so erhélt man
=N+ (54)

A, kann als Matrix von Faktorladungen aufgefafit werden, £ ist ein Vektor von r ”com-
mon factors” (gemeinsamen Faktoren), und J ist ein Vektor von spezifischen Faktoren plus
Fehlern; fiir y — u1,, gelten analoge Betrachtungen.

Die Gleichung (54) beschreibt ein faktorenanalytisches Modell. x ist ein g-dimensionaler
Vektor mit beobachteten Variablen x1, z2, . . ., 4; schreibt man die Messwerte x;1, Zi2, . . ., Tiq
fiir die ¢ = 1,2, ..., m Personen als Reihen untereinander an, so entsteht die Matrix X der
Messwerte. Man beschrinkt sich im Folgenden auf die in (54) verwendete Vektorschreibwei-
se, weil sie zu iibersichtlicheren Formeln fiihrt; die Komponenten x; von x werden dabei als
zuféllige Variablen betrachtet, die bei einer Messung, z.B. bei der i-ten Person, dann einen
bestimmten Wert annimmt.

¢ ist ein Vektor von latenten Variablen; die Interpretation der Komponenten von & ist
analog zu der der Komponenten von x. Die Komponenten von £ werden nun als Common
Factors, also als Gemeinsame Faktoren angesehen, also als Faktoren, die in alle Messungen x
eingehen. A, ist eine ¢ x k-Matrix von Regressionsgewichten, die den Ladungen der k latenten
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Variablen entsprechen. ¢ ist ein g¢-dimensionaler Vektor, dessen Komponenten spezifische
Variablen plus Messfehler reprisentiert. Man macht die folgenden

Annahmen:
E) =0, E)=0, Kovu(£d)=0. (55)

Die Erwartungswerte von £ und d sollen gleich Null sein (dies ist keine Einschrinkung der
Allgemeinheit!), und die Korrelation zwischen allgemeinen und spezifischen Faktoren bzw.
Fehlern soll gleich Null sein.

Spezialfall: Das Modell (54) ist nun ein Spezialfall des allgemeinen Strukturmodells, wobei
der Parametervektor © nun die Parameter von A,, ® und O; enthiilt, d.h. © = (A,, , Oy).
In anderen Worten, man kann spezifische Hypothesen iiber die Faktorenstruktur formulieren
und testen.

Anmerkung: die spezifischen Variablen ¢: Die Gleichung (54) kann man in bezug auf
das testtheoretishe Modell der "wahren Scores” beziehen. Demnach setzt sich ein Testwert
aus einem wahren Wert ud einem Messfehler zusammen, d.h. es wird angenommen, daf3

r=t+e (56)

gilt, wobei jetzt ¢ fiir den “true” Score steht, und e fiir den Fehler (error”). Man kann nun
annehmen, daf§ das Faktormodell (54), das fiir die beobachteten Daten (d.h. Scores) gilt,
auch fiir die wahren Scores gilt. Dementsprechend kann man

t=A¢{+s (57)

ansetzen, wobei s ein Vektor ist, der die spezifischen Varianzen in den ¢-Werten enthélt, die
auf die spezifischen Auswahl von Variablen zriickgehen. Setzt man (57) in (56) ein, so erhélt
man

r=Al+s+e. (58)

Demnach ist 6 = s + e. § setzt sich aus spezifischen Termen s und reinen Fehlertermen e
zusammen. Die Annahme, daf3 § nur "Fehler” enthélt, bedeutet, dafl man die s-Anteile fiir
vernachlédssigbar halt.

6.2 Die Faktorenanalyse als Spezialfall eines Strukturgleichungs-
modells

Man muf sich natiirlich nicht auf den Vektor x oder auf den Vektor y beschrénken, sondern
kann den Vektor (x, y)’ betrachten; die Unterscheidung von z- und y-Werten ist ja willkiirlich.
Das allgemeine Messmodell bezieht sich auf das allgemeine Strukturgleichungsmodell

n=DBn+T¢{+C.

Wie man auch den Abbildungen 3 und 4 entnehmen kann, spezifizieren die Matrizen B und
I" Beziehungen zwischen den latenten Variablen £ und I'. Setzt man also B = T" = 0, so
behauptet man damit, dal diese Beziehungen nicht existieren; man erhilt den Spezialfall

n=d (59)
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Das Messmodell

(2)-C )+ (% 2)-(5)

gilt natiirlich nach wie vor, die Gleichungen, nur werden eben keine Beziehungen zwischen
den latenten Variablen £ und 7 postuliert. Das faktorenanalytische Modell ist deshalb "ein-
fach” ein Spezialfall des allgemeinen Strukturgleichungsmodells. Die die Varianz-Kovarianz-
Matrix der Daten kann in der Form

by A E(EE A, + E(66")

= A,PN, 465 (60)

geschrieben werden. Hierin ist ® die Matrix der Faktorvarianzen und Kovarianzen, und ©;
ist die Diagonalmatrix der Varianzen der spezifischen Faktoren/Fehlern.

6.3 Identifikation und Rotation im nicht restringierten Modell

Der Begriff der Identifikation bezieht sich auf die Frage, ob die Parameter des Modells
eindeutig bestimmt werden konnen. Es sei T eine orthogonale (r x r)-Matrix, r die Anzahl
der latenten Faktoren. Es gilt also 7T’ = TT~! = I die Einheitsmatrix. Es sei nun A* = AT
und ¢* = T71®7T"~!, und ©* = O. Dann folgt

= ATT'¢T''T'N +©
= A¢N +0O
= X (61)

Dieses Ergebnis bedeutet, dal eine orthogonale Transformation der Faktoren die gleiche
Kovarianzmatrix erzeugt. Dementsprechend heifit das Modell nicht identifizierbar; es gibt

r x r = r2 Unbestimmtheiten, die beseitigt werden miissen, will man ein identifizierbares
Modell haben.

Es werde nun ® = I gesetzt, I die Einheitsmatrix; dies bedeutet, dal die latenten Va-
riablen unkorreliert sein sollen, d.h. sie sollen orthogonal sein. Ist nun » = 1, so wird 7% = 1
Unbestimmtheit beseitigt, und es folgt, dafl keine orthogonale Transformation (= Rotation)
moglich ist. Es sei r = 2. Dann ist > = 4, und r(r + 1)/2 = 3 Unbestimmtheiten werden
beseitigt, d.h. es bleiben noch r? — r(r + 1)/2 = 1 Unbestimmtheiten. Fiir allgemein r > 3
bleiben 72 — r(r +1)/2 = r(r — 1)/2 Unbestimmtheiten.

Setzt man also ® = I, so werden nur im Falle r = 1 alle Unbestimmtheiten beseitigt. fiir
den allgemeinen Fall » > 1 bleiben r(r — 1)/2 Unbestimmtheiten, die man beseitigt, indem
man Annahmen iiber Elemente in A, macht.

Um zu sehen, wie die Beseitigung der Unbestimmtheiten vor sich geht, werde der Fall
r = 2 betrachtet. Nach den vorangegangenen Betrachtungen hat man dann noch r(r —
1)/2 =2-1/2 = 1 Freiheitsgrade, die die Unbestimmtheit ausmachen, d.h. durch Wahl eines
Parameters wird die Losung eindeutig festgelegt. Durch Wahl einer Transformationsmatrix

T:( cost smo) )

—sinf cos@
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kann A, in A} = A, T iberfithrt werden. T" wird durch einen Parameter, den Rotationswinkel
0, bestimmt. Durch Wahl genau eines bestimmten Wertes fiir § wird die Losung festgelegt.

Im allgemeinen Fall kann die Unbestimtheit dann durch die Wahl von r(r — 1)/2 Rota-
tionswinkeln beseitigt werden.

Die Wahl von @ = I, d.h. die Entscheidung, sich auf orhtogonale Faktoren zu konzen-
trieren, ist nur eine von mehreren moéglichen. Man kann auch die Mo6glichkeit korrelierter,
d.h. obliquer Faktoren in Betracht ziehen. Dazu erlaubt man, dafl einige der Elemente von
®, die nicht in der Diagonbalen von ® liegen, ungleich Null sind. Man geht wie folgt vor:

1. Man geht von einer orthogonalen Rotation aus, z.B. nach dem Varimax-Kriterium;
diese Rotation liefere A,

2. Man wiihlt eine bestimmte Matrix ® = ®® derart, da8 ®? Einsen in der Diagonale
hat und zumindest einige der iibrigen Elemente ungleich Null sind. Damit erhélt man
korrelierte Faktoren.

3. Es gibt eine Reihe von Methoden, zu obliquen Faktoren zu kommen, vergl. Mulaik
(1972)%; auf sie kann hier nicht im einzelnen eingegangen werden.

6.4 Parameterschitzung: exploratorischer und konfirmatorischer An-
satz

Hat man das Modell festgelegt, miissen die entsprechenden Parameter des Modells ge-
schitzt werden. Kann die multivariate Normalverteilung angenommen werden, kann man
die Maximum-Likelihood-Methode zur Schitzung der Parameter verwenden. Die geschétz-
ten Parameter sind dann asymptotisch normalverteilt, so dafl eine Moglichkeit existiert, die
Hypothese (das Modell) zu testen. Die Methode setzt voraus, dafi die Matrix A’©~1A diago-
nal ist; dies bedeutet, dafl 7(r —1)/2 Restriktionen fiir die Parameter gesetzt werden miissen.
im ezxploratorischen Ansatz werden keine weiteren Restriktionen gesetzt, und die Anzahl der
freien Parameter, die geschitzt werden miissen, ist dann

df = ((a—1)* = (a+1)/2 (63)

Die Losung kann dann noch rotiert werden, um eine bessere Interpretierbarkeit zu erreichen.

Beim konfirmatorischen Ansatz werden mehr als r? Restriktionen gesetzt. Man legt z.B.
bestimmte Richtungen der Faktoren fest. Die Details werden hier iibergangen; man muf} z.B.
Festlegungen beziiglich der Metrik (Wahl der Skaleneinheiten) machen. Der Test geht dann
im Ubrigen wie ein Test in allgemeinen Strukturgleichungsmodellen vonstatten.

7 Beispiele

Beispiel 3 Mclver, Carmines & Zeller (1980)° untersuchten die Einstellung zur Polizei.
Dazu wurden 11 000 Telephoninterviews mit Bewohnern von insgesamt 60 Gemeinden in

5Mulaik, S. (1972) The foundations of factor analysis. New York. McGraw-Hill
6Mclver, J.P., Carmines, E.G., Zeller, R.A. (1980) Multiple indicators. Appendix in Zeller, R.A., Carmi-
nes, E.G., Measurement in the Social Sciences, p. 162-185; Cambridge University Press
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Tabelle 1: Korrelationen zwischen Items zur Einstellung zur Polizei

1 2 3 4 5 6 7 8 9
1. Police Service 1.00 .50 .41 33 .28 30 -24 -23 -.20
2. Responsiveness .48 1.00 .35 .29 .26 27 -19 -19 -.16
3. Response time 42 37 1.00 .30 27 29 -17 -116 -.14
4. Honesty B34 30 .26 1.00 52 48 -13 -11 -.15
5. Courtesy 31 28 24 51 100 44 -11 -09 -.10
6. Equal trreatment | .29 .26 .23 49 44 1.00 -15 -13 -.13
7. Burglary -24 -21 -18 -14 -13 -12 1.00 .58 47
8. Vandalism -22 -19 -17 -13 -12 -11 58 1.00 .42
9. Robbery -18 -16 -14 -11 -10 -.09 47 .43 1.00

drei "metropolitan areas”, also Einzugsbereichen grofierer Stiadte, gefithrt. U.a. wurden 6
Items zur Einstellung zur Polizei und 3 Items zur Wahrscheinlichkeit, Opfer von Einbruch,
Vandalismus und Raub zu werden erhoben. Die Korrelationen zwischen den Items finden sich
in der Tabelle 1, wobei im oberen Dreieck die tatséchlichen (d.h. empirischen) Korrelationen
stehen, und im unteren die aus dem faktorenanalytischen Modell zuriickgegerechneten: Die
Inspektion der Tabelle zeigt, dal die ersten 6 Items, die sich auf die Einstellung zur Polizei
beziehen, positiv miteinander korrelieren, ebenso die Einstellungen zu den einzelnen Verbre-
chen. Die Korrelationen zwischen Polizei- und Verbrechensitems sind dagegen negativ. Man
kann vermuten, dafl es drei, moglicherweise korrelierte Faktoren (latente Variablen) gibt,
durch die sich die Korrelationen zwischen den Items “erkléren” lassen. In der Tat ergibt sich
die folgenden Tabellen der Faktorenladungen bzw. der Faktorinterkorrelationen: Die Giite

Tabelle 2: Faktorenladungen

Faktorenladungen | Kommunalitét
Item F1 F2 F3 h2
1. Police service .74 .00 .00 .55
2. Responsiveness .65 .00 .00 A3
3. Response time .56 .00 .00 .32
4. Honesty .00 .75 .00 .56
5. Courtesy .00 .68 .00 .46
6. Equal treatment | .00 .65 .00 42
7. Burglary .00 .00 .80 .63
8. Vandalism .00 .00 .72 .52
9. Robbery .00 .00 .59 .35

des Fits kann man aus der Tabelle 1 ersehen: die grofite Abweichung zwischen beobachteten
und riickgerechneten Korrelationen betrégt .06, und im allgemeinen betriagt die Abweichung
weniger als .02. Das Modell wird in Abb. 5 dargestellt. O

Beispiel 4 Zwei psychometrische Tests heissen parallel, wenn sie die gleichen latenten Va-
riablen (common factors) in gleichem Ausmafl messen, und wenn jeder der beiden Tests die
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Tabelle 3: Korrelationen zwischen Faktoren

" Fy 3
Fy | 1.00 .62 -41
Fy 1.00 -.24
F3 1.00

Abbildung 5: Faktorenanalyse: Einstellung zur Polizei (Mclver, Carmines & Zeller, 1980)

gleiche spezifische Varianz hat. In Abb. 6 wird dieser Sachverhalt dargestellt: V' bezeichnet
die Menge der gemeinsamen Faktoren. Es mufl (i) Ay = Ao, und (ii) Var(e;) = Var(eq)
gelten, damit die beiden Tests T und T» parallel sind.

Die beiden Tests 177 und 75 heiflen kongenerisch, wenn sie zwar die gleichen gemeinsamen

Variablen V' messen, aber nicht in gleichem Ausmaf; es ist also A1 # A2 erlaubt. Sie heiflen
T-generisch, wenn zwar A1 = Ag, nicht aber Var(e;) = Var(es) gelten.

Gegeben seien vier Tests, die die Kenntnis von Vokabeln erfassen sollen. Die Tests A und
B sind zwei kurze Test, die unter angenehmen Zeitbedingungen gegeben werden. C' und D
sind zwei ldngere Versionen, die aber unter Zeitdruck gegeben werden.

Joreskog & Sorbom (1979)7 betrachten die folgenden Hypothesen:

7Joresog, K.G., Sérbom, D. (1979) Advances in factor analysis and structuralequations models. Cam-
bridge, MA, Abt Books
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1. Hy: Die Tests A und B sind parallel, ebenso die Tests C' und D. Alle vier Tests
sind kongenerisch, d.h. es soll gelten A\1; = A2, und §; = Jo, sowie A2 = A9 und
d3 = d4. Weiter soll demnach @15 = 1 gelten, d.h. V3 = V4 (bis auf eine mogliche
Skalentransformation).

2. Hy: Sowohl A und B einerseits und B und C andererseits sind parallel, aber die beiden
Paare sind nicht notwendig kongenerisch, d.h. es soll gelten A\1; = A2 und §; = o,
und Agl = AQQ sowie 53 = 54.

3. Hs: Alle vier Tests sind kongenerisch, aber nicht notwendig parallel. Demnach soll
lediglich @12 = 1 gelten.

4. H,: Einerseits sind A und B kongenerisch, andererseits ebenso B und D, aber die
beiden Paare sind nicht kongenerisch (vergl. Abb. 7).

Abbildung 7: Parallele Tests, 11

{
/
~

né

!

Diese Hypothesen bilden zwei hierarchische Serien: Hy, Hs und Hy einerseits, und Hj,
Hj, H, andererseits. Innerhalb jeder Serie konnen x2-Vergleiche durchgefithrt werden. Als
Kovarianz-Matrix ergab sich Die Resultate, d.h. die Tests der Hypothesen, werden in der

Tabelle 4: Kovarianzen fiir die Tests

t A B C D
86.40
o7.78 86.26

56.67 59.32 97.28
58.90 59.67 73.82 97.82

SAwelp

Tabelle 5 zusammengefasst: Demnach folgt

1. Hypothesen Hy und H4 mit den Daten kompatibel, nicht aber die Hypothesen H; und
Hs.

2. Die nicht akzeptierbaren Hypothesen H; und H3 enthalten die Annahme, dafi alle vier
Tests kongenerisch sind, wihrend die akzeptierbaren Hypothesen H>§ und H, diese
Annahme nicht enhalten.
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Tabelle 5: Ergebnisse der Hypothesentests

Modell x> df  p
H;y: 3734 6 < .01

Hy: 1.93 5 .86
Hs: 36.22 2 <.01

Hy: .70 1 .70

Modellvergleich | x?, pp df P
Hy — Hy: 3541 1 <01
Hy — Hs: 3563 1 <01
Hs — Hy: 1.12 4 >.80
Hy — Hy: 123 4 >80

3. Die Vergleiche Hy — H1 und H4; — Hj3 beziehen sich auf Modelle, die dquivalent sind
bis auf die Annahme, daB A und B kongenerisch mit C' und D sind. Die &3, ¢~ Werte
zeigen, dafi diese Annahme nicht haltbar ist.

4. Die Vergleiche H3 — H; und H4 — H> beziehen sich auf die Annahme, dafl A und B
parallel sind, und dafl C' und D parallel sind; diese Hypothesen kénnen beibehalten
werden.

Der Wert von ¢ wurde als ¢ = .9 geschétzt. Demnach messen A und B einerseits und C, D
andererseits nicht komplett dasselbe, d.h. der zeitliche Druck scheint eine neue Dimension
zu implizieren, die aber fiir alle praktischen Zwecke vernachléssigbar ist. O

Beispiel 5 (Multitrait-multimethod Modelle:) Ziel dieser von Campbell & Fiske (1959)8
eingefiihrten Modelle ist, die Unterschiede zwischen Messwerten (d.h. die Varianz), die auf
psychologische Merkmale zuriickzufiihren ist, von den Unterschieden (ebenfalls die Vari-
anz) zu trennen, die auf verschiedene Messmethoden zuriickzufiihren ist, zu trennen. Dazu
wird jedes einer Reihe verschiedener Merkmale mit jeder untersuchten Methode gemessen.
Die Ergebnisse werden in einer Multitrait-Multimethod-Matrixz zusammengefasst, anhand der
dann

e die Konvergente Validitdt, d.h. das Ausmaf, in dem verschiedene Methoden das gleiche
Merkmal erfassen, und

o die diskriminante Validitdt d.h. die Moglichkeit, zwischen verschiedenen Merkmalen
zu unterscheiden,

bestimmt werden soll.

Bentler & McClain (1976)° haben bei 68 Midchen der 5-ten Klasse 4 Merkmale mit 3
MEthoden gemessen. Die Merkmale waren Impulsivitat, Extraversion, schulische Leistungs-
motivation, und Testangst. Die Methoden waren Selbstratings, Ratings durch Lehrer und
Ratings durch die jeweils anderen Médchen ("Peer ratings”). Darin sind: E = Extraversion,

8Campbell, D.T., Fiske, D.W. (1959) Convergent and discriminant validation by the multitrait-
multimethod matrix. Psychologicval Bulletin, 56, 61-96

9Bentler, P.M., McClain, J. (1976) A multitrait-multimethod analysis of reflection-impulsivity. Child
Development, 47, 218-226
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Tabelle 6: Multitrait-multimethod-Matrix der Korrelationen

Ep Ap Ip Mp Et At It Mt Es As Is Ms
Ep | 1.00

Ap | -.38 1.00

Ip 42 -21 1.00

Mp | -25 .54 -54 1.00
Et .64 -15 .26 -.05| 1.00

At | -29 .66 -19 44| -25 1.00

It 38 -09 .56 -19| .59 -14 1.00

Mt | -22 51 -33 .66 | .06 .62 -.05 1.00
Es 45 -05 .12 10| .50 -05 .36 .17 | 1.00

As .04 .38 -03 14| .08 .30 .09 .16| .02 1.00

Is 33 -13 .35 -18 | 41 -14 .45 -13| 43 .16 1.00

Ms | -21 .37 -44 .58 | -.01 .41 -10 .62| .06 .04 -37 1.00

A = Testangst, I = Impulsivitdt, M = Motivation, p = Peer, t = Lehrer (teacher), s =
Selbst.

Man kann die Matrix als aus Rechtecken aufgebaut betrachten. Die Rechtecke, in de-
nen fett gedruckte Werte erscheinen, enthalten die Korrelationen zwischen den Merkmalen,
so wie sie mit verschiedenen Methoden erfait wurden (within-trait, cross-method). Die fett
gedruckten Zahlen sind Korrelationen zwischen den gleichen Merkmalen, die aber mit ver-
schiedenen Methoden gemessen wurden. Man spricht auch von den Validitatsdiagonalen. Die
Zahlen in Rechtecken ohne fett gedruckte Zahlen enthalten die Korrelationen zwischen den
Merkmalen, so wie sie mit der entsprechenden Methode gemessen wurden (within method,
cross-trait correlations). Hohe Werte in den Validitdtsdiagonalen zeigen eine gute konvergen-

Abbildung 8: Multitrait-multimethod-Modell

te Validitat an. Niedrige Werte auflerhalb dieser Diagonalen zeigen eine gute diskriminante
Validtat an, d.h. sie reflektieren die Verschiedenartigkeit der Merkmale. Sind die Within-
method, cross-trait korrelationen grofler als die cross-method, cross-trait-Korrelationen, so
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Tabelle 7: Pfadmodell

| | Ratings
Merkmalsfaktor Peer Lehrer Selbst
Extraversion .98 .62 42
Angst 7 91 .35
Impulsivitét .78 .64 42
Motivation .72 .89 .66
Traits
Methodenfaktoren E A I M
Peer Ratings .15 -.25 .32 -.68
Lehrer Ratings .74 -.19 .49 13
Selbst Ratings .34 A7 .89 -.22
Trait-Faktor-Korrel. E A I M
Extraversion 1.00 -.35 .52 -.24
Angst 1.00 -.26 .74
Impulsivitat 1.00 -.48
Motivation 1.00
Methoden
Meth.-Faktor-Korrel. P T S
Peer Ratings 1.00 .08 .04
Lehrer Ratings 1.00 .32
Selbst Ratings 1.00

existiert eine Methodenvarianz, d.h. es existieren Assoziationen zwischen den Merkmalen,
die nur auf die verwendete Messmethode zuriickgehen.

Die fett gedruckten Werte in den Validitétsdiagonalen liegen zwischen .30 und .66 (Mit-
telwert .51), was als akzeptable konvergente Validitit gewertet wird. Sie sind i.a. gréfler
als die cross-trait, cross-method Korrelationen, so dafl man ein gewisses MAf an diskrimi-
nanter Validitdt annehmen kann. Die Werte sind aber hinreichend grof}, um die Hypothese
vollstandiger Unabhéngigkeit skeptisch betrachten zu kénnen,d.h. man kann vermuten, daf}
die Merkmale latente gemeinsame Merkmale erfassen. Die within-method, cross-trait Kor-
relationen sind etwas hoher als die cross-method, cross-trait-Korrelationen, so dal man die
Existenz von Methodenvarianz vermuten kann.

Die erste Teiltabelle (Merkmalsfaktor x Ratings) enthélt relative hohe Korrelationen,d.h.
es gibt einen Zusammenhang zwischen der Merkmalsausprigung einerseits und der verwen-
deten Methode; dies heif3t, dafl die verschiedenen Ratings das jeweilige Merkmal tatséchlich
(einigermafien) erfassen.

Die zweite Teiltabelle enthélt die Korrelationen zwischen den Methoden und den (la-
tenten) Traits. Die Messungen scheinen ungefiihr in dem Mafle durch die Methoden wie
durch die Traits bestimmt zu sein (dritte Spalte der zweiten Tabelle, dritte Reihe der ersten
Tabelle).

In der dritten Teiltabelle findet man die Korrelationen zwischen den Traits. Bemerkens-
wert ist die hohe Korrelation zwischen der Angst und der Motivation, sowie die zwischen
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Extraversion und Impulsivitdt. Extraversion und Impulsivitéit sind andererseits negativ mit
der Angst und der Motivation korreliert.

Man findet fiir das Modell x? = 43.88 bei df = 35; dieser Wert hat eine Wahrschein-
lichkeit von p > .1, d.h. das Modell kann als mit den Daten kompatibel angesehen werden.
O

Im folgenden Beispiel geht es um die Frage, wie Liebe entsteht, bleibt oder vergeht. Diese
Frage fithrt auf die Frage, wie zeitliche Abldufe im Rahmen von Strukturgleichungsmodellen
modelliert werden kénnen.

Beispiel 6 Kausales Liebesmodell: Tesser & Paulhus (1976)'° gingen von der Annahme
aus, dafl das Denken an den/die Partner/in einen positiven Effekt auf die erlebte Attrakti-
vitéit des/der Partner/in hat, und daf ebenso die Hiufigkeit des Treffens (“dating”) einen
solchen Effekt hat. Die Hiufigkeit des Treffens habe auflerdem einen positiven Effekt auf die
"reality constraints”, die ihrerseits einen negativen Effekt auf das Erlebnis von Liebe habe.
Die "reality constraints” sind dabei definiert als Wissen um den bzw. Erfahrungen mit jeweils
anderen, das bzw. die inkonsistent mit den durch die eigenen Gedanken produzierten Erwar-
tungen ist bzw. sind. Die LeserInnen dieses Skriptums mégen die zitierte Originalarbeit lesen,
um zu einer vertiefenden Darstellung dieser nicht besonders iiberraschenden Annahmen zu
gelangen. Hier ist von Interesse, dafl man diese Annahmen mit einem einfachen Strukturglei-
chungsmodell iiberpriifen kann; die Autoren fithren eine Pfadanalyse durch, deren Lektiire
ebenfalls zu einem vertieften Verstdndnis der hier betrachteten Methodik fiihrt.

Dem Ansatz der Autoren entsprechend erzeugen Gedanken (G1) zum Zeitpunkt ¢; Liebe
(L2) zum Zeitpunkt to; Liebe (L) zum Zeitpunkt ¢; wirkt sich positiv auf die Gedanken
(G2) zum Zeitpunkt to aus. Das Modell ist rekursiv, weil es keine Riickwirkungen Lo — L
und Gy — G gibt. Analoge Aussagen gelten fiir die iibrigen Variablen D; und Dy ("dating”
= Treffen) und C; und Cs (reality constraints) zu den Zeitpunkten t; bzw. t3).

Tesser et al. erhoben vier Variablen: Das Ausmaf, in dem ein Partner an den anderen
wéhrend der letzten zwei Wochen dachte (G7 und Gz); der Score war die Summe zweier
Ratings: wie oft wurde an den/die PartnerIn gedacht (1 = gar nicht, 7 = oft) und wie
lange (1 = gar nicht, 7 = sehr lang). Liebe (L1, Lg) wurde als Score in einem Fragebogen
mit insgesamt 9 Fragen erfafit, "reality constraints” (Cq, C2) wurde mit der Frage. "To the
extent that you acquired any new information tend to confirm or contradict your expectati-
ons?” 1 entprach ”contradicted my expectation”, 7 = ”confirmed my expectation”. "Dating”
(D1, D3) wurde als Angabe iiber die Haufigkeit von Treffen in den letzten zwei Wochen
operationalisiert. Nach der ersten Erhebung wurde die Personen zwei Wochen spéter noch
einmal befragt. Die Tabelle 8 enthélt die Korrelationen zwischen den vier "Liebesmaflen”:
Die Daten sind von Bentler & Huba (1979)!! in bezug auf ein Strukturgleichungsmodell
re-analysiert worden; Abb. 9 stellt das getestete Modell dar. Demnach lassen sich die vier
Skalen als Funktion eines einzigen, gemeinsamen Faktors (latenten Dimension) ”Attraktion”
darstellen; A; reflektiert diese Dimension zum ersten, Ay zum zweiten Zeitpunkt. Es wird
angenommen, dafl das Messmodell fiir beide Zeitpunkte identisch ist. Das Ausmaf} an At-
traktion A, zum Zeitpunkt to 148t sich durch das Ausmafl an Attraktion zum Zeitpunkt

10Tesser A., Paulhus, D.L. (1976) Toward a causal model of love. Journal of Personality and Social Psy-
chology, 34, 1095-1105

I Bentler, P.M., Huba, G.J. (1979) Simple minitheories of love. Journal of Personality and Social Psycho-
logy, 37, 124-130
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Tabelle 8: Korrelationen zwischen den Liebesmafien (Tesser & Paulhus (1976)

Zeitpunkt 1 Gl L1 Cl D1 G2 L2 CQ D1
Gedanken 1.000 .728 .129 430 741 612 -.027  .464
Liebe 1.000 .224 451 748 .830 .094 .495
real. constr. 1.000 .086 .154 279 .242 .104
Dating 1.000 | .414 .404 .108 .806
Zeitpunkt 2
Gedanken 1.000 .764 .161 .503
Liebe 1.000 .103 .505
real. constr. 1.000 .070
Dating 1.000
Mittelwert 983 50.66 5.08 3.07 | 9.20 49.27 4.98 2.95
Stand’abw. 3.59 1949 1.80 2.87 | 3.75 20.67 1.72 3.16

Abbildung 9: Theorie der Liebe
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t; voraussagen; hinzu kommen neue Aspekte, die durch e repriisentiert werden. Spezifische
Aspekte des Verhaltens konnen iiber die zwei Zeitpunkte korreliert sein; dies wird durch
die Pfeile, die G; mit G5 etc. verbinden dargestellt. Z.B. konnen die "Dating”-Daten bei ei-
ner bestimmten Person durch spezifische Bedingungen, denen ein Paar unterliegt, bestimmt
sein, die von der Attraktion unabhéngig sind. Die folgende Tabelle zeigt die Ergebnisse: Ein
zentrales Ergebnis ist der Wert 12 = .94; Attraktivitiat erzeugt Attraktivitét. "Gedanken”
sowie der Liebesfragebogen sind gute Indikatoren fiir die Attraktivitdt A; und As, wihrend
"Dating” ein eher schwacher Indikator ist. Wenig indikativ fiir Attraktion ist das Maf fiir
"reality constraints”; dieser Score wird durch andere Faktoren als die Attraktion bestimmt
(03 = .97). Die Residualkovarianzen zeigen an, dafi die Korrelationen zwischen den Messun-
gen fiir "Gedanken” und ”Liebe” im Wesentlichen durch den gemeinsamen Faktor Attraktion
bestimmt werden, wéhrend die Scores fiir "Dating” durch spezifische Faktoren bestimmt zu
sein scheinen. Dies ergibt sich aus dem Wert § = .70. Fiir das Modell ergibt sich x2 = 45.87
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Tabelle 9: Ergebnisse zum Liebesmodell

Variable Pfad Resid. Varianz Resid. Kovarianz
Gedanken /\11 = )\21 =.83 51 =.31 511 =.11
Liebe /\12 = )\22 = .88 52 =.20 522 =.09
real. constr. /\13 = )\23 = .17 53 = .97 533 =.21
Dating A14 = )\24 =.53 54 =.70 544 =.21
Attraktion w12 = .94 05 = .15 055 = .53

bei df = 22; dieser Wert zeigt keinen besonders guten Fit fiir das Modell an. Die Werte
in der Tabelle 9 sollten nicht iiberinterpretiert werden, da die Hypothese der multivariaten

Normalverteilung wegen der Definition der empirischen Messwerte nicht notwendig korrekt
ist. O

Beispiel 7 Das Simplex-Wachstumsmodell: In vielen Evaluationsstudien soll das ”Wachs-
tum” einer Variablen iiber die Zeit bewertet werden, z.B. die Gréfle des Vokabulars im
Sprachunterricht, die Gréfle von Schulkindern, oder die Resistenz gegeniiber der Versuchung,
wieder mit dem Rauchen anzufangen, etc. Man kann die Werte der "wachsenden” Variable
iiber verschiedene Zeitpunkte korrelieren, also x(t1) mit x(t2), x(t3), 2(t4), etc., dann z(t2)
mit x(t3), x(t4) etc. Man wird dann im allgemeinen finden, dafi die Grofie der Korrelationen
vom zeitlichen Abstand der Messwerte abhéngt. Stellt man die Korrelationen in einer Matrix
zusammen, so werden die Korrelationen in der Diagonalen, d.h. die r(x(t;), z(t;)), gleich 1
sein, und die Korrelationen r(x(t;), z(¢;)) mit groSer werdender Differenz zwischen ¢; und
t; abnehmen, d.h. in der linken unteren und der rechten oberen Ecke der Matrix werden die
Korrelationen am kleinsten sein. Korrelationsmatrizen, die diese Eigenschaft haben, werden
nach Guttman (1954)'? Simplex genannt. Die Tabelle 10 enthiilt die Korrelationen zwischen
MaBen!? fiir ”Academic Achievement” fiir 7 "Grades”:

Tabelle 10: Korrelationen zwischen Messungen fiir "Academic Achievement”

Grades
Grade 1 2 3 4 5 6 7
1 1.00 .73 .74 .72 .68 .68 .66

2 .00 86 .79 78 .76 .74
3 1.00 87 86 .84 .81
4 1.00 .93 91 .87
5 1.00 .93 .90
6 1.00 .94
7 1.00

2Guttman, L. (1954) A new approach to factor analysis: The radex. In: Lazarsfeld, P.F. (ed.) Mathematical
Thinking in the Social Sciences, Glencoe, Ill., Free Press, p. 258-348

13Bracht, G.H., Hopkins, K.D. (1972) Stabilitys of educational achievement. In: Bracht, G.H., Hopkins,
K.D.: Perspectives in educational and psychological measurement, Englewood Cliffs, New York, Prenticve
Hall, p. 254-258

24



Werts, Linn und Joreskog (1977) haben ein Modell fiir diese Daten vorgeschlagen'. Dem
Ansatz dieser Autoren zufolge wird fiir eine Messung y; zum Zeitpunkt ¢; die Gleichung

Yi =1 + € (64)

angenommen, wobei 7); die wahren Werte und die ¢; von 7; unabhéngige, unkorrelierte Fehler
sind. Fiir die wahren Werte wird eine Simplexstruktur angenommen, die in der Gleichung

Nir1 = Bini + Git1 (65)

definiert wird. Hierin sind die Gréflen ¢; unabhéngig voneinander, und die Matrix B enthélt
die wahren Regressionskoeffizienten. Es 148t sich zeigen, dafl die Partialkorrelationen zwi-

Abbildung 10: Simplexmodell des Wachstums

schen 7; und 7;42 alle gleich Null sind, wenn (65) gilt (damit stellt die Gleichung (65) eine
Beziehung zu den Markoff-Prozessen her). Es wird angenommen, dafl die Messungen alle in
bezug auf die gleichen Einheiten vorgenommen werden. Die Differenz A;

A; =niy1 —mi (66)
zwischen zwei aufeinander folgenden Werten n; und 7,41 fithrt zu
Mit1 =10 + Ay (67)
Zusammen mit der Gleichung (65) fithrt dies zu der Beziehung
A; = (Bi — 1)mi + Giyr- (68)
Wert et al. gehen nun von dem allgemeinen Ansatz
Bn=T¢+ (¢ (69)

aus, wobei B eine (m x m)-Matrix und T eine (m x n)-Matrix ist. n = (n—1,...,n,,)" ist der
Vektor der wahren abhéingigen Variablen, und £ = (&1,...,&,)" ist der Vektor der wahren
unabhéngigen Variablen. ¢ = ({1,...,(n)’" ist ein Vektor von Residuen (Fehlern, zufillige
Stérungen,etc.). £ und ¢ werden als unkorreliert angenommen. 7 und £ werden nicht direkt

MWerts, C.E., Linn, R.L., Jéresog, K.G. (1977) A simplex model for analyzing academic growth. Educa-
tional and Psychological Measurement, 37, 745-756
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beobachtet. Statt dessen werden die Variablen  und y gemessen; das Messmodell ist wieder
durch

Yy = pu+An+e (70)
xr = v+AE+0 (71)

gegeben. Hierin ist u = E(y), v = E(z) und ¢, ¢ sind Messfehler in den z und y. A, und A,
sind (p x m)- und (g x n)-Matrizen von Regressionsgewichten fiir die Regression von y auf 7
und z auf €. Mit ® wird die (n x n)-Varianz-Kovarianz-Matrix der Komponenten von £, und
mit ¥ die (m x m)-Varianz-Kovarianz-Matrix der Komponenten von ¢ bezeichnet, ©? und
6(2; sind die Diagonalmatrizen der Fehlervarianzen von y und x. Fiir die Varianz-Kovarianz-
Matrix fiir die Komponenten des Vektors z = (y',2’)’ erhilt man

o (( METTEL TN SO MBI )

AT BN, A A’ + ©2

Fiir die Bracht et al.-Daten ist y = (y1,¥2,-..,y7)" der Vektor der beobachteten Werte, € =
/€1, ...,€e7) sind die Messfehler, und die wahren Werte sind durch n = (1, ...,7n7)" gegeben.
¢ =(C,...,C7) enthélt die Regressionsresiduen. A, ist durch eine (7 x 7)-Identitéitsmatrix
gegeben, und B ist durch

1 0 0 0 0 0 0 0
—B; 1 0 0 0 0 0 0
0 —By 1 0 0 0 0 0
0 0 —B3 1 0 0 0 0
B = 0 0 0 —By 1 0 0 0 (73)
0 0 0 0 —Bs 1 0 0
0 0 0 0 0 —Bs 1 0
0 0 0 0 0 0 -B; 1

gegeben. Die Varianz-Kovarianz-Matrix ¥ wird als Diagonalmatrix mit den Diagonalzellen
gleich V;, angesetzt, und die Varianzen der ¢; sind durch O, = (V,,..., V) gegeben. Die

Tabelle 11: Varianz-Kovarianz-Matrix fiir die wahren Werte n;

Uil T2 13 N4 5 UL Uid
n | 184

n | 257  .400

n3 | 338 -.527 .743

ng | 357 b5 783 .962

ns | 418 .650 .917 1.127 1.372

ne | 428 667 .940 1.156 1.407 1.548

ny | 452 703 .992 1.219 1.484 1.635 1.865

Varianz-Kovarianz-Matrix fiir die 7; wird in Tabelle 11 angegeben. Tabelle 12 enthilt die
Schtiizungen der iibrigen relevanten Parameter. Dem ¢2- und dem entsprechenden p-Wert
zufolge ist das Modell mit den Daten kompatibel. Die Varianz n? der akademischen Leistung
wéchst mit dem Grade. Dariiber hinaus fillt auf, dafl die B;-Werte grofler als 1 sind. Die B;-
Werte reprisentieren den Effekt einer Leistung auf die folgende. Die Vermutung der Autoren
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Tabelle 12: Ergebnisse der Parameterschitzung; x? = 10.76, df = 10, p > .30.

Grade | B v n? 6?2
1 184 .076
2 1.398 .041 400 .76
3 1.318 .049 .743 .049
4 1.054 137 .962 .058
5 1.172  .051 1.372 .068
6 1.026 .104 1.548 .040
7 1.056 .138 1.864 .040

ist, daB diejenigen Studierenden, die schon viel wissen, im folgenden Jahr noch mehr wissen,
und die, die wenig wissen, im folgenden Jahr relativ noch weniger wissen (diese Vermutung

muf} allerdings anhand weiterer Daten iiberpriift werden).
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