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1 Einleitung

In vielen Untersuchungen ist die Beziehung zwischen gemessenen Groflen X1, Xo, . ..

von Interesse; man versucht dann, einen funktionalen Zusammenhang ¢ etwa zwi-
schen X7 und den restlichen Variablen herzustellen:

X1 = ¢(Xo,.., Xp).

Galton (1889) folgend spricht man von Regression; die Werte von X; werden auf
die der iibrigen zuriickgefithrt. Fiir £ > 2 spricht man von multipler Regression,
fir K = 2 von einfacher Regression. Es wird zunichst die einfache Regression
betrachtet.

Generell bedeutet die Interdependenz von Variablen noch nicht ihre kausale
Abhéngigkeit. So fand Yule (1926) (zitiert nach Kendall und Stuart, 1973, p. 291)
eine ausgeprigte Beziehung zwischen (i) der Neigung zum Selbstmord und (ii) der
Zugehorigkeit zur Church of England. Es wire vermutlich verfehlt, die Zugehorig-
keit zur Kirche als Ursache fiir die Selbstmordneigung anzusehen, oder umgekehrt
die Selbstmordneigung als Ursache fiir die Zugehorigkeit zur Kirche. Mayo, Whi-
te und Eysenck (1977) fanden eine Beziehung zwischen der Variablen ”Geburt in
einem bestimmten Sternzeichen” und bestimmten Personlichkeitseigenschaften;
auch hier 148t sich zeigen, dass von einer kausalen Beziehung zwischen Sternbild
und Charakter nicht die Rede sein kann; im Kapitel tiber Partialkorrelationen
wird darauf noch naher eingegangen. Die Frage, was denn Kausalitit ist, ist sehr
diffizil. Gliicklicherweise muf sie hier nicht beantwortet werden, es geniigt, fest-
zuhalten, dass die Existenz einer Beziehung zwischen Variablen noch nicht die
Existenz einer kausalen Beziehung impliziert.

Diskutiert man den Zusammenhang zwischen zwei Variablen X; = X und
Xo =Y, so bezieht man sich jeweils auf eine bestimmte Art von Zusammenhang.
Von besonderem Interesse ist dabei die lineare Beziehung

y=op(x)=ar+b+e (1.1)

wobei e einen MefBfehler ("error”) reprasentiert. X heifit auch Prddiktorvariable
und Y wird auch die Kriteriumsvariable oder Zielgrife genannt. Natiirlich konnen
auch nichtlineare Beziehungen betrachtet werden, etwa

y=ax’+e (1.2)

oder
y = ax +br* + ca® +d +e, (1.3)
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wobei a, b, ¢ und d reelle Konstanten sind und e wieder einen ”Mefifehler” re-
préasentiert. Es wird zunéchst auf die lineare Beziehung (1.1) diskutiert.

Es gibt zwei Fille, die oft als verschiedene Modelle der Regression behandelt
werden, obwohl der eine Fall sich aus dem anderen als Spezialfall herleiten 1:£t.
Die Modelle sind wie folgt charakterisiert:

Modell 1: Es wird die lineare Beziehung (1.1) angenommen und man
hat fiir jeden X-Wert 1, ...,z jeweils ny,...,n; MeBwerte y;;, ¢ =
1.,k g=1,...,n

Modell 2: In vielen Untersuchungen erhebt man eine Stichprobe von
UEen und bestimmt bei jeder UE zwei Mefiwerte, d.h. das Paar (z,y).
Man erhélt die Menge {(z;, ;)| = 1, ...,n}, die sich im (X, Y')-Koordi-
natensystem als ”Wolke” von Punkten darstellen 148t. Zu jedem z-
Wert gibt es also im Unterschied zu Modell 1 nur einen y-Wert.

Beide Modelle sind lineare Modelle. Gegeben sind also stets nur die Mewerte z;
und y;;, und die Aufgabe besteht darin, die unbekannten Parameter a und b aus
diesen Meflwerten zu bestimmen. Man kann nun die Beziehung y = ax + b+ ¢
als eine Regel auffassen, die es uns gestattet, aufgrund eines gegebenen X-Wertes
einen Y-Wert vorherzusagen. Natiirlich soll die Vorhersage so gut wie moglich
sein, d.h. der Fehler bei der Vorhersage soll so gering wie moglich sein. Je grofler
die Fehler e sind, desto schlechter wird uns eine Vorhersage gelingen. In jedem
Fall benotigt man ein Verfahren, die Parameter a und b fiir einen gegebenen
Datensatz {(z;,yi;)} so zu bestimmen, dass der Vorhersagefehler so klein wie
moglich wird. Der géngige Ansatz besteht in der Anwendung der Methode der
Kleinsten Quadrate.

2 Schaetzung der Parameter

2.1 Modell 1

Bei der j-ten Messung fiir den X-Wert x; ergibt sich y;;, und fiir diesen Wert soll
gelten
yij:a:ni—l—b—l—eij, i=1,....k j=1,...,m (2.1)

a und b sind die zu schétzenden Regressionsparameter. Es sei
Ui = ax; + b. (2.2)
Dann kann y;; auch in der Form
Yij = Ui + €ij (2.3)
geschrieben werden. Mittelt man andererseits fiir festes 7 die y;;, so erhilt man
Ui =ar; +b+e (2.4)
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wobei e; der mittlere Fehler bei den Meflwerten fiir x; ist. Die vorhergesagten
Werte ¢J; und die mittleren Werte y; unterscheiden sich also durch den mittleren
Fehler ;.

GeméB der Methode der Kleinsten Quadrate (MKQ) ist die Funktion

k  n;
Qa,b) = e =" (yij — axi — b)? (2.5)
tj

i=1 j=1

als Funktion von a und b zu minimieren. Dazu werden die partiellen Ableitungen
vonn @ nach a bzw. b gebildet und jeweils gleich Null gesetzt; man erhélt zwei
Gleichungen in zwei Unbekannten a und 13, die die gesuchten Schitzungen fiir a
und b sind. Man wird zu dem folgenden Satz gefiihrt:

Satz 2.1 FEs werde angenommen, dass die Variablen X undY Intervallskalenni-
veau haben und dass die Beziehung Y = aX + b+ e gilt, wobei e Mefifehler sowie
den Effekt nicht kontrollierter Variablen reprdsentiere. Die Kleinste-Quadrate-
Schatzungen a und b fiir a und b auf der Basis der MefSwerte x;, y;5, 1 =1,---k,

j=1,--- n; ergeben sich als Lisungen der beiden Gleichungen
ko k k
D D wwy = a4y mal+b) ma
i=1 j=1 i=1 i=1
k ny k
ZZyU = dZnixi + nb (2.6)
i=1 j=1 i=1

mit n =ny1 +ng + -+ + ng. Die Losungen a und b sind durch

i = Zi”ixigi_"ﬂy (2.7)

Yo nix; —nT

b = y—azx (2.8)

gegeben.

Beweis: Aus (2.1) folgt e;; = y;; — ax; — b. Dann ist

k n; k n;
Q(a,b) = Zzefj = ZZ(%‘]’ —aw; —b)?

i=1 j=1 i=1 j=1

Fiir die partiellen Ableitungen nach a und b an der Stelle (&, b) gilt dann

aQ(aa b) ~ 7
9a ‘a:d = =2 ;(ym — axr; — b)lL‘z = Z_Zjeijxi =0 (29)

0Q(a,b) . .
op b= = 2 ;(yij — az; —b) = ZJ: ;=0 (210)

Die erste Gleichung ist dquivalent -, ;yi; —a ), 2?2 —b > T = 0; dabei
ist Zij z? = Y. niz? und Zij Ty = Yy ,.nx; = nT, und ny = Zij Yijs
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denn es wird ja jeweils n;-mal iiber die Konstante 2? bzw. z; summiert.
Analoge Betrachtungen gelten fiir die zweite Gleichung. Dann folgen sofort
die Normalgleichungen (2.6), deren Auflssung die Gleichungen (2.7) und
(2.8) liefern. O

Anmerkungen:

1. Normalgleichungen: Die Gleichungen (2.6) heilen auch Normalgleichun-
gen.

2. Kovarianz: Der Ausdruck ), n;z;y;—n Z y im Zahler fiir a ist von spezieller
Bedeutung und rechtfertigt eine eigene Definition:

Definition 2.1 FEs seien X und Y zwei mindestens intervallskalierte Va-
riablen mit den arithmetischen Mitteln T und §. Dann heifit

1 _ i 1 o
8oy = Kouv(z,y) = S E (i —Z)(yij — ) = - E nizy; — ¢y (2.11)
ij ij

die (Stichproben-) Kovarianz fiir X und Y.

Der Ausdruck ”Kovarianz” soll andeuten, dass es sich bei Kov(y,z) bzw.
Kov(z,y) um ein Ma$ fiir die Kovariation der Merkmale, d.h. fir das Aus-
maf, in dem die Variablen in jeweils gleicher Richtung von den entspre-
chenden Mittelwerten Z und y abweichen.

3. Der Nenner Y, n;z? — nz? in (2.7) entspricht dem Schétzer

3 —

1
22 2 _ -2
So= % nT; — NI (2.12)

fir die Varianz der xz-Werte; mithin kann

Kov(z,y)

Q= (2.13)

2
S.Z’
geschrieben werden.

4. Interpretation von a: Die Variablen x und y haben nicht notwendig die
gleichen Mafleinheiten. Man kann etwa die Regression des Korpergewichts
(y) auf die Korperldnge (z) betrachten; z und y haben dann verschiede-
ne Mafleinheiten. Bezeichnet man mit [z] und [y] die Mafleinheiten von z
und y, so findet man, dass Kov(z,y) durch [z][y] charakterisiert ist und
demnach & durch [z][y]([z]? = [y]/[x]. Dies erschwert die Interpretation des
numerischen Wertes von a; es ergibt sich die Frage, was ein ”grofler” und
was ein “kleiner” Wert von a ist. Eine Moglichkeit zur Umgehung dieser

Frage besteht darin, zu standardisierten Variablen z, = (z — Z)/s, und



zy = (y — ) /sy iiberzugehen. Der Regressionskoeffizient fiir standardisierte
Variablen hat die Form
K
o> ryy — V@Y (2.14)
545y
und ist unabhéngig von den speziellen Mafeinheiten. 7., heifit Produkt-
Moment-Korrelationskoeffizient und wird in Abschnitt 5 ausfiihrlich bespro-

chen.

Beispiel 2.1 Eine Gruppe von Gedéchtnispsychologen hat einen Test fiir die

Tabelle 1: Scores fiir Merkfiahigkeit

Alter
T; 35 45 55 65
n; 5 5 4 6

120 85 120 55
90 95 65 70

Yi 110 90 80 110
75 73 70 45

115 120 50

52

Yi 102 | 92.6 | 83.75 | 63.67
¥; || 104.08 | 91.45 | 78.82 | 66.18

Abbildung 1: Merkfihigkeit und Alter

Merkfihigkeit

y=-12634x+148.301

40

35 40 45 50 55 60 65
Alter (%)

Merkfihigkeit entwickelt, bei dem die Testwerte (Scores) als Mefiwerte auf ei-
ner Intervallskala aufgefafit werden konnen. Die Psychologen wollen nun die
Merkfahigkeit in Abhéngigkeit vom Alter untersuchen. Dazu bilden sie vier Stich-
proben von zufillig ausgewéhlten 35-, 45-, 55- und 65-jiéhrigen Personen. Die
Werte in der Tabelle (2.1) enthalten die Scores der Vpn.
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Abbildung 2: Merkfihigkeit und Alter

(=]

110 1 1
() . (b) .
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p ™ 5}
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5 £
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8 y=1238x+147.425 . y=979x+1415
e
60 +— " " " " " " 60 v v v v s
35 40 45 50 55 60 65 60 70 80 90 100 110
Alter (x) Mittelwerte

Esistn=n1+--4+n4=5+54+44+6=20,2=(5x35+5x45+4 X
5546 x 65)/20 = 50.50, § = (120 +90 + - - - +52) /20 = 84.50. Weiter findet man
> niriy; = 8194.13 und ), nle = 53700. Dann ergeben sich die Schitzungen
a = —1.2634, b = 148.301. Dann lassen sich die vorhergesagten Werte ¢; geméf
(2.2) bestimmen und mit den g; vergleichen: s. Tabelle 2.1. Man kann auch die
Ui gegen die y, auftragen und fiir diese Werte eine Regressionsgerade bestimmen.
Die ¢;-Werte sollen so gut wie moglich den ¥,-Werten entsprechen; demnach sollte
a~1lundb=~0 gelten; man findet a = .975,13 = .176. Man sieht, dass der lineare
Ansatz den Daten gut entspricht.

Offenbar ist die Linearitét eine sinnvolle Annahme fiir die ausgewéhlten z;-
Werte. Gleichwohl ist das Ergebnis mit Vorsicht zu interpretieren. Denn zun&chst
mufl bedacht werden, dass es sich hier um eine Querschnittsuntersuchung han-
delt, so dass iiber individuelle Verldufe der Merkfihigkeit mit zunehmendem Alter
nichts oder nur wenig ausgesagt wird. Fiir die betrachteten Altersgruppen kénnen
Vorhersagen iiber die Merkfihigkeit einer bestimmten Person nur geméf des fol-
genden Ansatzes gemacht werden: hat man eine Person in einer der Altersgruppen
und hat man keine Vorinformation iiber sie, dann ist der beste Vorhersagewert
fiir die Merkfiahigkeit der Person der g;-Wert ihrer Altersgruppe. Liegen etwa
Informationen {iber berufliche Tétigkeit etc. der Person vor, so kénnen sie zur
Verbesserung der Vorhersage dienen und der hier berechnete Wert ¢; kann sub-
optimal sein.

Man kann sicher nicht generell eine lineare Beziehung zwischen dem Alter
und der Merkfihigkeit postulieren. So kénnte die Merkfdhigkeit z.B. im Alter
zwischen 20 und 35 Jahren konstant bleiben und zwischen 35 und 65 Jahren
geringer werden, wobei die Beziehung zwischen Alter und Merkfihigkeit in erster
Naherung linear sein mag, und fiir Personen, die dlter als 65 Jahre alt sind, kénnte
die Merkfihigkeit beschleunigt abnehmen. (I



2.2 Modell 2

Wihrend es im Modell 1 fiir festgelegte x;-Werte jeweils n; > 1 Meflwerte y;;
gibt, wird beim Modell 2 fiir jede UE ein Paar (x;,y;) von MeBwerten bestimmt.
Sicherlich werden hierbei die x;-Werte im allgemeinen nicht mehr gleichabstéandig
sein, sie werden vielmehr in dem Mafle zufillig variieren, in dem die UEen zufillig
gew#hlt werden. Statt (2.1) wird jetzt jedenfalls

yi=ax;+b+e, i=1,...,n (2.15)

angesetzt. Die Methode der Kleinsten Quadrate liefert die Schéitzungen

. > TiYi — nTY

= = 2.16
¢ > Z:UZQ —nT? ( )
b = y—azx (2.17)

Die Gleichungen folgen aus denen fiir das Modell I, indem einfach n; = 1 gesetzt
wird und die Summation von ¢ = 1 bis n lduft. Teilt man in (2.16) auf der rechten
Seite Zéhler und Nenner durch n — 1, so erhélt man fiir a

Kov(z,y)

= (2.18)

2
SI
mit

n—1

Kov(z,y) = —— 3 (@i — )(pi — 7) = %ny @ (219)
=1 =1

Dieser Ausdruck entspricht dem in (2.11) angegebenen Ausdruck fiir die Kovari-
anz fiir den Spezialfall n; = 1 fiir alle 7; und

2= _1 > (- ) = ! Y oat-a (2.20)

Im Modell 1 sind die z;-Werte vorgegeben und die Y-Werte sollen vorausgesagt
werden. In Modell 2 werden Paare (z;,y;) von Mewerten betrachtet, und eben-
so, wie man die y;-Werte nun aufgrund der x;-Werte voraussagen kann, kénnen
auch die z;-Werte aufgrund der y;-Werte vorausgesagt werden. Um diese beiden
Fille zu unterscheiden, ist es sinnvoll, die Regressionsparameter entsprechend zu
indizieren. Man schreibt R

und analog R
i‘i = d:ﬁyyi + b:(:y (222)

Statt (2.16) und (2.17) hat man dann

R Kov(zx,

Gy = 8(2‘1/) (2.23)
x

bye = Y— QyaT (2.24)
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Fiir (2.22) erhdlt man

K
oy = M (2.25)
Sy
by = T —liay¥ (2.26)

Die Parameter a,, und a,, geben die Steigungen der Regressionsgeraden an. Der
Wert dieser Parameter wird einerseits durch Kov(x,y) bestimmt, andererseits
durch s2 bzw. si. Gilt also s2 # SZ’ so wird auch ay, # agy gelten. Aus den
Gleichungen (2.23) und (2.25) folgt sofort die Beziehung

(yeSs = GaysS,. (2.27)
Die Steigmafe ay, und a,, sind Mafe fiir die Verdnderung von ¢ in Abhéngigkeit
von X bzw. von £ in Abhéngigkeit von Y'; § etwa veréndert sich um a,, Einheiten,
wenn sich X um eine Einheit veréndert. Ist insbesondere a,, = 0, so findet
keine Verdnderung der Y-Werte mit den X-Werten statt, X und Y sind dann
unabhéngig voneinander. Dann ist Kov(z,y) = 0, und natiirlich ist dann auch
azy = 0.

Die Abhéngigkeit zwischen X und Y impliziert also, dass ay, # 0,azy #
0. Wie schon im Zusammenhang mit dem Modell I angemerkt, sind aber die
Werte dieser Regressionskoeffizienten schwer zu interpretieren, da sie von den
Mafleinheiten von X einerseits und Y andererseits abhidngen. So folgt aus der
Definition (2.11) von Kov(z,y), dass diese GroBe die Dimensionen [X][Y] hat,
wobei [X] und [Y] fiir die Einheiten von X und Y stehen. s2 hat sicherlich die
Dimension [X]2. Also mu8 a,, in Termen von [X][Y]/[X]? = [Y]/[X] interpretiert
werden. Umgekehrt wird ag, in Termen von [X][Y]/[Y]? = [X]/[Y] interpretiert.
Die Komplexitéten einer solchen Interpretation lassen sich vermeiden, wenn man
zum Begriff des Korrelationskoeffizienten iibergeht, vergl. Abschnitt 5

3 Vorsichtsmafinahmen: Pseudoregression

Korrelation durch Extremgruppen bei gleichzeitiger Nullkorrelation

4 Die Varianzzerlegung

Bisher ist angenommen worden, dass der lineare Ansatz y = ax+ b+ e korrekt ist.
Die Frage ist aber, ob diese Annahme zu rechtfertigen ist. Es zeigt sich, dass die
Varianz 312/ der Y-Werte stets in additive Komponenten zerlegt werden kann, die
zur Varianz der y;-Werte, der der g;-Werte und schliellich der Varianz der Fehler
ei; korrespondieren, und das Verhéltnis der Gréfle dieser Komponenten zueinan-
der erlaubt dann eine Bewertung der Angemessenheit des linearen Modells. Es
wird zunéchst die Zerlegung der Varianz der y-Werte vorgestellt; sie erweist sich
auch in anderen Zusammenhéngen als niitzlich.
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4.1 Die allgemeine Zerlegung der Quadratsummen

Es gebe k& Gruppen von jeweils n; y-Werten, ¢ = 1,--- , k, vergl. Tabelle 2: Es

Tabelle 2: Gruppen von y-werten

(G [ G |- [ G |
Y1 | Y12 | | Yik
Y21 Y22 | | Y2k
Yl | Ynp2 | | YUnyk
Y | Y2 || Uk
S%y Sgy Siy

sei noch darauf hingewiesen, dass an dieser Stelle noch nicht angenommen wird,
dass die y;;-Werte in Zusammenhang mit einerr Regressionsanalyse betrachtet
werden, die folgenden Betrachtungen gelten also ganz allgemein.

Die Gesamtvarianz der y-Werte kann nun in eine Varianz ”innerhalb” und
eine Varianz ”zwischen” zerlegt werden. Die Varianz ”innerhalb” entspricht einer
Mittelung der in Tabelle 2 aufgefiihrten Varianzen s ,7=1,---,k der y-Werte
in den einzelnen Gruppen. Die Varianz ”zwischen” entsprlcht der Varianz der
Mittelwerte y;. Die Gesamtvarianz der y;; ist dann durch

k k. nj

1 QS |

I S = =YY )
=1 i= 1 j=1i=1

gegeben. Die Zerlegung der Varianz sg entspricht eine Zerlegung der QQSyes, es
gilt insbesondere der Satz

Satz 4.1 (Varianzzerlegung) Es sei
k  ny; k ng
QSges = ZZ(yij _y)Q’ QSmn = Z Z(yij _yj>27 Qszw = an(yj
Jj=li=1 j=11i=1 j
(4.2)

Dann ist QSges gemdfs
QSges = QSmn + QSzw (4.3)

zerlegbar.
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Beweis: Es ist

k ny n; n;
QSges =D (i =9 = D> Wi —7;+9;—5)
j=li=1 j=1i=1
ko k
= 33w -T2+ > n(m -9
j=1 i=1 i=1
+2 Z Z ) (i — 7;) (4.4)
7j=11:i=1
Sicherlich ist
k nj k n;
Z ] Z Z (yij —9;) =0, (4.5)
=t 221 =1 i=1
da stets >, (yij — ) = 0; also folgt (4.3). 0

Es sei darauf hingewiesen, dass (4.5) gerade der Kovarianz zwischen den (7; —
y) und den (y;; — ¥;) entspricht:

Die Kovarianz zwischen den Mittelwerten y; einerseits und den Mefs-
werten y;; innerhalb der Gruppen andererseits ist stets gleich Null!

4.2 Quadratsummenzerlegung bei linearer Regression

Bei den folgenden Betrachtungen wird das Modell 1 angenommen. Die Resultate
konnen aber auf das Modell 2 iibertragen werden, wenn n; = 1 fiir alle j ge-
setzt wird; im Abschnitt iiber den Korrelationskoeffizienten wird hierauf explizit
eingegangen.

Macht man den Ansatz y;; = ax; + b+ ¢;;, so kann man fiir die Parameter
a und b Kleinste-Quadrate-Schiitzungen (KQ-Schiitzungen) @ und b bestimmen,
— es mufl dann aber noch untersucht werden, ob der Ansatz, d.h. das lineare
Modell, auch tatséchlich angemessen ist. Allgemein gilt fiir die k& Gruppen, die
durch die Werte x; der unabhéingigen Variablen definiert werden, der Satz 4.1.
Dariiber hinaus kann der folgende Satz bewiesen werden:

Satz 4.2 Fiir den X-Wert x; mégen die die MefSwerte y;;,j = 1,--- ,n; vorlie-
gen, es sein=nj1 + --- + ng, und es gelte

yij = CLI]' +b+€ij

Dann folgt
y =1, (4.6)
d.h. der Mittelwert der §; ist gleich dem Gesamtmittelwert y. Weiter gilt
k k
QSabwiinreg = Y mi(T; = 9;)°  QStinkeg = Y _ (0 —9)° (4.7)
j=1 j=1
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die Quadratsummen, die die Abweichungen der Mittelwerte y; (d.h. der Mittel-
werte von Y fiir x;) von den durch die lineare Regression vorhergesagten Werten
U; bzw. der Abweichungen der ;- Werte von ihrem Gesamtmittelwert reprisen-
tieren. Es gilt

Qszw = QSAbw.lin.Reg + QSlin.Reg (48)

Schlieflich sei s2 = 2.9 — 7)%/n und s2 = > 2i(vij — 9;)? = DD e?j/n.
Dann gilt

si =52+ 82 (4.9)

Beweis: Im Folgenden wird zur Abkiirzung > ;i statt Z?:l ZZZ 1 geschrieben.

Zu (4.6): Es ist Yij = Uj + €ij. Also ist Zj,i Yij = Zj n;y; + Zj,i €4j- Aber nach
(2.10) ist 3, ; €;; = 0, und nach Division durch n folgt (4.6).

Zu (4.8): Es ist sicherlich
QSew =Y (T, —9)° =Y _n;(@; — 9+ — 1),
J J

denn in der Summe auf der rechten Seite wird ja ¢; ja nur subtrahiert, um gleich
wieder addiert zu werden. Ausquadriert ergibt sich

n n n
QSew=> (W —0)°+ > 0 — 7 +2>_ @ — )@ —7)
J=1 Jj=1 Jj=1
Die dritte Summe auf der rechten Seite entspricht wieder der Kovarianz zwischen
den (y; — ;) und den (g; — ).
Nun ist einerseits y;; — g; = e;; und folglich y; — §; = e; = €;, andererseits
ist §; —y = a(x; — ). Dementsprechend ist

n n
Y@ —9)@ -1 = @) el -
j=1 j=1
n n
= a Zéjxj - Zé]
J=1 J=1

Aber aus (2.9) und (2.10) ist bekannt, dass >_,,€;;z; = 0 und _;; e;; = 0. Es
ist aber

D eTi = a0y e =) ane;,

3t J @ J
denn )~ e;; = nje;. Dann ist aber 0, €;2; = 0 und > %, €; = 0, so dass das

Kreuzprodukt in der ersten Gleichung verschwindet, damit ist die Behauptung
(4.8) nachgewiesen.
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Es bleibt, (4.9) zu zeigen. Aus y;; = 95 + e;5 folgt yi; — ¥ = y; — ¥ + eyj, so
dass

ngeszzyz] Zn] _y +Zezg+2z _yelj
Jit Jit

VK

Hier ist 3, ;(9; — ¥)e;; die Kovarianz zwischen den (§; — 9) und den e;;. Es ist

S —Dei =Y e —T ey
g g

j?i

Aber > . gjeij = a)_;;xje;; = 0, nach (2.9), und },; e;; = 0 nach (2.9), und
damit ist die Aussage bewiesen. L.

Anmerkungen: (4.3) und (4.8) entsprechend 148t sich also die Quadratsumme
@ Sg4es und damit die Gesamtvarianz 522/ geméf

QSges = QSznn =+ QSAbw.lin.Reg + QSlin.Reg (410)

in additive Komponenten zerlegen. Es ist

k n;
Qs'mn — Z (Z(ym - yj)2>

j=1 \i=1

Die Summe ) (yij — yj)Q entspricht der Quadratsumme, die man berechnen
wiirde, wollte man die Varianz in der j-ten Gruppe berechnen. Die weitere Sum-
mation iiber j, d.h. iiber die Gruppen, entspricht einer Mittelung dieser Vari-
anzschétzungen. Es ist demnach plausibel, dass Q).S;,, eine Schatzung fiir SZ
darstellt, falls sich die Mittelwerte y; nur zufdillig unterscheiden. Dies wird u.a.
dann der Fall sein, wenn es keinen An- bzw. Abstieg der y;;-Werte mit steigen-
den oder fallenden x;-Werten gibt, wenn also der Regressionsparameter a gleich
Null ist, d.h. wenn & nur zufillig von Null verschieden ist. In diesem Fall ist
Jj = ax; +b = b und die Abweichungen (; — 9;) und (g; —y), die die Werte von
QS Abw.lin.Reg. Und QSin. Reg. definieren, sollten nicht systematisch von Null ab-
weichen. Demnach tragen dann die Quadratsummen QS Apw.tin. Reg. UNd QSiin. Reg.
nur durch zuféllige Werte zum Gesamtwert S;es bei. Dieser Fall kann auch dann
eintreten, wenn die Beziehung zwischen Y und X nichtlinear ist. Q)S;,, kann dann
trotz systematisch variierender ;-Werte eine gute Schétzung fiir QSges sein; im
Kapitel iiber nichtlineare Regression wird hierauf néher eingegangen.

Die Zerlegung (4.8) reflektiert insbesondere den Einfluf der linearen Regres-
sion, ohne dass eine Abschétzung der Varianz s? auftritt. Die Variabilitéit der e;;
ist in den Komponenten QSinn, QSAbw.lin.Reg. UNd QSpin.Reg. enthalten. (4.9) ist
eine Zerlegung von 5?3 in die Komponente s2 und in eine Komponente s2(9), die
die Unterschiede zwischen den §; reflektiert. Ist a = 0, so wird s?(¢) ~ 0 gelten
und mithin QSges ~ s2. Die Bezichung (4.9) ist insbesondere beim Modell 2 von

Interesse.
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Abschlieflend sei darauf hingewiesen, dass die Additivitit der Zerlegungen von
Q) Sges einschlieBlich der von QSj,, eine Implikation der Methode der Kleinsten
Quadrate ist; dieser Sachverhalt wird beim Beweis des Satzes deutlich werden,
weil dann auf die Gleichungen (2.9) und (2.10) zuriickgegriffen wird. Die Additi-
vitdt bedeutet, dass die Kovarianzen der Abweichungen, die die Quadratsummen
QSinn,s QS Abw.lin.Reg. WA QSjin. Reg. definieren, sdmtlich gleich Null sind. Da die-
se Quadratsummen Varianzkomponenten reprisentieren, heifft dies, dass sich 312/
aus voneinander unabhdngig variierenden Komponenten zusammensetzt.

Insbesondere impliziert (4.9), dass die Kovarianz Kov(Y’, e) gleich Null ist, d.h.
die Fehler e;; variieren unabhéngig von den g;. Fiir Anwendungen der Theorie
der linearen Regression, etwa im Rahmen der Klassischen Theorie psychometri-
scher Tests, ist dies von Interesse: die Unabhéngigkeit der Mefifehler von den
geschitzten ”wahren” Werten ist keine psychologische Annahme, sondern eine
Implikation der Methode.

4.3 Signifikanztests und Konfidenzintervalle

Will man die Nullhypothese, dass es keinen linearen Zusammenhang zwischen
der Pradiktorvariablen X und der Kriteriumsvariablen, d.h. der abhéngigen Va-
riablen gibt, so kann man auf die Varianzzerlegung (4.10), d.h. auf

QSges = QSznn + QSAbw.lin.Reg + QSl'm.Reg

zuriickgreifen. Wie in der Varianzanalyse gezeigt wurde, kann man unter der
Nullhypothese die Quadratsummen als Schiitzungen fiir die Fehlervarianz o2 auf-
fassen, wenn man voraussetzen kann, dass die Fehler normalverteilt, d.h. N (0, o2),
sind. Bekanntlich gilt

QSges 2 QSmn 2 QSzw o
52 Xn—1> o2 Xn—k> oz Xk—1-

Wegen
QSzw = QSAbw.lin.Reg + QSlin.Reg

ergibt sich die Méglichkeit, auch die Quadratsummen QS apw 1in. Reg UNd QSiin. Reg
auf ihre Vertraglichkeit beziiglich der Nullhypothese zu iiberpriifen. Mit aus der
Varianzanalyse bekannten Techniken zeigt man, dass insbesondere

S
Eg;%gfﬁﬁrzzxi (4.11)

gilt; daraus folgt sofort, dass

S .
W —2, (4.12)

gelten mufl. Damit ergibt sich der Test der Hypothese Hy : @ = 0 als F-Test

QSAbwAlin.Reg/(k72)
15
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5 Der Produkt-Moment-Korrelationskoeffizient

5.1 Herleitung

Zu mafeinheitsfreien Skalen gelangt man durch Standardisierung der Variablen
X und Y, d.h.

ri— vi — 7
ala) = "0 ) =
T Yy

Die lineare Beziehung zwischen den z;(x) und den z;(y) ist durch den in (2.14) be-
reits eingefithrten Korrelationskoeffizienten, genauer gesagt: durch den Pearson-
Bravaisschen Produkt-Moment-Korrelationskoeffizienten gegeben. Der Ausdruck
wird zunéchst hergeleitet. Nach Definition des Korrelationskoeffizienten in (2.14)
gilt

= > ’J7 5.1
Txy 52y s ( )

withrend fiir den Regressionskoeffizienten

Kov(z,y)
s3

a= (5.2)
gilt. Offenbar resultiert der Ausdruck fiir 7,,, wenn man Zéhler und Nenner des
Ausdrucks fiir @ mit dem Quotienten s, /s, multipliziert:

S _ Kov(z,y) sz _ Kov(z,y) (5.3)
Sy s2 sy SuSy '

Tzy = Q

Von der Beziehung r,, = &xysx/sy bzw. Gzy = TuySy /8, wird ofter Gebrauch
gemacht.

Andererseits kann man von der Regression zwischen standardisierten Varia-
blen ausgehen. Allgemein gilt fiir standardisierte Variable

1 .5 %
P > i Zwizyi — ZaZy

2
S2e

a =

Aber fiir standardisierte Variable gilt z, = z, = 0 und szz =1, so dass sich

n n

. 1 1 (i —Z) (yi — )

ergibt.

Der Korrelationskoeffizient ist symmetrisch:
Tyz = Toy =T (5.4)

gilt im Unterschied zu den Regressionsparametern a,, und a,,, fir die im all-
gemeinen ay, 7# agy gilt. Fiir standardisierte Variable ist also die Richtung der
Regression irrelevant.
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Anmerkung: Ein etwas ausfiihrlicherer Name fiir r ist Pearson-Bravaisscher
Produkt-Moment-Korrelationskoeffizient, nach den Statistikern Pearson und
Bravais; 7 heifit Produkt-Moment-Korrelationskoeffizient, weil Kov(z, y) ein
arithmetisches Mittel (erstes zentrales Moment) der Produkte (z; —Z)(y; — )
ist. » bzw. 7 hat offenbar die Dimensionen [X][Y]/[X][Y], d.h. » und damit
7 ist frei von Dimensionen.

Der Korrelationskoeffizient hat die folgenden Eigenschaften:

Satz 5.1 FEs gilt

-1< r <1, (5.5)

ro= oyl (5.6)

Beweis: Man sieht leicht, dass fiir z; = £y; fiir alle ¢ die Gleichung r,, = +1
resultiert; man mufl aber noch zeigen, dass fiir x; # y; zumindest fiir eini-
ge i nicht ryy; > 1 bzs. 75y < —1 resultieren kann. Deswegen macht man
zum Beweis von (5.5) Gebrauch von der Schwarzschen Ungleichung (auch
Cauchy’sche oder Cauchy-Bunjakowskische Ungleichung genannt), derzufol-

ge fiir irgendwelche reellen Zahlen a;, b;, i=1,---,n
n 2 n n
Zaibi < Z|ai|22|bi|2 (57)
i=1 i=1 i=1

gilt; das Gleichheitszeichen gilt genau dann, wenn b; = aa; fiir alle i, a # 0.
Die Herleitung von (5.7) wird im letzten Abschnitt dieses Kapitels gegeben.

Es ist r = Kov(z,y)/szsy und Kov(z,y) = Y i, (z; — Z)(y; — §)/n; nach
(5.7) ist mit a; = x; — T, by =y; — ¥
2

1 & 1 &
SﬁZlmi_ﬂQEZWi_mQ:sisz
i=1

i=1

3=

> (e = 7)o~ )

und das Gleichheitszeichen gilt fiir y; — 7§ = a(z; — @) fir alle 4, |a| # 0.

Mithin folgt
S D - D/,
s2s2 -

womit (5.5) bewiesen ist. Fiir > 1 | (z; — )(y; — y) < 0 folgt r < 0.

Die Gleichung (5.6) folgt sofort aus der Tatsache, dass einerseits r = Gy 54/,
und andererseits r = gy Sy /S,; multipliziert man die linken und die rechten
Seiten, so erhilt man r? = Oyzlzy. Zieht man die Wurzel, so erhélt man die
Gleichung (5.6).

O

Die Bedingung y; — y = a(z; — ) fiir alle ¢ mit |a| # 0 bedeutet, dass e; = 0 fiir
alle 4, dass der Zusammenhang zwischen X und Y fehlerfrei ist. Der numerische
Wert von a ist dagegen fiir den Wert von r nicht von Bedeutung, es sei denn,
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es gilt a = 0; in diesem Fall ist Kov(z,y) = 0 und es folgt » = 0. Fiir a # 0
wird der Wert von r also durch die e; bestimmt; dieser Sachverhalt legt nahe,
iiber den Korrelationskoeffizienten ein Maf fiir die Giite der Vorhersage der Y-
Werte anhand der X-Werte herzuleiten, wobei sich der Begriff der ” Giite” auf
das Ausmaf, in dem Fehler in die Vorhersage eingehen, bezieht. Der Effekt der
Fehler 148t sich nun wie folgt fassen. Es ist ja

§i = dyp; + .

Gy, definiert gewissermafien die Kopplung zwischen den X- und Y-Werten. In
dem Mafle, in dem X wvariiert, wird auch ¢ variieren, insbesondere gilt

S5 =y 5o (5.8)

Der folgende Begriff liefert ein Maf fiir die Giite der Vorhersage der Y- aufgrund
der X-Werte:

Definition 5.1 Fir die Variablen X und Y werde die lineare Beziehung ; =
GyzT; + byy + €; angenommen. Dann heifit der Quotient

D .= (5.9)

@%lo ‘ @?’w

Determinationskoeffizient.
Es gilt

Satz 5.2 Fiir die Variablen X und Y werde die Beziehung Y = ay, X + by, + e
angenommen. Die Vorhersagen der Y -Werte aufgrund der X -Werte seien durch
Ui = &ymxi+l;yx gegeben, wobei die Parameter ay, und Byw die Kleinste-Quadrate-
Schétzungen fir ay, und by, seien. Weiter sei s> = > .e?/n. Dann gelten die
Aussagen

7 o= 0 (5.10)
QSges = QSAbw.lin.Reg + QSlin.Rega (511)
53 _ 53 + 52, (5.12)
Sy _ o

D = ayxg =7 (5.13)

52
D = 1-=%=4#, (5.14)

Sy
0< D <1 (5.15)

Beweis: Die Aussagen (5.10) und (5.12) entsprechen den Aussagen (??) und
(4.9) des Satzes 4.1 und sind hier nur der Vollstéandigkeit halber noch einmal
aufgefithrt worden. Da die Bedingung n; > 1 beim Beweis dieser Ausagen des
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Satzes 4.1 keine notwendige Voraussetzung war, geniigt es, darauf hinzuweisen,
dass fiir den Fall n; = 1 fiir alle ¢ die Ausssagen (5.10) und (5.12) ebenfalls
resultieren.

Die Aussage (5.11) folgt aus (4.10) fiir den Fall n; = 1 fiir alle i. Denn Q.S;y,, =
Eij(yij - 51)2, und im Falle n; = 1 fiir alle ¢ ist y;; = y; und y; = y;, so dass
QSinn =0.

Da einerseits 72 = dzxs?v / 3?3 und andererseits 3127 = dgxsg, folgt f2812/ = 812; und
somit (5.13).

Teilt man (5.12) durch s, so erhilt man sofort 1 = sg/sg + s2/s2, und wegen
(5.9) folgt (5.14).
(5.15) ist eine unmittelbare Konsequenz von (5.12): als Quotient von Qua-

draten kann D nicht kleiner als Null werden, und der Wert D = 1 kann nur fiir
52 = 0 angenommen werden. ]

Anmerkungen:

1. Aus (4.10) und der Definition von 52 und s? folgt, wenn n; = 1 fiir alle i
gilt, dass
5723 = QSlin.Reg./k;a Sz = QSAbw.lin.Reg./k (516)
Im Modell 2 sind also die Aussagen (5.11) und (5.12) dquivalent.

2. D ist der Anteil der ”vorhergesagten” Varianz der Y-Werte an der Gesamt-
varianz der Y-Werte. Denn wegen ¢; = ax; + b ist ja s% = a?s2, d.h. die
Varianz 5?2; geht allein auf die Unterschiede zwischen den z;, die ja durch
s2 repriisentiert werden, zuriick. Nach (5.12) ist sg um den Betrag von s2
grofler als sg; 52 "erklirt” also die nicht auf die Unterschiede zwischen den

;- Werten zuriickfithrbare Variation der Y-Werte.

3. Nach (5.14) gilt #* = 1 — s2/s. Diese Beziehung verdeutlicht noch einmal
die Beziehung zwischen s2 und # (bzw. r; der Unterschied zwischen r und #
ist bei diesen Betrachtungen nicht wesentlich). Fiir s? = 32 folgt 72 =7 =0
und damit a = 0; fiir s = 0 folgt #? = 1 und damit |#| = 1.

Man kann (5.14) nach s, auflésen:s? = s2(1 — %), so dass

Se = sy 1 —72. (5.17)

Der hier gegebene Ausdruck fiir die Streuung der Fehler hat einen speziellen
Namen, der dementsprechend besonders eingefithrt werden soll:

Definition 5.2 Die in (5.17) angegebene Streuung se der ”Fehler” heif$t Stan-
dardfehler der Schitzung oder Standardschétzfehler.

Natiirlich kann man s? und damit s, auch direkt aus (5.12) bestimmen. Der Reiz
von (5.17) liegt darin, dass (i) s zum (Stichproben-) Regressionskoeffizienten a
in Beziehung gesetzt und (ii) die Kenntnis von 822} nicht vorausgesetzt wird.
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Beispiel 5.1 Zur Illustration sollen noch einmal die Daten aus Beispiel (2.1),
Seite 7, herangezogen werden. Der Determinationskoeffizient fiir die Beziehung
zwischen Alter und Merkfiahigkeit ergibt ist

D = s} /sy = dy,s5 /s, = (1.2634) x 134.75/595.15 = .361.

Dies ist der Anteil der Varianz der vorhergesagten Y -Werte an der Varianz der
Y - Werte. Hieraus folgt sofort sg =D 52 = .361x595.15 = 215.085, und s = 33—
812) = 595.15 —215.085 = 380.065; die Wurzel daraus ist der Standardschétzfehler,

Se = 19.495.

Inhaltlich wird der Wert von D oft durch die Aussage interpretiert, dass
ein Anteil von .361 (oder ~ 36 Prozent) der Unterschiede in der Merkféhigkeit
auf Unterschiede im Alter zuriickzufiihren seien, also 64 Prozent der Variation
der Merkfihigkeit auf andere Faktoren zuriickgehen. Es wird dann weitergefol-
gert, dass das Nachlassen der Merkfiahigkeit zu ca. 36 % auf Alterungsprozesse
zuriickfithrbar sei. Dieser Schluf} ist sehr salopp und stellt eine unzuldssige Ver-
einfachung dar, denn die Varianz ist ein spezielles Maf fiir Unterschiedlichkeit
und der Anteil D bezieht sich eben auf dieses spezielle Mafl. Zu welchem An-
teil das Altern ein Nachlassen der Merkfiahigkeit nach sich zieht, kann nur durch
zusétzliche Betrachtungen bzw. Datenerhebungen bestimmt werden. ]

Zusammenfassend 148t sich sagen:

1. Wahrend a,, die durchschnittliche Verédnderung von Y mit X représentiert
(entsprechendes gilt fiir a,,), reflektiert der Regressionsparameter r der
standardisierten Variablen das Ausmaf des statistischen Zusammenhanges
zwischen X und Y.

2. Man kann nicht auf die Unabhéngigkeit schliefen, wenn man r =~ 0 findet.
Denn die Variablen koénnen in nachgerade deterministischer Abhéngigkeit
zueinander stehen und dennoch eine Korrelation von Null aufweisen:

Beispiel 5.2 (Feller, 1968, p. 236) Die Variable X nehme die Werte -2, -1,
1, 2 an, und es sei Y = X?; dann ist Y durch X eindeutig bestimmt. Die
moglichen Mefiwertpaare (-2, 4), (-1, 1), (1, 1) und (2, 4) seien gleichh&ufig
aufgetreten. Dann ist z = 0, § = 2.5, Kov(z,y) = (O 1 ziyi — 2y)/n, d.h.
Kov(z,y) = —-8—1+1+44—-0-2.5 =0, also ist auch r = 0. Man sieht, dass
der genaue Wert von n keine Rolle spielt, so lange nur die Paare alle gleich
héufig auftreten. O

Das Beispiel mag ein wenig gekiinstelt erscheinen, aber es weist auf die Moglich-
keit hin, dass sogar bei einer deterministischen funktionalen Abhéngigkeit Werte
von r ~ 0 auftreten konnen. Dieser Fall kann u.a. dann eintreten, wenn die Be-
ziehung zwischen X und Y nichtlinear ist.

Nach (5.6) ist der Korrelationskoeffizient r gerade gleich dem geometrischen
Mittel der Regressionskoeffizienten a,, und a,,; die Bildung des geometrischen
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Mittels ist tatsdchlich immer moglich, da fir a,, < 0 auch az, < 0 und fiir
Gyz > 0 auch ag, > 0, so dass das Produkt der beiden Regressionskoeffizienten
stets positiv ist. Ist einer der Regressionskoeffizienten gleich Null, so ist auch
r = 0. Aus (5.6) ergibt sich eine Beziehung zwischen den Regressionskoeffizienten
Gyz und dgy, denn es folgt

ye = 1% lgy, gy =17/ ye. (5.18)

Die Regressionskoeffizienten sind also reziprok zueinander mit dem Proportiona-
litéitsfaktor 2. Nur fiir r = 1 folgt die direkte Rez1proz1tat Uys =1 / Gy, Wie man
sie fiir die fehlerfreien Beziehungen y; = Gy,; + byg;, i = QgyYi + bxy kennt.

5.2 Korrelation und zweidimensionale Normalverteilung

Die zufélligen Verénderlichen X und Y seien gemeinsam normalverteilt, d.h. die
gemeinsame Dichte sei durch

1

f(x,y)ZQMIUy — exp [—(z,y)] (5.19)
mit
T — $2 - 2 T — Uy -
e R e s ICED

Hierin sind p, = E(X) und p, = E(Y) die Erwartungswerte von X bzw. Y, o2
und 05 sind die entsprechenden Varianzen und p ist die Korrelation zwischen X
und Y. Fiir

olx,y) = C, (5.21)

C' eine Konstante, definiert ¢(x,y) eine Ellipse, d.h. die Punkte (x,y), die der
Bedingung (5.21) geniigen, liegen auf einer Ellipse. In Bezug auf das Regressions-
problem ist die Bedingte Verteilung von Y, gegeben ein x-Wert, von Bedeutung.
Allgemein sind bedingte Dichten durch

f(z,y)
x) = 5.22
gegeben, wobei
o
= / fz,y)dy
—0o0
Fiir die Normalverteilung ergibt sich
1 1 po, 2
x) = exp |—=———= |y — 1y — — (. —
fy (y|z) o /2n (L ) p[ 202(1 — p?) <y Hy o2 ( )
(5.23)
Der zugehorige bedingte Erwartungswert von Y ist
po
E(Y|z) = py + = L — ), Oyl = 0o/ 1= p2. (5.24)

T
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Abbildung 3: Zweidimensionale Normaldichten; (a) » = 0, (b) r = .75, (¢) r =
—.75

(a)

Aus g; = l;y;c + AyaTi, § = Byx + @y, 7 und wegen (5.10), also § = ¥, folgt
gi —y= dy:v(xi - j)’

d.h.
Qi =y+ &yz(xi — .CZ') (5.25)

Diese Beziehung korrespondiert zu (5.24); die Regressionsgerade entspricht der
Geraden, die die bedingten Erwartungswerte fiir Y unter der Bedingung eines
x-Wertes angibt.

5.3 Signifikanztests

In Abschnitt 4.3 wurde ein F-Test zur Uberpriifung der Nullhypothese a = 0
hergeleitet, wobei die Quadratsumme Q.S;,, als Schitzung des Fehlers beniitzt
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wurde. Da es aber im Modell 2 nur einen Wert fiir jede Gruppe (d.h. nur einen
y;-Wert fiir einen x;-Wert) gibt, ist @Sin, = 0, kann also nicht fiir einen F-Test
verwendet werden. Andererseits konnte die Quadratsumme Q)S,,, in einen Anteil
QS Abw.lin.Reg. Und in einen Anteil Q Sy, reg. zerlegt werden, wobei QSAbw,lmReg,/JQ
Xk—2 und QSlmReg_/UQ = X% ist. Also kann man den F-Test

= QSlin.Reg.

=——"—> df=1,k-2 5.26
QSAbw.lin.Reg. f ( )

bilden, der bei Giiltigkeit der Nullhypothese p;, = 0 wie F' mit k¥ — 2 und 1
Freiheitsgraden verteilt ist; p ist der Populationskorrelationskoeffizient. Dariiber
hinaus ist bekannt, dass F mit n — 2 und 1 Freiheitsgraden wie t? mit n — 2
Freiheitsgraden verteilt ist; man kann also den Test

df =n—2 (5.27)

bilden (er ergibt sich aus (5.26) durch Umformung.

Beispiel 5.3 8 Ehepaare sind gebeten worden, ihre Intelligenzquotienten messen
zu lassen. Es ergaben sich die folgenden Werte: Man errechnet z = 113.375, § =

Tabelle 3: Intelligenzquotienten von Ehepartnern

’ H Intelligenzquotienten

1Q-Ehemann x; || 90 | 110 | 100 | 115 | 117 | 120 | 125 | 130
1Q-Ehefrau y; 75 | 112 | 93 | 120 | 119 | 129 | 126 | 142

Abbildung 4: Ehe und Intelligenz

140
|

120
|

IQ Eehefrau

100
|

y=1.21x-20.416

80
|

I I I I I

60 80 100 120 140 160
IQ Ehemann

117, 82 = 3 ;(zs — )?/(n — 1) = 172.554 baw. (5, = 13.136), s2 = 278.286 oder
sy = 16.682, (5, = 16.682), Kov(z,y) = (>_,(zi — Z)(yi — y))/(n — 1) = 209.143.
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Dann ergibt sich ein Korrelationskoeffizient r,, = .954. Dann ist der Determinati-
onskoeffizient 72, = .911, d.h. &~ 91% der Varianz der Y-Werte (IQ Ehefrau) wird
durch die Varianz der X-Werte (IQ Ehemann) erklart. Aus rgy, s, und s, las-
sen sich die Regressionskoeffizienten a,, und a,,, sowie die entsprechenden Stan-
dardschitzfehler berechnen: aus (2.23), Seite 9, folgt a,, = Kov(z,y)/s2 = 1.212,
gy = Kov(z, y)/sg = .752. Wegen (5.5), Seite 17, ist gleichzeitig Gy, Gy = 911 =
r2. Sollen die IQen der Ehefrauen aufgrund der IQen der Eheménner vorherge-
sagt werden, so hat man einen Standardschétzfehler s,(e) = s;v1 —r? = 3.921;
sagt man umgekehrt die Intelligenz der Méanner aufgrund des IQen ihrer Frau-
en voraus, so hat man einen Standardschétzfehler s;(e) = s,v1 — 12 = 4.979.
Die Intelligenz der Frauen 148t sich genauer auf der Basis der Intelligenz ihrer
Eheménnner voraussagen als die Intelligenz der Méanner auf der Basis der Intelli-
genz ihrer Frauen. Man iiberlege sich die psychologische Bedeutung des Befundes
Qyr > 1 und agzy < 1! O

Beispiel 5.4 (Speed-Accuracy-Trade-Off) Im Rahmen einer Untersuchung iiber

die Leistungsfahigkeit von Operateuren, die die Arbeit eines Kernreaktors kon-
trollieren, soll die Beziechung zwischen Prézision und Reaktionszeit bestimmt wer-

Tabelle 4: Reaktionszeiten und Fehlerhdufigkeiten

’ H Reaktionszeiten

1 2 3 4 ) 6 7 8 9 10 | 11 | 12
250 | 279 | 300 | 320 | 390 | 420 | 425 | 480 | 490 | 510 | 600 | 650
A8 | 46 | 36 | .26 | .19 | .20 | .21 | .16 | .17 | .13 | .08 | .10

'U) @HO

den. Dazu miissen die Operateure auf ein zu einer zufélligen Zeit am Bildschirm

Abbildung 5: Reaktionszeiten und Fehler (Speed-accuracy trade-off)

0,5

mittlere Fehlerhaufigkeit

0,0

L L L L L]
200 300 400 500 600 700
mittlere Reaktionszeit

erscheinendes Zeichen so schnell es geht einen dem Zeichen entsprechenden Schal-
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ter umlegen; dabei konnen sie einen Fehler machen, indem sie einen falschen
Schalter wihlen. Fiir 12 Operateure wurde ihre mittlere Reaktionszeit (in ms)
sowie ihre relative Haufigkeit von Fehlern in der folgenden Tabelle zusammen-
gefaf3t: Der die Untersuchung durchfithrende Psychologe entscheidet nach einem
Blick auf die Daten, dass vermutlich eine lineare Beziehung zwischen den mittle-
ren Zeiten t; der i = 1,...,14 Operateure und ihren relativen Fehlerhdufigkeiten
besteht. Mit z; = t;, y; = p; ergibt sich z = 426.17, § = .23, s, = 126.33,
sy = .13, Kov(z,y) = —15.18. Mithin ist r,, = —.91. Diesen Werten entspre-
chen die Regressionsgeraden y; = ay,x; + Byx + e, Ti = QgyYi + l;:,;y + €; mit
dyr = 78y/8z = —.000936, b,y = § — dysT = —.64. Der Vorhersage der der p;
durch die ¢; entspricht ein Standardschétzfehler s,(e) = syv1 —r? = .0539. Der
Determinationskoeffizient ist 72 = .83, d.h. 83 % der Varianz der p-Werte wird
durch die Varianz der ¢t-Werte erklirt. Zwar scheint der Schluf3, dass Operateure
mit groBeren mittleren Reaktionszeiten weniger Fehler machen gerechtfertigt zu
sein, denn der Wert von 72 ist einigermafen hoch, doch 1&8t die Inspektion der
Daten vermuten, dass dennoch keine lineare Beziehung vorliegt. O

6 Regressionsdiagnostik und Anscombe’s Quartett

Der Verfiigbarkeit von Programmpaketen zur Statistik verleitet dazu, die Daten
einzugeben, sich die Schitzungen der Regressionskoeffizienten und die entspre-
chenden Resultate von Signifikanztest ausgeben zu lassen und dann direkt zur
Interpretation iiberzugehen. Anscombe (1973)! hat zu Recht darauf hingewiesen,
dass die Rolle der kritischen Betrachtung der Daten in Lehrbiichern, Programmen
und wohl auch in Skripten zu wenig beriicksichtigt wird. Deswegen soll an die-
ser Stelle auf die Notwendigkeit einer Inspektion der Daten hingewiesen werden.
In Bezug auf Regressionsanalysen kénnen die folgenden Anmerkungen gemacht
werden (vergl. Abb. 6)

1. Die Punkte (z,y) liegen fast einer geraden Linie (der Regressionsgeraden),
2. Die Punkte (z,y) liegen fast auf einer Linie, die aber keine Gerade ist,

3. Die y-Werte streuen ohne Bezug auf die z-Werte,

4. Es liegt eine Mischung der drei vorangegangenen Punkte vor,

5. Die meisten Punkte (z,y) liegen auf einer Geraden oder einer anderen Linie,
aber einige liegen weit von dieser Kurve entfernt (” Ausreifier”).

Ausreifler konnen auf einfache Tippfehler zuriickgehen, oder aber eine systema-
tische Komponente haben, die ndher untersucht werden muf. Sie entgehen der
Aufmerksamkeit, wenn nur "mechanisch”, d.h. ohne Dateninsepktion, gerechnet
wird, und konnen natiirlich die Schatzungen verfélschen.

! Anscombe, F. J. (1973) Graphs in Statistical Analysis. The American Statistician, 27, No.
1, 17-21
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Abbildung 6: Anscombe’s Quartet
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Plot der Residuen Ist sei die Regressionsgerade

Ui = QyzTi + bby

angepasst worden; man kann

Yi = Ui +e

schreiben. Die Differenzen

e =Y — Ui

20

25

30

(6.1)

sind dann die Resitduen. Eine Forderung an die Daten war die nach der Homoske-
dasziditit: die ”Fehler” sollten fiir alle z; die gleichen Verteilung haben (N (0, 02)).
Eine erste Uberpriifung dieser Annahme ist dann ein Plot der e;, wie sie in (6.1)
definiert wurden, gegen die x;-Werte. Alternativ dazu kénnen die e; gegen die g;
aufgetragen werden, wobei die e; und die g; durch die gleiche Skala reprisentiert
werden. Idealerweise sollten dann die e; als normalverteilt mit gleicher Varianz
erscheinen. Bei diesem Plot sind vier Aspekte zu iiberpriifen:

1. Einige wenige Residuen sind viel grofier als die iibrigen. Dies ist ein Hinweis
auf Ausreifler in den Daten.

2. Die Regression der Residuen auf die Werte g; erscheint als nichtlinear, —
das Modell y; + ay,x; + by, + €; ist nicht adéquat.

3. Die e; werden grofier mit den g;, — es gibt eine systematische Abweichung
von der Varianzhomogenitit.
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4. Die Residuen erscheinen als nicht normalverteilt, z. B. ist die Verteilung ist
schief.

Im Falle eines Hinweises auf eine Nichtlinearitéit der Beziehung zwischen den z-
und y-Werten kann man sich ndhern, indem man ein Polynom anpasst:

yi = ag + a1x; + aox? + - + apat + e, (6.2)

wobei man zunéchst nur das quadratische Glied beriicksichtigt. Erst wenn dies
nicht geniigt, wird man den kubischen Term beriicksichtigen, etc. Ein solches
Vorgehen ist zunéchst rein deskriptiv; das Nachdenken iiber die Ursachen der
Nichtlinearitit und ein geeignetes Modell fiir die Daten kann dadurch nicht ersetzt
werden. Die Bestimmung der Regressionsparameter ag, aj, as, ... kann mit den
Techniken der multiplen Regression erfolgen.

7 Der Vierfelder-Korrelationskoeffizient

Bisher ist vorausgesetzt worden, dass die beiden Variablen X und Y auf dem
Niveau von Intervallskalen gemessen werden kénnen. In diesem Abschnitt soll
der Fall betrachtet werden, bei dem sowohl X als auch Y dichotom sind, d.h.
beide Variable nehmen entweder den Wert 0 oder den Wert 1 an. Man hat dann
das in Tab. 5 gegebene Schema. Dabei ist N =a+ b+ c+ d.

Tabelle 5: 4-Felder-Schema fiir ¢

L[] Y [ |
1 0 >

X a b a+b
0 c d c+d

| [=Z]a+c|b+d] N |

Man zeigt nun leicht, dass der folgende Satz gilt:

Satz 7.1 Die Variablen X undY seien beide dichotom, d.h. sie kénnen nur die
Werte 0 oder 1 annehmen. Der Produktmoment-Korrelationskoeffizient hat die
Form

ad — be
Ty — =Ty 7.1
¢ \/(a+b)(a+c)(b+d)(c+d) (7.1)

Anmerkung: Die Bezeichnung dieses Korrrelationskoeffizienten mit ¢, dient le-
diglich als Hinweis, dass der Koeffizient fiir dichotome Variablen berechnet wurde.

Beweis: Es ist o
_ Zi xiyz‘/N—l“y

Toy =
Y 528y
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Nun ist aber das Produkt z;y; # 0 nur dann, wenn z; = 1 und y; = 1; also

ist 1
Nzxiyz N
i
Weiter ist
_ a+b _ a+ec
xr = 5 =
N YTN
Es ist ja
1
si—N x?—fz

Nun ist aber Y, 2?/N = (a + b) 12/N = (a + b)/N und 7% = (a + b)? /N2,

mithin b by? ) )
2_a+b (a+ _a+ _a+t
Se = NZ - N (1 N ) (7.2)
Auf analoge Weise findet man
2_a+c_(a+c)2_a+c(1_a+c) (73)
TN N2 TN N '

Setzt man diese GroéBen in die Formel fiir 74, ein, so erhdlt man

_ Na—(a+b)(a+c)
N2y/((a +b)/N)(1 = (a+b)/N))((a+c)/N)(1 — (a+c)/N)

Try

Beriicksichtigt man, dass N = a+b+c+d, so vereinfacht sich dieser Ausdruck
zu (7.1). O

In Kapitel 5 ist das y2-MaSB fiir Kontigenztabellen eingefiihrt worden. Es ist
ein Mafl fiir den Zusammenhang zwischen den Zeilen- und Spaltenkategorien.
Da der Korrelationskoeffizient ein Maf} fiir die statistische Abhéngigkeit zweier
Variablen ist, liegt es nahe, nach der Beziehung zwischen dem ¢-Koeffizienten
und dem y2-Maf zu fragen.

Zur Erinnerung sei das y>-MafB noch einmal aufgefiihrt:

L Nij — NN 2
S o a/) (7.4)

i=1 j=1

Das 4-Felder-Schema ist ein Spezialfall einer Kontingenztabelle; es ist ni; =
a,ni12 = b,ngoy = ¢ und ngy = d. Weiter ist n1. = a + b,ngs. = ¢ + d, etc. Wendet
man also die Bezeichnungen aus Tab. 5 auf (7.4) an, so erhilt man fiir den ersten
Summanden

(a—(a+0b)a+c)/N)? (Na—(a+b)(a+c))?

(a+b)a+c)/N — N(a+b)atc)

Beriicksichtigt man wieder, dass N = a 4+ b + ¢ + d, multipliziert die Klammern
aus und fafit entsprechende Terme zusammen, so erhilt man
(a—(a+b)(a+c)/N)*  (ad— bc)?
(a+b)a+c)/N  N(a+b)(a+c)
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Auf analoge Weise verfahrt man mit den restlichen drei Summanden; das Resultat
ist

s (ad — bc)? (ad — be)?
X7 Na+blat+e)  Na+b)(b+d
(ad — be)? (ad — bc)?

N(a+c)(c+d) N(Ob+d)(c+d)
Bringt man nun noch die Summanden auf den gleichen Nenner, so erhélt man

B N(ad — bc)?
X = et 0+ DT d) (7.5)

Es gilt also, wie der Vergleich mit (7.1) sofort zeigt, der

Satz 7.2 Zwischen dem Korrelationskoeffizienten ¢p, und dem x2-Majf$ besteht

die Beziehung
2

|| = Xﬁ (7.6)

Da die Wahrscheinlichkeitsverteilung von x? unter der Hypothese der Unabhiingig-
keit von X und Y bekannt ist, liefert (7.6) sofort eine Moglichkeit, zu testen, ob
¢zy nur zufillig von Null abweicht oder nicht.

Die Interpretation des ¢-Koeflizienten als deskriptives Maf} ist nicht immer
einfach. Generell 1483t sich sicherlich sagen, dass

_1§¢xy§1

denn ¢ = ¢, ist ja aus dem Korrelationskoeffizienten r,, abgeleitet worden, d.h.
er ist ein Spezialfall des Produkt-Moment-Korrelationskoeffizienten. Die Inter-
pretation des ¢-Koeflizienten ist allerdings an Randbedingungen gebunden. So
werde angenommen, dass zwischen X und Y ein perfekter Zusammenhang be-
steht. Dieser Fall ist sicherlich dann gegeben, wenn b = ¢ = 0. Andererseits folgt
aus (7.1) fir p =1

(ad —bc)* = (a +b)(a+ c)(b+d)(c+ d)

Diese Gleichung ist offenbar genau dann erfiillt, wenn b = ¢ = 0; dies sieht man,
wenn man beide Seiten ausmultipliziert. Also ist der Fall b = ¢ = 0 notwendig
und hinreichend fiir ¢ = 1. Fiir a = d = 0 erhélt man analog ¢ = —1.

Gilt b = ¢ = 0, so folgt fiir die Randsummen a + b = a + ¢ = a; d.h. aber
Dz = Py, Wobei p, der Anteil der X-Werte mit X = 1 ist, und p, ist der Anteil
der Y-Werte mit Y = 1. Dann ist natiirlich auch 1 —p, =1 — py,.

Die Bedingung p, = p, ist notwendig fiir |¢| = 1, aber nicht hinreichend.
Denn p, = py bedeutet ja nur, dass a + b = a + ¢ ist. Deswegen folgt nur b = ¢,
aber nicht b = ¢ = 0. Fiir b = ¢ # 0 folgt |¢| < 1; insbesondere ist auch ¢ = 0
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moglich. Damit folgt, dass ¢ nur dann alle Werte zwischen -1 und 1 annehmen
kann, wenn p, = p, gilt; gilt aber p, # py, so folgt

¢min S ¢ S ¢mama (77)

_ (1 —py) o
(Z)mam - (1 — px)py ’ ¢mzn ¢mam- (78)

Die Herleitung von (7.8) findet man in Mortensen (2009)2.

Die Ungleichung (7.7) bedeutet, dass der Wert des ¢-Koeffizienten, falls er
# *1 ist, etwas schwierig zu interpretieren ist, falls p, # p, gilt, denn die Be-
grenzung des Wertebereichs von ¢ reflektiert nicht einen mangelnden statistischen
Zusammenhang, sondern nur den Sachverhalt, dass die Randh&ufigkeiten nicht
gleich sind. Eine Moglichkeit, den Wert von ¢ in diesem Fall mit anderen Korre-
lationskoeflizienten, die diesen Randbedingungen nicht unterliegen, vergleichbar
zu machen, besteht darin, ihn durch ¢4, zu teilen, also

¢
¢ma:c

wobei

¢ = (7.9)

zu betrachten.

Beispiel 7.1 In Beispiel 7?7 wurde das Wahlverhalten von Frauen und Ménnern
betrachtet; es ergab sich die folgende Tabelle Man kann nun iiber ¢ die Kor-

Tabelle 6: Wahlverhalten und Geschlecht

Wahl
Geschlecht || ja (X =1) ‘ nein (X =0) | X
w(Y=1) 40 5 45
m (Y = 0) 25 30 55
s | e ] 35 | 100 |

relation zwischen dem Geschlecht einerseits und der Entscheidung andererseits

bestimmen:
40 x 30 — 5 x 25

T VA5 X 6555 x 35
Diesem Wert von ¢ entspricht nach (7.6) der Wert

x? = N ¢? = 100 x .205 = 25.52

453

Inspektion der Zeilen- und Spaltensummen von Tab. 6 zeigt aber, dass p, # py.
Nach (7.8) erhélt man fiir diese Daten

45 x .35

=/ == = 664
Omaz .65 x .55 66

2Mortensen, U.: Einfithrung in die Theorie psychometrischer Tests. http://www.uwe-
mortensen.de/skripten.html
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Nach (7.9) ergibt sich dann der korrigierte Korrelationskoeffizient

8 Die punkt-biseriale Korrelation

Gelegentlich ist man daran interessiert, den statistischen Zusammenhang zwi-
schen zwei Variablen X und Y zu erfassen, wobei X auf einer Intervallskala ge-
messen wurde, Y aber nur die Werte 1 oder 0 annimmt. Diese Situation kann etwa
dann eintreten, wenn man sich hinsichtlich des Mefiniveaus einer Variablen nicht
sicher ist und man deshalb ihren Wertebereich dichotomisiert, so dass Y = 1 fiir
Werte grofler als der Median und Y = 0 fiir Werte kleiner als der Median kodiert
werden.

Wie beim ¢-Koeffizienten kann nun die Formel fiir die Produkt-Moment-
Korrelationen anwenden. Es gilt der

Satz 8.1 FEs sei X eine kontinuierlich variierende Grifie undY nehme entweder
den Wert 1 oder 0 an. Fir ny Mefwertpaare gelte Y = 1, und X habe fiir diese
Paare den Mittelwert T,. Fiir no = n—ny1 Paare gelte Y = 0, und der Mittelwert
der X-Werte sei To. Die Produkt-Moment-Korrelation zwischen X und Y hat
dann die Form

Kov(z,y) T1—T2 [ning

T = Tphis = = 8.1
pbis SzSy Sz n? (8.1)

Beweis: Nur fiir diejenigen Paare (z;,y;), fiir die Y = 1 ist, ist das Produkt
xz;y; # 0. Es ist n = n; + no der Umfang der gesamten Stichprobe. Die Paare
konnen stets so durchnummeriert werden, dass fiir z,--- ,2,, ¥ = 1 gilt. Der
Mittelwert T setzt sich dann aus den Mittelwerten in den Teilstichproben wie
folgt zusammen:

8|

1 n 1 ni no
= nzxi:n<z$i+ Z xz)
i=1 =1 i=ni1+1

1, _ _
= —(nlxl—i-nlxg)
n

Weiter ist ¥ = nj/n und
\/nl (m)? \/nnl—n%
S = _— JR— — - @@ =
Y n n n?
~ fni(n—mn1)  [ning
n2 n2
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Dann ist

r— KOV('T7 y) zz TiY; — nTY
528y NSy Sy

niry — (nlfl + ngfg)nl/n
NSy Sy

nniTy — n%fl — N1N2To

n2sysy

(n — nl)mfl — N1N2To

NSzSy
nina(T1 — Ta)

$zn%y/ning/n?

1 — X2 [ning
2

Sy n

und dies ist (8.1). O

Beispiel 8.1 In Beispiel 5.3, Seite 23, wurden die Intelligenzquotienten von Ehe-
leuten betrachtet. Im Vergleich zu dem dort berechneten Korrelationskoeffizienten
soll hier der punkt-biseriale Koeffizient bestimmt werden. Dazu werde angenom-
men, dass die IQen der Eheménner beziiglich des Medians dichotomisiert seien;
es ergibt sich die Tabelle 7, d.h. die X-Werte sind hier die IQen der Ehefrauen,

Tabelle 7: Intelligenzquotienten von Ehepartnern

’ H Intelligenzquotienten ‘

1Q-Ehemann || 0 0 0 0 1 1 1 1
1Q-Ehefrau 75 1 112 | 93 | 120 | 119 | 129 | 126 | 142

die dichotomisierten IQen der Eheménner seien die Y-Werte. Der Ausdruck (8.1)

liefert dann

100—129 [4x 4
"pbis = 71993 gz 13

Dieser Wert ist geringer als der in Beispiel 5.3 gefundene von .954; der Unterschied
resultiert aus der Tatsache, dass man beim punkt-biserialen Korrelationskoeffizi-
enten mit weniger Information auskommen mu#f. (I

9 Rangkorrelationen

Die Berechnung des Produkt-Moment-Korrelationskoeffizienten

_ Kov(X,Y)

Toy =
Y 545y
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zwischen zwei Variablen X und Y setzt Intervallskalenqualitdt der Messungen
X und Y voraus. In diesem Abschnitt sollen zwei Korrelationsmafle vorgestellt
werden, die berechnet werden kénnen, wenn die Messungen X und Y zumindest
Ordinalskalenqualitdt haben.

Gegeben seien also die Objekte w;,i = 1,...,n, und fiir jedes w; sei das Paar
(24, y;) von MeBBwerten erhoben worden, wobei x; und y; mindestens Ordinalska-
lenqualitdt haben.

Es miissen zwei Fille betrachtet werden:

1. Fiir mindestens ein Paar (i,7), i # j gelte z; = z;. Dann enthélt die
Rangordnung der z; eine Rangbindung.

2. Fiir alle ¢ # j gelte entweder z; < x; oder z; > x;. Dann existiert fiir die
x; eine Rangordnung ohne Rangbindung.

Fiir die y; sind diese Charakterisierungen natiirlich analog.

Fiir Rangordnungen ohne Rangbindungen gelte
Ty < Tjy < -0 < Ty, - (9.1)

(i1,12,- - ,ip) ist eine Permutation von (1,2,--- ,n). Es sei r; der Rangplatz von
x;; es ist
ri =k genau dann, wenn x; = x;,

Analog gelte
Yin <Yja <+ < Yj, (9:2)

(J1,7J2, "+, jn) ist ebenfalls eine Permutation von (1,2,--- ,n). Es sei s; der Rang-
platz von y;; es ist

/
si = k" genau dann, wenn y; = y;,

Statt der ”<” - Beziehung kann natiirlich ebensogut die ”>"- Beziehung zur
Definition der Rangpliatze verwendet werden.

Es werde noch eine Vereinbarung fiir den Fall von Rangbindungen getroffen.
Angenommen, es gelte
Tip = Tig =« ++ = Ty (9.3)

und x;, 1 sei der grofite Wert, der kleiner als x;, ist. x;, 1 habe den Rang k — 1.
Wiirde nun
Ty <00 < Ty,

gelten, so erhielten sie die Rangplétze k,k + 1,--- ,k + 7. Da nun aber (9.3)
gilt, kann man so verfahren, dass diese Rénge aufgeteilt werden. Dazu wird das
arithmetische Mittel

1 d
E==> m (9.4)
J m=k
berechnet und die z;,,- -+, x;; bekommen alle den Rangplatz k zugewiesen.
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9.1 Spearmans p

Spearman (1904, 1906) schlug vor, als Mafl des Zusammenhanges zwischen X
und Y einfach die gewthnliche Produkt-Moment-Korrelation zwischen den Ran-
greihen der x;- und y;-Werte zu bilden.

R und S seien im folgenden Variablen, die die Werte r; bzw. s; annehmen
konnen.

Definition 9.1 FEs seien R und S die Rangpldtze der MefSwerte x; und y;, die
mindestens Ordinalskalenqualitit haben maégen. Dann heif§t

Kou(R,S
_ KouR, 5) (9.5)
SRSS
der Spearmansche Rang-Korrelationskoeffizient (Spearmans p).

Es gilt der

Satz 9.1 Die Mefswerte X und Y mdgen den Bedingungen der Definition 9.1
geniigen, und die MefSwerte x; und y; mdgen ohne Rangbindungen in eine Ran-
grethe gebracht werden konnen. Weiter sei d; = r; —s;, 1 = 1,--- ,n die Differenz
der Rdinge r; und s; fir das Objekt w;. Dann gilt fir den in (9.5) definierten
Korrelationkoeffizienten

(9.6)

Beweis: Bekanntlich gelten die Formeln

ik n+1 Zk? n(n+1)(2n+1) (9.7)

6
k=1

Weiter sei7 = ), 7/n,5 =) . s;/n. Aber die Rénge r; und s; durchlaufen jeweils
die ersten natiirlichen Zahlen 1, ...,n, so dass sicherlich ), 7; = >, s;, denn beim
Summieren kommt es auf die Reihenfolge der Zahlen nicht an. Also folgt
Inn+1) n+1

?:g:a:— =
n 2 2

Weiter gilt

und natiirlich



da Y, r2 =352, so dass spss = s°. Wegen (9.7) folgt iiberdies

5 2n(n+1)2n+1) —3n(n+1)?

ns = 1 (9.8)
Es sei
di=r;—s;=(r;—a)—(s;i —a)
Dann ist
de = Z(n —a)? + Z:(sZ —a)? - 22(7”2- —a)(s; —a)
i=1 i=1 i=1 i=1
so dass
nKov(R,8) = > (ri—a)(si —a) (9.9)
i=1
_ 1 - . 2 N- g2 2 ~
= 5(z:(m—a) —i—Z(si—a) —Zdi)—ns —Zdi/Q
i=1 i=1 =1 i=1
Mithin ist
Kov(R,S) s%— > d?/2n > d7
p= = J —1- =i
SRSS s 2ns
und zusammen mit (9.8) folgt die Behauptung. O

Es soll noch der Fall von Rangbindungen betachtet werden:

Satz 9.2 FEs mdgen die Bedingungen von Satz 9.1 gelten, allerdings sollen Rang-
bindungen erlaubt sein. Es sei t; die Anzahl der Meflwerte X in der i-ten Gruppe
mit gleichen Mefswerten, und u; sei die Anzahl der MefSwerte in der j-ten Gruppe
mit gleichen Y -Werten. Dann kann p gemdf

C2UA-T-U-0_ &

P T AT A-_U) (210
mit
2 Nz o
A= D oS e U= )12,
i=1 Jj=1

berechnet werden, wobei n, die Anzahl von Gruppen gleicher X -Werte und n, die
Anzahl von Gruppen gleicher Y -Werte ist.

Beweis: Horn(1942)

Beispiel 9.1 (Fortsetzung Beispiel 5.3, Seite 23) Zur Illustration soll das Spear-
mansche p fiir die Intelligenzquotienten von Ehepartnern bestimmt werden. Die
Daten seien hier noch einmal vorgestellt: Die Paare kénnen nun nach Mafigabe
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Tabelle 8: Intelligenzquotienten von Ehepartnern

’ H Intelligenzquotienten

Z1 Z2 Z3 T4 Z5 Ze Z7 €8
IQ-Ehemann || 90 | 110 | 100 | 115 | 117 | 120 | 125 | 130

Yi | Y2 | Y3 | Ya| Ys | Yo | Y7 | Y8
IQ-Ehefrau 75| 112 | 93 | 120 | 119 | 129 | 126 | 142

Tabelle 9: Rangordnung nach Maflgabe der z;-Werte

’ H Intelligenzquotienten

IQ-Ehemann || z1 | 3 | z2 | x4 | x5 | Tg | 7 | T3

1Q-Ehefrau yi | Y3 | Y2 | Ys | ya | y7 | Ye | Us
di =T;—S; 0 0 0 -1 1 -1 1 0

aufsteigender x;-Werte angeordnet werden: Die Rangordnungen werden in Tab.

9 gegeben. Es ist
6 x4

=1——+-=.952
P 8(64—1)
Der Produkt-Moment-Korrelationskoeffizient war in Beispiel 5.3, Seite 23, mit
rzy = .954 angegeben worden. — eine bemerkenswert gute Ubereinstimmung,

wenn man bedenkt, dass die Rangordnungen weniger Information enthalten als
die urspriinglichen Messwerte.

Zur Illustration werde weiter der Fall von Rangbindungen betrachtet. Es seien
die Daten der Tabelle 10 gegeben. Die Rangordnungen sind dann in Tab. 11

Tabelle 10: Intelligenzquotienten von Ehepartnern

’ H Intelligenzquotienten

1 o T3 T4 xT5 L6 T T8
IQ-Ehemann || 90 | 110 | 100 | 100 | 100 | 115 | 115 | 130

Y1 Y2 Y3 Y4 Y5 Y6 Y7 Ys
1Q-Ehefrau 75 | 110 | 110 95 | 115 | 115 | 120 | 120

gegeben. Nach Tabelle 10 ist aber z3 = x4 = x5; diesen drei Werten wird demnach
der Rang (3 + 4 + 5)/3 = 12/3 = 4 zugeordnet. Weiter ist xg = x7, so dass diesen
Werten der Rang (6 + 7)/2 = 6.5 zugeordnet wird. Es gibt zwei Gruppen mit
gleichen Werten; dabei ist t1 = 3, to = 2. Fiir die Ehefrauen ist yo = y3 mit den
Réngen 3 und 4, so dass hier der Rang 3.5 zugeordnet wird. Weiter ist ys = ys,
was den Rang 5.5 fiir diese beiden Werte ergibt, und schliellich erhalten die Werte
y7 = ys den Rang 7.5. Es gibt 3 Gruppen mit jeweils 2 gleichen Werten, so dass
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Tabelle 11: Rangordnungen nach Mafigabe der X-Werte

H Intelligenzquotienten

Rang 1 2 3 4 5 6 7 8
Rangordnung (Ehemann) 1 |23 | T4 | x5 | T2 | TG | TT | 2R
Rangordnung (Ehefrau) il ya | v | ys | ys | we | yr | ws

Rangordn. (Bind.,E'mann) || 1 | 3 | 3 | 3 | 5 |65]65| 8
Rangordn. (Bind.,E’frau) 1|2 |25[25|55(|55|75|75
d; 0] 1 S D5 |-5]1 -1 0.5

up =up =ug =2. Esist A =8(64—1)/12=142, T = (43 - 4+23-2)/12=5.5
und U = (23 -2+23-2)/12 = (23-2)/6 = 1. Weiter ist ), d? = 13.0. Demnach

1st
84 —55—-—1-13

~2/(42-55)(42—1)
Der Produkt-Moment-Korrelationskoeffizient betrégt in diesem Fall r,, = .761 [J

p

9.2 Kendalls 7

Es wird angenommen, dass keine Rangbindungen vorliegen. Den x;-Werten seien
die Range r;1 = 1,--- ,r, = n zugeordnet worden. Die Folge r1,--- ,r, wird nun
als Ankerreihe gewihlt, in bezug auf die die Ringe s; der y;-Werte diskutiert
werden. Gilt r; = s; flir alle 4, so ist der Zusammenhang zwischen den beiden
Rangreihen perfekt. Der Zusammenhang wird um so geringer sein, je haufiger
der Fall s; # i auftritt. Insbesondere heifle der Fall s; > s; fiir i« < j eine
Inversion; dementsprechend heifle der Fall s; < s; fiir ¢ < j eine Proversion. Der
Zusammenhang zwischen den Rangreihen wird also um so kleiner sein, je grofler
die Anzahl der Inversionen ist. Die Anzahl I der Inversionen 148t sich bestimmen,
indem man alle Paare (i,j) mit ¢ < j betrachtet. Es sei

/ﬁ'j =1, wenn s;> Sjs 1<

k‘ij =0, wenn s; < Sj, 1<

Dann ist
I=> ki (9.11)
1<j
Insgesamt gibt es () = n(n — 1)/2 verschiedene Paare von Réngen. Ist P die

Anzahl der Proversionen, so muf3

gelten. Gilt P = n(n—1)/2, so muf I = 0 sein, und der Zusammenhang zwischen
den Réngen ist perfekt; dieser Fall sollte einem Korrelationsmafl von 1 entspre-
chen. Gilt umgekehrt I = n(n — 1)/2, so muB P = 0 sein. In diesem Fall ist
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die Rangreihe der y;-Werte exakt die Umkehrung der Rangreihe der x;-Werte.
Diesem Fall sollte ein Korrelationsmaf von -1 entsprechen. Ein Korrelationsmaf}
kann dann wie folgt eingefiihrt werden.

Definition 9.2 Es sei
W=P-1 (9.12)

Dann heifit W Kendall-Summe.

Offenbar ist W = n(n —1)/2 fir I = 0 und W = —n(n — 1)/2 fir P = 0;
W ist dann ein allerdings noch unnormiertes Maf} fiir den Zusammenhang der
Rangreihen. Da || maximal den Wert n(n — 1)/2 annehmen kann, wird die
Normierung durch Division von W durch n(n — 1)/2 erreicht. Dementsprechend
hat man

w 2W
T n(n—1)/2 - n(n —1) (9.13)

Diese Grofle wurde zuerst von Kendall eingefiihrt; man spricht dementsprechend
von Kendalls T.

Beispiel 9.2 Zur Illustration werde Kendalls 7 fiir die Daten aus Tabelle (8),
Beispiel 9.1 berechnet. Es werden zuniichst die beiden Rangreihen angegeben:
In der folgenden Tabelle sind die Rénge fiir die IQen der Eheménner in eine

Tabelle 12: Rénge der Intelligenzquotienten

] H Riénge
IQ-Ehemann | 1 |3 |2 |4|5|6 |78
IQ-Ehefrau 1132|5147 ]6]|8

aufsteigende Ordnung gebracht worden, die Rénge der Ehefrauen sind darunter
zu finden: Fiir die Rénge der 1Qen der Ehefrauen wird jetzt die Anzahl der

Tabelle 13: Geordnete Rénge der Intelligenzquotienten

’ H Rénge
IQ-Ehemann | 1 |23 |4|5|6 |78
1Q-Ehefrau 1123|5147 ]6]|8

Inversionen berechnet; offenbar gibt es nur zwei: (5,4) und (7,6), also I = 2. Die
Gesamtzahl von Rangpaaren ist 8(8 - 1)/2 = 28; wegen P + I = 28 folgt P = 26
und die Kendall-Summe ist W = P — I = 26 — 2 = 24. Dementsprechend ist
Kendalls 7

24
= — = .857
T8
Kendalls 7 ist also deutlich kleiner als Spearmans p. ]
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Der Fall von Rangbindungen ist bei Kendalls 7 komplizierter als bei Spearmans
p, man vergl. dazu etwa Bortz (1990), p. 427.

9.3 Abschlielende Bemerkungen

Fiir gegebene Rangreihen von Meflwerten ergeben sich fiir Spearmans p und Ken-
dalls 7 im allgemeinen verschiedene Werte. Da bei Spearmans p die Formel fiir
den Produkt-Moment-Korrelationskoeffizienten auf die Rénge angewandt wird,
wird im Grunde unterstellt, dass den Absténden zwischen den Rangpléitzen auch
entsprechende Absténde zwischen den urspriinglichen Meflwerten entsprechen,
was natiirlich nicht der Fall zu sein braucht. Dementsprechend wird p im allge-
meinen grofler ausfallen, als es dem tatséchlichen Zusammenhang entspricht. Bei
inhaltlichen Interpretationen von p ist also eine gewisse Zuriickhaltung geboten.

Bei Kendalls 7 tritt dieses Problem nicht auf, denn 7 héngt ja nur von der
Anzahl der Proversionen und der der Inversionen ab; moglicherweise wird der
Zusammenhang sogar unterschétzt.

10 Der Regressionseffekt

Galton (1885) bemerkte bei Untersuchungen zur Vererbung, dass sich Séhne hin-
sichtlich ihrer Korpergrofle im Durchschnitt weniger vom Durchschnitt der Men-
ge der S6hne unterscheiden als sich ihre Véter vom Durchschnitt der Menge der
Viter unterscheiden. Fiir andere Merkmale kann man das gleiche Phdnomen be-
obachten. Man spricht deshalb von einer Regression zur Mitte. Man kann sofort
fragen, ob sich ein analoger Effekt beobachten 148t, wenn man die die Koérper-
grosse der Viter aufgrund der Korpergrofle der Sohne vorhersagen 148t. Es zeigt
sich, dass tatséchlich bei jeder Vorhersage von Messwerten auf der Basis anderer
Messwerte eine Regression zur Mitte findet.

Tatséichlich ist die Regression zur Mitte in erster Linie ein stochastisches
Phinomen. Nachtigall und Suhl (2002)2 haben vorgeschlagen, den Regressionsef-
fekt tiber den Begriff der bedingten Erwartung zu definieren.

Definition 10.1 FEs sei E(Y|X = x) der Erwartungswert von Y wunter der Be-
dingung, dass X den Wert x hat, E(X) sei der Erwartungswert von X, und
oz und oy, seien die Streuungen (Standardabweichungen) von X bzw. Y. Dann
existiert ein Regressionseffekt genau dann, wenn

[EY]X =2) - EY)| _ |z - E(X))|

Oy Oy

(10.1)

In das Beispiel der Gréfle von Sohnen (V') und Vétern /X)) iibersetzt bedeutet die-
se Definition, dass die standardisierte durchschnittliche Grole der Sohne, gegeben

3Nachtigall,C. Suhl, U.: Der Regressionseffekt. Mythos und Wirklichkeit. Methevalreprot , 4,
(2), 2002. S.a. Internet: http://www.uni-jena.de/swv/metheval /report/
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eine bestimmte Vatergréfie X = z, vom allgemeinen Durchschnitt der Grofle der
Sohne (also gemittelt iiber alle Vitergrofien) kleiner ist als der korrespondierende,
standardisierte Absolutbetrag der Differenz zwischen  und dem Erwartungswert,
also dem Durchscnitt, der Vétergrofien. Es sei angemerkt, dass EY | X = x) eine
lineare Regression implizieren kann (vergl. (5.24), Seite 21), aber nicht muf. Wei-
ter wird aus der Definition 10.1 ersichtlich, dass man sich beim Regressionseffekt
auf standardisierte Differenzen bezieht. Dies reflektiert den Sachverhalt, dass der
Begriff einer ”grofien” oder ”kleinen” Abweichung nur Sinn macht, wenn man
ihn in Bezug zur Standardabeichung der Messungen setzt; bekanntlich kommen
Werte, die mehr als 3 Standardabweichungen vom Erwartungswert abweichen,
kaum noch vor und sind in diesem Sinne ”sehr sehr groff”. Weicht ein Messwert
mehr als eine Standardabweichung vom Erwartungswert ab, kann man ihn ” grof”
nennen, weicht er zwischen zwei und drei Standardabweichungen ab, kénnte man
ihn ”sehr grof3” nennen.

Beispiel 10.1 Gegeben sei ein Wiirfel, und X die Augenzahl, die bei einem Wurf
des Wiirfels ”oben” liegt. Alle sechs Seiten des Wiirfels seien gleichwahrscheinlich,
so dass P(X = 1) = p; = 1/6 fir i = 1,...,6. Der Erwartungswert von X
ist B(X) = p = > ip; = > ,;i/6 = 6(6 +1)/12 = 3.5. Es werde nun eine
Folge von Wiirfen ausgefiihrt; natiirlich sind die Ergebnisse der einzelnen Wiirfe
unabhéngig voneinander, d.h. das Ergebnis des einen Wurfes hat keinen Einfluf3
auf das Ergebnis eines anderen Wurfes. Die Wahrscheinlichkeit, dass X einen
Wert grofler oder gleich 2 und kleiner oder gleich 5 annimmt, ist P(2 < X <
5) = P(X =2)+P(X =3)+P(X =4)+P(X =5) =4/6 = 2/3, und
dementsprechend ist P(X ¢ [2,5]) = P(X =1)+ P(X =6) =2/6 = 1/3. Fir
einen gegebenen Wurf resultiere nun eine Augenzahl, die nicht in dem Intervall
[2,5] liegt, es trete also ein Ereignis mit der Wahrscheinlichkeit 1/3 ein. Die
Wabhrscheinlichkeit, dass beim néchsten Wurf wieder eine 1 oder eine 6 auftritt,
hat wieder nur die Wahrscheinlichkeit 1/3, wihrend die Wahrscheinlichkeit, dass
die Augenzahl gleich 2, 3, 4 oder 5 ist, gleich 2/3 ist. Die Wahrscheinlichkeit, dass
nach einem ”extremen” Ergebnis (die 1 oder die 6 liegt "oben”) eine Augenzahl
gewiirfelt wird, die ndher am Erwartungswert 3.5 liegt, ist 2/3, also zweimal so
hoch wie die Wahrscheinlichkeit, noch einmal ein extremes Resultat zu erhalten.
O

Diese Betrachtung gilt natiirlich nicht nur fiir die Gleichverteilung, sondern
fiir beliebige Verteilungen: es sei X eine zufillige Verdnderliche mit der Vertei-
lungsfunktion F'(z) = P(X < z) und dem Erwartungswert E(X) = u. Es sei 0 <
p < 1/2. Man kann nun Zahlen a; und ao finden derart, dass P(X < p—a1) = p/2
und P(X > p+ag) = p/2. Dann ist P(X < pu—ay) + P(X > p+as) = p und
Plu—ar < X < pu+az) =1—p, und da nach Voraussetzung p < 1/2, mufl
1 —p>1/2, also groBer als 1/2 sein. Beobachtet man voneinander unabhéngige
von Werte von X und erhélt man insbesondere einen Wert aus den ”extremen”
Bereichen X < p—a; und X > p + a9, so betriagt die Wahrscheinlichkeit, bei
der néchsten Beobachtung wieder einen Wert aus diesen Bereichen zu finden, nur
p, wihrend die Wahrscheinlichkeit, einen weniger von p abweichenden Wert aus
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dem Intervall 4 —a; < X < pu+ ag zu finden den grofleren Wert 1 — p hat.

Einfachheit halber werde A = 1 gesetzt. Der Erwartungswert ist dann FE(X
1/A = 1. Es sei p = 45, so dass 1 — p = .55, p/2 = .275. Aus P(X <z

Beispiel 10.2 Es sei X exponentialverteilt, d.h. F(z) = 1 — exp(—Az). Der
) =
)

1 —exp(—z1) = .275 folgt 1 = —log(l — .275) = .1397, und P(X > xz2) =
275 = exp(—x2), d.h. z9 = —log.275 = .561. Also ist a1 = p — x1 = .86,
az = x2 + p = .439, und sicherlich gilt P(X € [z1,x2]) > P(X ¢ [z1, z2]). O

Das folgende Beispiel aus dem Bereich der Pddagogik illustriert den Regressions-
effekt weniger formal:

Beispiel 10.3 Es sei X die musikalische Qualitéit?, mit der ein Studierender der
Musik sein Instrument spielt. Der Lehrer des Studierenden vertritt die Theo-
rie, dass ein Lob fiir Auffiihrungen mit einer Qualitit, die grofler als ein be-
stimmte kritische Qualitdt zs sind keinen Effekt habe, da der Student mit grofler
Wahrscheinlichkeit bei der nichsten Auffithrung unterhalb dieser Qualtifitsmarke
bleibe. Tadele man ihn hingegen fiir Auffiihrungen unterhalb einer bestimmten
Qualtidtsmarke x1 so habe dies sehr wohl einen Effekt, weil er dann ndmlich mit
grofler Wahrscheinlichkeit beim néchsten Male besser spiele. Der Lehrer behaup-
tet dementsprechend, seiner Erfahrung nach habe Tadel einen grofieren psycho-
logischen Effekt als Lob.

Die Qualitét werde (vereinfachend) durch die zufillige Verénderliche X re-
prasentiert. X sei normalverteilt mit konstantem Erwartungswert p und Varianz
o?. Die Wahrscheinlichkeit, dass sein Spiel bei einer Auffiihrung eine Qualitit X
zwischen der unteren Qualitdtsmarke x1 = p — a; und der oberen xo = p + a
bekommt, sei gleich .8; der Einfachheit halber wird hier angenommen, dass der
Lehrer die untere und die obere Qualtiditsmarke symmetrisch zu p wahlt.

Geht man von der (ebenfalls vereinfachenden) Annahme aus, dass die musika-
lischen Leistungen Studierenden von einer Auffithrung zur anderen stochastisch
unabhiingig® sind, so sieht man, dass die SchluBfolgerung des Lehrers, seine Er-
fahrung lehre, dass Tadel stidrker wirke als Lob, keineswegs notwendig richtig
ist: mit der Wahrscheinlichkeit p = .9 ist der Schiiler bei der jeweilig néchsten
Auffithrung besser als die untere Marke x; und schlechter als z2, ganz unabhéngig
von Lob und Tadel. |

Das vorangegangene Beispiel ist insofern extrem, als angenommen wird, dass
der Schiiler gar nichts mehr lernt und seine Leistungen um einen in der Zeit
konstanten Mittelwert zufillig schwanken. Man kann nun fragen, ob und wie sich
der Regressionseffekt auswirkt, wenn der Studierende tatséchlich lernt, p also
eine nicht konstante Funktion der Zeit ist. Im einfachsten Fall ist p eine lineare
Funktion der Zeit (fiir einen gewissen Zeitabschnitt wéhrend des Studiums wird

4Es muss hier nicht vertieft werden, wie musikalische Qualitéit definiert ist!
Dieser Begriff reflektiert den Sachverhalt, dass die Leistungen zufillig schwanken, in dem
Sinne, dass von einer Leistung nicht auf die Néchste geschlossen werden kann.
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dieseine gute Niherung sein), so dass man X (t) = at + b+ ¢ schreiben kann.
reprasentiert die zufélligen, d.h. nicht kontrollierten Einfliisse auf die Leistung.
Es zeigt sich, dass die Existenz dieser zufilligen Einfliisse auch in diesem Fall
einen Regressionseffekt erzeugt.

Es werde also ganz allgemein angenommen, dass zwischen zwei Variablen x
und y die Beziehung

y=br+a+e=>bj+a, (10.2)

mit o
g=br+a, b=, (10.3)

Og

besteht; o ist die Korrelation zwischen x und y. Es sei p, = E(x), py = E(y),
Var(z) = o, und Var(y) = o,. Wegen E(e) = 0 gilt

oy = bpig +a (10.4)

und
§— py = ble — pa). (10.5)

Die Abweichungen § — p,, und = — p, lassen sich stets in oy- bzw. oy-Einheiten
ausdriicken, d.h. es existieren Zahlen o und 8 derart, dass

T =y = QOy, Y — py = Poy (10.6)

gilt. Die Gleichungen (10.3), (10.5) und (10.6) implizieren dann

Boy = bao, = Q@aaz, (10.7)
Og
d.h.
B = pa. (10.8)
Nun ist sicher |5]| = |p||«|, so dass
Bl < ol fir |ol<1. (10.9)

Dies bedeutet, dass die Vorhersage 9 eines y-Wertes, gemessen in o,-Einheiten,
weniger von u, abweicht wie der korrespondierende z-Wert in o,-Einheiten von
- Diese Aussage defniert den Regressionseffekt.

Auf den ersten Blick mag diese Aussage als verwickelt und schwer zu durch-
schauen erscheinen. Man muf} sich aber in Erinnerung rufen, dass der Begriff
eines ”grossen” oder "kleinen” z- bzw. y-Wertes nur Sinn in bezug auf die Va-
rianz oder die Streuung o, bzw. o, macht. Eine numerisch grosse Abweichung
eines y-Wertes von i, reflektiert ja nur dann eine ”grosse” Abweichung, wenn sie
grof} ist relativ zur durchschnittlichen Abweichung der Werte, also relativ zu oy.
Eine analoge Aussage gilt fiir die z-Abweichungen. Die Aussage (10.9) bedeutet
demnach, dass fiir eine Korrelation, deren Betrag kleiner als 1 ist (wenn also x
und y nicht perfekt positiv oder negativ korrelieren), die vorhergesagten Werte
§ weniger o,-Einheiten von p, abweicht als die korrespondierenden z-Werte o,-
Einheiten von u, abweichen. Ein Teil der tatsichlichen Messwerte y konnen aber
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durchaus grofler (oder noch kleiner) sein, denn in sie gehen ja noch die zuféllig
variierenden e-Werte ein.

Es versteht sich, dass all diese Aussagen gelten, wenn man statt der Popula-
tionsparameter a, b, i, {1y etc. die entsprechenden Schitzungen a, b, z, y etc.
einsetzt.

Es soll nun gezeigt werden, dass der Regressionseffekt genau dann auftritt,
wenn die Fehlervarianz o2 grosser als Null ist; genau dann gilt ja fiir die Korre-
lation |g| < 1.

Nach (10.9) ergibt sich der Regressionseffekt, wenn |r| < 1 ist. Dieser Sach-
verhalt soll noch etwas vertiefender behandelt werden. Es ist

p*=o./or=1—-02/o;, dh o=+,/1-02/02 (10.10)

Es ist also |p| < 1 wenn 2 > 0, d.h. der Regressionseffekt wird durch die zuflli-
gen, d.h. hier von x unabhéngigen Effekte erzeugt, die in den Wert von y eingehen
und fiir die 02 ein Ma8 ist. Der Regressionseffekt hingt also nicht vom Wert der
Varianz o2 ab; von 02 héngt er nur dann ab, wenn ag # 0 in die Varianz von 05
eingeht (es ist ja o7 = 05 + 02).

Damit kann die Beziehung zu den zu Beginn dieses Abschnitts angestellten
und in den Beispielen 10.2 und 10.3 illustrierten Betrachtungen hergestellt wer-
den. Es wird zunéchst die Beziehung zwischen dem Regressionsparameter a und
der Fehlervarianz o2 explizit gemacht; da a = ro, /o, folgt aus (10.10)

2
a=22 1% (10.11)
Oz oy

In Abbildung 10.2 wird die Beziehung zwischen dem Wert von a = a,, und o2
gezeigt, wobei 02 = pag mit 0 < p < 1 gesetzt wurde; p ist der Anteil von o2
and ag .Dap=o02/ UZ =1 — p? wir auf diese Weise die Beziechung zwischen dem
Parameter a;, und der Korrelation r = r,, deutlich. Fiir p = 0 ist 02 =0, dh.
man hat den Fall fehlerfreier Vorhersage der y-Werte aufgrund der y-Werte und
dementsprechend a = aqz, und fiir p = 1 ist 02 = 05 , d.h. @ = 0; in diesem Fall
kann y nicht anhand von z vorhergesagt werden. Es ist 02 = 100 und 05 = 150
angenommen worden, so dass amae = 0y/0, = 1.22474.

Generell folgt a — 0 fiir 0. — 0; in der Tat bedeutet 0. — oy, ja, dass 55 — 0,
d.h. dass die Variation der Y-Werte unabhéingig von der der X-Werte ist und
nicht auf der X-Werte zuriickgefiihrt werden kann. Je grofier also o2 im Vergleich
zZu 05 ist, desto kleiner ist der Wert von a, und dies bedeutet, dass die g;-Werte
langsamer mit x; wachsen als im Falle eines grofieren a-Werts, also eines kleinerem
o2-Werts. Dieses wiederum bedeutet, dass fiir kleineren a-Wert bzw. gréferem
o2-Wert die Verteilung der Werte um §;, d.h. der Y-Werte unter der Bedingung
X = z;, ndher an den Mittelwert ¢ der Y-Werte heranriickt. Dieses wiederum
bedeutet, dass sich der g;-Wert weniger von § (in Einheiten von o) unterscheidet
als z; von Z (in Einheiten von o, ); die Abweichung y; —y gilt ja als ”grof3”, wenn es
nur wenige Werte gibt, die ebenfalls so sehr wie y; von  abweichen; der Bezug auf
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Abbildung 7: Die Steigung a,, der Regressionsgeraden als Funktion des Anteils

2 2
p von o7 an o,

Steigung a
14
] a . = 1.22474
1,0 |
0.8
0,6
04
02 |
O’O T T T T T
0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0
Tp = 2 2 2
Anteil p=1-1“von Se” ansy

die Anzahl ebensosehr abweichender Werte wird durch den Wert von s hergestellt.
Unter der Bedingung z; treten mit gréflerer Wahrscheinlichkeit Y-Werte auf, die
sich in oy-Einheiten weniger von y unterscheiden als sich ; von ¥ in o,-Einheiten
unterscheidet.

Abbildung 8: Unbedingte und bedingte Verteilungen der Y-Werte

Y-Dichten Y - Dichten
0,04 1 . ) 0,04
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In Abbildung 9 wird der Regressionseffekt illustriert. Betrachtet werden zwei
normalverteilte Variablen X und Y mit E(X) = u, = 35, Var(X) = o2 = 100,
EY)=p, =35 Var(Y) = O'Z = 150. Fiir 0. = 0ist agy = Gmaz = a0 = 0y /0, =
\/150/100 = /1.5 = 1.2247. Fiir z = 80 und x = 95 erhiilt man die Vorhersagen
g = 41.12 und § = 59.49. Ist dagegen o? # 0, etwa 02 = .75 x 0, = 112.5, s0
erhélt man die Regressionsgerade mit der Steigung a,, = .612; dem entspricht
ein Korrelationskoeffizient von r = .5 und damit ein Determinationskoeffizient
p? = .25, und dieser Wert entspricht dem Anteil der Varianz der vorhergesagten
Y-Werte an der Gesamtvarianz der Y-Werte, korrespondierend zu o2/ 05 =.75.
Fir x = 80 bzw. = 95 erhilt man die Vorhersagen § = 38.06 bzw. § =
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Abbildung 9: Zum Regressionseffekt
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47.25. Diese Vorhersagen sind kleiner als die entsprechenden Vorhersagen fiir den
fehlerfreien Fall. Fiir z = 80 betrigt die Abweichung vom Mittelwert pu, = 75
x — py =5 = ao, = al0, d.h. die Abweichung entspricht a = 5/10 = .5
o,-Einheiten. Die Abweichung des vorhergesagten y-Wertes § = 38.06 von p,
betrégt 38.06 —35 = 3.06 = 8o, = $12.247, d.h. § = 38.06 weicht nur 3 = .25-0-
Einheiten von p,, ab, ist also, in o-Einheiten, nur halb so grof wie die Abweichung
T — iy, wenn diese in o,-Einheiten ausgedriickt wird. Fiir x = 95 ergibt eine
analoge Rechnung, dass die Abweichung 95 — u, = 20 gerade a = 2 o,-Einheiten
betrigt, die entsprechende Abweichung der Vorhersage § = 47.25 von pu, = 35
aber nur 8 = 1 oy-Einheiten.

Beispiel 10.3 ist ein Spezialfall des Regressionseffekts: hier ist a,, = 0 und
damit r;, = 0. Es konnen ebenfalls die x; Werte auf der Basis der y;-Werte
vorausgesagt werden. Dann gilt &; = azyy; + lA)xy. Fiir die Abweichungen vom
Mittelwert gilt dann, ausgedriickt in Einheiten der Streuungen o, und o, &;—% =
§iop = &xynio'y = d:cy(yi - g) Da &xy = an/ay folgt §iop = Q(Ux/ay)niay und
damit

& = on;- (10.12)

Diese Gleichung besagt, dass die Abweichung der Z;-Werte von Z fiir o < 1
stets kleiner ausfillt als die korrespondierende Abweichung des y;-Wertes von
y. Wird wieder die Grole der Viter durch z représentiert und die Grofle der
Soéhne durch y, so besagt (?7?), dass die Schne jeweils weniger vom Mittelwert
abweichen als ihre Viter. Die Gleichung (10.12) sagt, dass gleichzeitig die Véter
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weniger vom Mittelwert abweichen als die S6hne. Dies macht deutlich, dass der
Regressionseffekt primér ein Effekt von zufilligen Variationen bei der Vorhersage
einer Variablen aufgrund einer anderen ist.

11 Zusammenfassende Betrachtungen

Die Ergebnisse dieses Kapitels sollen noch einmal kurz zusammengefafit werden,
insbesondere sollen die Zielsetzungen bei der Berechnung von Regressionskoeffi-
zienten im Vergleich zu Korrelationskoeffizienten noch einmal aufgefiihrt werden.
Die Bemerkungen iiber die Regressionskoeflizienten a und b beziehen sich auf
die Modelle 1 und 2; explizit werden die Betrachtungen anhand des Modells 1
durchgefiihrt.

Unter der Annahme, dass die Beziehung zwischen X und Y linear ist, dass
also eine Beziehung der Form

yi =ax; +b+e;

zwischen den Variablen existiert, konnen die Parameter a und b mit der Me-
thode der Kleinsten Quadrate geschétzt werden. Generell ist a ein Maf} fiir die
Veranderung, die Y erfihrt, wenn X variiert wird. Fiir a = 0 folgt, dass X und
Y unabhéngig voneinander sind. Fiir ¢ # 0 kann man davon ausgehen, dass zwi-
schen X und Y eine Beziehung besteht. Der numerische Wert von a # 0 héngt
aber von den Mafeinheiten von X und Y ab; auch ein sehr kleiner Wert von a
kann eine ausgeprigte Abhéngigkeit der beiden Variablen bedeuten. Wie gut die
Vorhersage der Y-Werte aufgrund der X-Werte ist, kann dem Wert von a # 0
nicht entnommen werden. Die Giite der Vorhersage hiingt von den e; ab. Ist s?
grof}, so bedeutet auch ein numerisch grofier Wert von a noch nicht, dass eine
genaue Vorhersage moglich ist.

Dafiir kénnen sowohl mit a als auch mit b inhaltliche Betrachtungen verkniipft
werden.

Beispiel 11.1 Die in Beispiel 2.1 vorgestellte Untersuchung {iber den Zusam-
menhang zwischen Alter und Merkfiahigkeit soll nach Geschlechtern getrennt ana-
lysiert werden. Der Vergleich der Parameterwerte kann hier sinnvoll sein. Fin-
det man dann etwa |a(weiblich)| < |a(ménnlich)|, so heifit dies, dass sich die
Merkfiahigkeit der Frauen langsamer verédndert, d.h. sie werden nicht so schnell
senil wie die Ménner. Gilt ebenfalls |b(weiblich)| < |b(ménnlich)|, so heifit dies,
dass die Ménner in jiingeren Jahren eine bessere Merkfihigkeit haben als die
Frauen. Gilt |b(weiblich)| > |b(ménnlich)| und |a(weiblich)| ~ |a(ménnlich)|, so
heifit dies, dass die Frauen den Méannern hinsichtlich der Merkfiahigkeit iiberle-
gen sind und bleiben, sich der Abbau der Merkfiahigkeit aber mit der gleichen
Geschwindigkeit wie bei den Méannern vollzieht. O

Ist man an einem Maf} fiir die Genauigkeit der Vorhersage von Y aufgrund von
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X interessiert, so kann man den Korrelationskoeffizienten

Kov(z, y)

’[“xy = Tyx =r =
525y

berechnen. r ist unabhéngig von den Mafleinheiten von X und Y. Die Giite der

Vorhersage 148t sich dann durch den Determinationskoeffizienten

2 2

Sx S
D:T'Q: y:l——e
s2 s2

Y Y

berechnen. r? entspricht also dem Anteil der ”vorhergesagten” Varianz der Y-
Werte an der Gesamtvarianz der Y-Werte, denn es gilt ja

55 = s% + 83
Einer Korrelation von r = .5 entspricht also ein D = r? = .25, d.h. nur 25%

der Varianz der Y-Werte lassen sich durch die Unterschiede in den X-Werten
erkldren, - 75% der Unterschiede zwischen den Y-Werten gehen auf andere Ur-
sachen als die durch X ausgedriickten zuriick. So gesehen ist r = .5 also noch
keineswegs ein ”hoher” Wert.

12 Die Schwarzsche Ungleichung

Es seien a; € R, b; € R und es sei

Weiter sel
— Y = —. 12.1
) yl ’b| ( )

Es ist

n

n n n
D@i—y) = ai+Y yi-2) miyi>0
i=1 i=1 i=1

=1

und mithin
n n n n
YIEES DED DERED
i=1 i=1 i=1 i=1

Aber esist Y0 22 =31 y? = 1, mithin gilt 2 > 23" | 2y, oder i, zy; <
1. Setzt man (12.1) fiir x; und y; ein, so erhélt man

" a; b R

K3 (2
YA S b <1,
2ol o] ~ Tal[o] &7
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und mithin

n n n
=1 =1 =1

bzw.

2 n n
S
i=1 i=1

n
g a;b;
i=1

13 Partielle Korrelationen

13.1 Die Fragestellung

Der praktische Wert von Korrelationen besteht u.a. darin, dass sie ein Maf fiir
die Giite der Vorhersagbarkeit der Werte einer Variablen aufgrund der Werte
einer anderen Variablen reprisentieren. Hat man aber keine inhaltliche Theorie
iiber die Beziehung zwischen den betrachteten Variablen, so kann der Versuch,
eine solche Theorie aus empirisch bestimmten Korrelationen zu destillieren, ein
schwieriges Unternehmen sein. Denn eine noch so hohe Korrelation zwischen zwei
Variablen muf} keineswegs auch eine direkte inhaltliche Beziehung zwischen den
Variablen reflektieren. So sei z.B. X7 der Alkoholkonsum in einem Jahr in ei-
nem bestimmten Land; X; habe Intervallskalenniveau. Xo sei die Anzahl der
Maénner in diesem Land, die sich entscheiden, Priester zu werden. Bestimmt man
die Werte fiir X; und Xs fiir eine Anzahl von Jahren und berechnet dann die
Korrelation zwischen X; und X5, so findet man eine positive Korrelation. Kau-
sale Interpretationen wie ”Wer trinkt, wird auch Priester” oder ”Wer Priester
wird, fingt frither oder spéter an zu trinken” sind aber vermutlich wenig reali-
stisch. Der Schlufl, dass nun deutlich werde, dass die Korrelationsrechnung eben
Ausdruck der fehlgeleiteten Neigung droger Formelfetischisten zu Kalauern sei,
denen das Spielen mit Zahlen Ersatz fiir den abhanden gekommenen Bezug zur
realen Welt sei, ist aber voreilig. Denn die Korrelation zwischen Alkoholkonsum
und der H#ufigkeit, mit der der Priesterberuf ergriffen wird, legt die Wirkung
einer dritten, nicht explizit in die Betrachtung aufgenommenen Variablen nahe,
die man global als ” Wirtschaftliche Situation” bezeichnen kénnte. Ist die ndmlich
schlecht und steigt also die Arbeitslosigkeit, so kann diese Situation fiir die einen
erhohten Alkoholkonsum bedeuten, wihrend sie fiir die anderen eine Hinwendung
zu den spirituellen Aspekten des Lebens nach sich zieht.

Natiirlich kann mehr als nur eine Variable auf die Beziehung zwischen zwei
bestimmten Variablen einwirken, d.h. die Korrelation 7o zwischen X; und X
kann durch gleichzeitige Einwirkung der Variablen X3, - - -, X} zustande kommen.
Zunéchst wird nur der Einflufl einer Variablen, X3, betrachtet.
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13.2 Der partielle Korrelationskoeffizient

Die Aufgabe besteht darin, ein Ma8 fiir die Korrelation zwischen X; und X5 zu
finden, das von der simultanen Wirkung der Variablen X3 auf X; und X5 befreit
ist. Es werde dazu angenommen, dass die Beziehung zwischen X7 und X3 sowie
die zwischen X5 und X3 linear sei. Dann gilt jedenfalls

X1 = a13X3; 4 b1z + u;
Xo; = G93X3; + bog + v; (13.1)

Dabei reprisentieren die u; die ”Mefifehler” bei der Vorhersage der X3; durch die
X1; und v; sind die ” Mefifehler” bei der Vorhersage der Xo; durch die X3;. Diese
Meffehler enthalten aber auch alle Aspekte der durch X7 bzw. X5 reprisentierten
Variablen, die durch X3 nicht vorhergesagt werden kénnen. Wir kénnen nun die
Beziehung zwischen den Variablen u und v betrachten: nach dem eben Gesagten
reprisentieren sie diejenigen Aspekte von X und Xs, die nicht auf die durch X3
reprisentierte Variable zuriickgefiithrt werden kénnen Aus (13.1) folgt dann

ui = X1; — 413X3; — b1z
v = XQZ' — &23X31' — 1)23 (13.2)

Bestimmt man nun die Korrelation zwischen den Variablen v und v (die w;, v;
sind die Realisierungen dieser beiden Variablen), so erhilt man eine Korrelation
zwischen den beiden urspriinglich interessierenden Variablen X; und X5, die vom
Effekt der Variablen X3 ”bereinigt” worden sind. Diese Korrelation ist durch
Kov(u,v
r(u,v) =123 = Kov(u,v) (13.3)
SuSy

gegeben. Dabei soll die Schreibweise r19 3 andeuten, dass es sich bei r(u, v) um die

Korrelation zwischen den vom Effekt der Variablen X3 ”bereinigten” Variablen
X7 und X5 handelt.

Die Korrelation r(u,v) hat einen speziellen Namen:
Definition 13.1 Die Variablen X1, Xo und X3 haben mindestens Intervallska-

lenniveau und geniigen den Bedingungen (13.1). Dann heifst die in (13.3) ein-
gefiihrte Korrelation r(u,v) partielle Korrelation; sie wird mit ri2.3 bezeichnet.

Da nun v und v in (13.2) mit X;, X2 und X3 verbunden werden, liegt es nahe,
r12.3 durch die Korrelationen zwischen diesen Variablen auszudriicken. Es gilt

Satz 13.1 Es werde angenommen, dass die Variablen X1, Xo und X3 den eben
beschriebenen Bedingungen geniigen. Dann gilt

Tlog = 12 — 113723
. \/(1 - 7”%3)(1 - 7“%3)

(13.4)
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Den Beweis des Satzes findet man im letzten Abschnitt dieses Kapitels.

Sind die drei Variablen X;, X2 und X3 gegeben, so konnen natiirlich die
Korrelationen zwischen irgendzwei von ihnen bei Auspartialisierung der jeweils
dritten berechnet werden. So gilt

13 — 12723 (13.5)
\/1_7"%2\/1_7“%3
——_— 723 — T'12713

. \/1_7“%2\/1_7"%3

Es sollen noch einige Eigenschaften von partiellen Korrelationen angemerkt wer-
den; dabei beziehen wir uns auf 7193, die Aussagen fiir die anderen partiellen
Korrelationen sind natiirlich analog.

3.2 =

(13.6)

Es gelte r12.3 = 0. Aus (13.4) folgt, dass dieser Fall genau dann eintritt, wenn
7192 = 113723 ist. In diesem Fall kommt also die Korrelation zwischen X7 und
X5 nur dadurch zustande, dass auf beide Variablen die Variable X3 ”einwirkt”;
durch diese Redeweise soll aber noch nicht die Existenz einer kausalen Wirkung
postuliert werden! Denn im Prinzip ist es moglich, dass die Korrelationen zwi-
schen X7, X5 und X3 wiederum nur durch die Wirkung einer weiteren Variablen
X, zustande kommen. Das eingangs genannte Beispiel der Korrelation zwischen
der Haufigkeit der Wahl des Priesterberufs und des Alkoholkonsums kann hier
zur Illustration herangezogen werden.

Es sei r12.3 < r19. Man kann vermuten, dass es aufler der gleichzeitigen Wir-
kung von X3 noch andere Beziehungen zwischen X7 und X5 gibt, die moglicher-
weise auf andere Variablen Xy. X5, ... zuriickgefithrt werden kénnen.

Nun sei r19.3 > r12. Dieser Fall bedeutet, dass die Wirkung der Variablen X3
die Korrelation zwischen X7 und Xo reduziert. Aus (13.4) folgt aus ris2.3 > ri2

o — T12 — 713723
- \/(1 - 7'%3)(1 - 7’53)

> T2

und damit

19 — 113793 > 112/ 1 — r132¢/1 — 1932

d.h.

r1a(1 — V1 — 11321 — 1932) > 713793

Wegen 713 < 1, 193 < 1 folgt 0 < /1 —7r132v/1 —re32 < 1. Es sei zunichst
0 < r12 Man sieht nun, dass die obige Ungleichung stets erfiillt ist, wenn (i) r13
und 793 unterschiedliche Vorzeichen haben, denn dann ist ri13723 < 0, oder wenn
(ii) wenigstens eine der beiden Korrelationen ri3, ro3 gleich Null ist. Betrachten
wir zunéichst den Fall (i); es sei r13 > 0, r23 < 0. Grole Werte von X3 bedeuten
kleine Werte von X9 und umgekehrt, wihrend grofle Werte von X3 auch grofie
Werte von X; bedeuten. Die gleichzeitige Einwirkung von X3 auf X; und X,
bewirkt also z.B., dass ein groflerer Wert von X, einen kleineren Wert von Xo
impliziert und umgekehrt. Diese Gegenlaufigkeit der Einwirkungen bewirkt eine
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Reduktion der Kovarianz von X; und X5. Partialisiert man den Effekt von Xj
heraus, so muf} sich die Kovarianz zwangslaufig erhchen.

Im Falle (ii) wirkt X3 nur auf eine der Variablen X7 und Xs. Es sei 193 = 0;
dann wirkt also X3 nicht auf X5. Aber X3 wirkt noch auf X; und erzeugt damit
eine Variation in den Werten von X7, die nicht auf die von Xy zuriickgefiihrt
werden kann, und dies reduziert wiederum die Kovariation von X7 und Xs. Aus-
partialisieren von X3 mufl deshalb zu einer Erhchung der Kovariation von X3
und X5 fiithren.

Beispiel 13.1 In Beispiel 2.1 wurde die Beziehung zwischen X; = Merkfdhigkeit
und X2 = Alter betrachtet; eine Querschnittsuntersuchung ergab eine lineare Be-
ziehung mit negativer Steigung zwischen den beiden Merkmalen. In einer neuen
Untersuchung habe man 100 zufillig ausgewéhlte Personen im Alter (X3) zwi-
schen 20 und 70 Jahren beziiglich (i) ihrer Merkfiahigkeit (X;) und (ii) beziiglich
des intellektuellen Trainings (X3) getestet; die Problematik der Erfassung einer
solchen Variablen soll hier nicht weiter diskutiert werden. Zwischen Merkfahigkeit
und Alter ergab sich die Korrelation r1o = —.5. Zwischen der Merkféhigkeit und
dem Training ergab sich eine Korrelation r13 = .8, und zwischen Alter und Trai-
ning wurde ry3 = —.6 berechnet. Um den reinen Alterseffekt auf die Merkfihigkeit
besser abschétzen zu kénnen, soll die Korrelation zwischen Alter und Merkfihig-
keit nach Herauspartialisieren des Effekts des Trainings berechnet werden. Diese
ist die partielle Korrelation r19.3. Nach (13.4) ist

o3 = 12 — 13723 _ —5— .8(—.6)
T VItV —re? V1 - 821 - 62

Der Determinationskoeffizient fiir diese ”bereinigte” Korrelation ist 77, 3 = .002,
d.h. die Variation der jetzt vorhergesagten Merkfihigkeitswerte betrdgt nur .2
% der Variation der tatséichlich gemessenen Merkfihigkeitswerte. Dies bedeutet,
dass das Altern noch keinen Verlust der Merkfihigkeit nach sich ziehen muf,
dass aber Variablen, die mit dem Altern korrelieren, wie zunehmende Bequem-
lichkeit, mangelnde Anregung, Dominanz von Routinetétigkeiten, einen Verlust
der Merkfihigkeit nach sich ziehen kénnen.® O

= —.04.

Beispiel 13.2 Es sei X; die Note, die ein(e) Student(in) der Psychologie im
Diplom erhilt, und Xy sei die Punktzahl des/der gleichen Studenti(e)n in der
Statistikklausur. Die Korrelation zwischen X7 und X5 betrage ri5 = .5. Weiter
sei X3 ein Maf fiir das Interesse an qualitativ-phdnomenologischen Betrachtungen
psychologischer Variablen. Die Korrelation zwischen dem Merkmal ” Diplomnote”
und X3 sei r13 = .05; dies bedeutet, dass das Interesse an der phinomenologische
Psychologie weder auf ein gutes noch auf ein schlechtes Diplomzeugnis schlieflen
1a8t. Die Korrelation zwischen der Punktzahl in Statistik (X3) und X3 aber be-
trage ro3 = —.7, d.h. je ausgepréigter das Interesse an der phdnomenologischen
Psychologie, desto schlechter fallen die Klausuren aus, und umgekehrt.

5Diese Aussagen stellen sicherlich eine starke Vereinfachung dar; hier geht es nur um das
Prinzip der partiellen Korrelation.

51



Es soll nun die Diplomnote aufgrund der Ergebnisse der Statistikklausur vor-
hergesagt werden. Da 115 = .5, betrdgt der Anteil der Varianz der anhand der
Statistikklausur wvorhergesagten Diplomnoten an der tatsdchlichen Varianz der
Diplomnoten nur .25, d.h. 75 % der Varianz der Diplomnoten werden durch an-
dere Faktoren erzeugt. Es wird nun vermutet, dass das Herauspartialisieren des
Interesses fiir die phénomenologische Psychologie die Vorhersage aufgrund der
Statistikklausur verbessern kénnte. Es ergibt sich dann

12 — Tr13723 . b—.05-—-7
VI—r132/T =132 V1 —.052V/1 - .72
”Bereinigt” man also die Variablen ” Klausurerfolg” und ” Studienerfolg” (Diplom-
note) vom Effekt der Variablen ”Interesse an der phénomenologischen Psycholo-
gie”, so laBt sich der Studienerfolg besser aufgrund des Klausurerfolgs vorhersa-
gen; immerhin ist 7%, ; = .56, d.h. 56 % der Varianz der Diplomnoten sind auf
die Variation der Klausurpunkte zuriickfithrbar. Vermutlich sind der Klausurer-
folg einerseits und der Studienerfolg andererseits auf Variablen wie Intelligenz,
Arbeitsdisziplin, Interesse an den zu erlernenden Bereichen etc. zuriickfithrbar.
Die Erhohung der Vorhersagekraft des Klausurerfolges durch Herauspartialisie-
ren des Interesses an der Phéanomenologie ergibt sich daraus, dass einerseits diese
Variable mit dem Klausurerfolg negativ korreliert, mit der Kriteriumsvariablen
Diplomnote aber nicht korreliert. Etwas vergrobert ausgedriickt kann man sagen,
dass sich jemand, der sich fiir die Phéinomenologie interessiert, sich nicht fiir die
Statistik erwérmt, und wer sich fiir Statistik interessiert, hat geringes Interesse an
der Phanomenologie. Unterschiede hinsichtlich des Interesses an der Phénomeno-
logie erzeugen also Unterschiede im Klausurerfolg. Da aber das Interesse an der
Phéanomenologie kaum mit dem Studienerfolg korreliert, ist das Phénomenologi-
einteresse fiir die Vorhersage des Studienerfolges irrelevant. Da dieses Interesse
aber den Pridiktor ”Klausurerfolg” beeinfluflt, wirkt es wie eine Storvariable, die
durch das Herauspartialisieren eliminiert wird. O

=.75.

23 =

Das Auspartialisieren von Variablen kann also eine Korrelation zwischen zwei
Variablen verringern oder gar auf Null bringen; die herauspartialisierte Variable
hat dann einen Scheinzusammenhang zwischen den urspriinglich betrachteten
Variablen erzeugt.

Variablen, deren Auspartialisierung die urspriingliche Korrelation erhéht, hei-
Ben auch Suppressorvariable; sie werden bei einer an sich guten Pradiktorvariablen
miterfafit und erzeugen eine in bezug auf das interessierende Kriterium irrelevan-
te Variation der Pradiktorvariablen. Damit wunterdricken sie, werden sie nicht
explizit in Rechnung gestellt, die Vorhersagekraft der Pradiktorvariablen, obwohl
sie selbst unabhéngig vom Kriterium sind.

13.3 Der semipartielle Korrelationskoeffizient

Gelegentlich kann es von Interesse sein, eine Variable X3 nicht aus beiden Varia-
blen X; und X, herauszupartialisieren, sondern nur aus einer. Man spricht dann
von einer semipartiellen Korrelation.
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Beispiel 13.3 Eine Beraterfirma fithrt regelmé8ig Seminare fiir dynamische Jung-
manager durch. Am Ende eines Seminars 148t sie die Leiter durch die Teilnehmer
auf Ratingskalen beurteilen: X soll die Fihigkeit zur Einnahme einer Fithrungs-
position abbilden, X5 das Ausmaf, in dem die betreffende Person ”sympathisch”
ist, und X3 eine Schéitzung der ”Intelligenz”. Man kann davon ausgehen, dass alle
drei Variablen positiv miteinander korrelieren. Man kann nun untersuchen, wie
sehr X; und X5 miteinander korrelieren, wenn Xo von X3 bereinigt worden ist.
Es gelte
Xoi =a13X3; +biz+u;, t=1,---,n

so dass
u; = Xo; —a13X3; — bi3

folgt; u = (u1,- -+ ,uy) ist die von der Intelligenz bereinigte Sympathievariable.
Die Korrelation r( X7, u) ist die semipartielle Korrelation zwischen Fiithrungsfihig-
keit und Sympathie. O

Eine explizite Formel fiir 7(X7,u) leitet man analog zu den Partialkorrelationen
her. Es geniigt, hier das Resultat anzugeben:

r _ T2 — 713723
1(23) = = /— >
29 V1-13

wobei die Schreibweise rq(33) anzeigen soll, dass die Korrelation zwischen den
Variablen X7 und X5 unter Herauspartialisierung der Variablen X3 aus X5 be-
rechnet werden soll.

(13.7)

Das Prinzip des Herauspartialisierens kann fortgesetzt werden. So kénnte
man aus der ”Sympathie”, die man fiir einen (Management-)Lehrer empfindet,
noch das Merkmal ”hat Erfahrung” (X4) herauspartialisieren, oder Xs: ”so-
ziale Kompetenz”. Man erhélt dann die Partialkorrelationen héherer Ordnung
T1.23 = T1(2.3), T1.234 = T'1(2.34), etc. Letztlich lduft dieses Vorgehen darauf hinaus,
dass ein Merkmal, das zur ”Vorhersage” etwa eines Merkmals X; herangezogen
werden soll, in konstituierende Komponenten zerlegt wird bzw. in Komponenten,
von denen zumindest angenommen wird, dass sie die urspriingliche Pradiktorva-
riable konstituieren. Benennt man diese Komponenten mit Xs,--- , X, so wird
man auf ein Modell der Form

X1 = baXo; + b3 X3 + -+ bp Xy + € (13.8)

gefithrt. Man spricht dann von der multiplen Korrelation; diese wird im folgenden
Kapitel besprochen.

13.4 Anhang: Beweis zu Satz 13.1

S

=1 — 1323 — bi3
=X

9 — 23 T3 — bo3

S
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und folglich ist

Kov(u,v) = %Z(Uz —u)(v; —v) =
i=1

n

1 _ . _ _ . _
= (10 — 71 — a13(x3i — ¥3)) (w2 — T2 — ao3(z3i — T3)).
i=1
Fiihrt man die Abkiirzungen x1; = X1; — %1, T9; = Xo; — To und x3; = X3; — T3
ein und beriicksichtigt, dass

o S1 N S1 N 82
a12 =Tr2—, a13 = Tr3—, a23 = T23—
52 53 53

gilt, so erhélt man, setzt man diese Ausdriicke in den fiir Kov(u,v) ein,

S1 S92
= (w1 — w3irio—) (w2 — w3im3—) =
n “ 82 53

S2 S1
= - E (xuxm — T1;T3;T23— — 9621373#12 —i— 36317'127“23*) =
n “ ] S3 S3
1=

1o s21
= n Z L13L2 — T237* lezx?n
S1 1
- 7“12** Z T2iT3i + 7"127”13** Z L3 (13.9)

Nun ist aber 3, 1;79;/n = @128, >, ¥1;23i/n = G138 etc, und nach Substitution
der in (13.9) gegebenen Ausdriicke fiir a15 etc hat man

KOV(Ua U) = T125152 — 7137235152 — 7127235153 + 7127235153,

d.h.
Kov(u,v) = (r12 — r137r23)s152. (13.10)

Es bleibt, die Standardabweichungen s,, und s, der Variablen u und v zu bestim-
men. Dazu werde (13.1) betrachtet: hier entspricht z.B. X; der Kriteriumsvaria-
blen Y, X3 entspricht der Pradiktorvariablen X und u entspricht dem ”Fehler”
e in dem in Abschnitt 3.4 behandelten Modell. Dann entspricht s, der Stan-
dardabweichung s(e), d.h. dem Standardschétzfehler. In Kapitel 7 war dafiir der
Ausdruck s(e) = s(y)v1—r? gefunden worden. Setzt man dafiir die in (13.1)
auftretenden Groflen X, Y und e ein, so erhélt man

su=s(u) =51V 1 —7r132, sy, =5(v) = s/ 1 — 1232

Damit ist dann
KOV(”LL, v) N 12 — 13723

suse V1-risy/1-ri

2.3 =
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