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1 Wachstumsprozesse

1.1 Einfiihrung

Wenn eine Gréfle im Laufe der Zeit zunimmt, kann man von einem Wachs-
tumsprozess sprechen. Wéchst die Bevolkerung in einem Land, vermehren
sich Bakterien in einer Petrischale, vermehrt sich ein Vermoégen durch Ver-
zinsung, nimmt die Verkehrsdichte auf einer Autobahn zu, so hat man es
mit Wachstumsprozessen zu tun. Mathematisch kann man einen Wachs-
tumsprozess durch eine Funktion der Zeit abbilden. Der Wachstumsprozess
kann zufillige Elemente enthalten, so dass der Verlauf der beschreibenden
Funktion der Trajektorie z(t) mit 77 <t < Tb eines Zufallsprozesses gleicht.
Dabei kann es gelingen, x(¢) in der Form x(t) = f(¢) + e(¢t) darzustellen,
wobei f eine deterministische Funktion, d.h. eine Funktion ohne zufillige
Komponenten ist, und () ist eine Funktion, die die zufilligen Aspekte in
der betrachteten Grofle ist; der Kurs einer Aktie kann u.U. in dieser Weise
beschrieben werden. f wird dann auch als Trend bezeichnet. Im Folgenden
werden zunéchst nur Trendfunktionen betrachtet. Dabei wird angenommen,
dass f eine differenzierbare Funktion der Zeit ist, d.h. es wird angenommen,
dass fiir alle t € [T1,T) der Limes?

. ft+A) — f(t)  df(t)
Al At T

= f'(t) (1)
existiert.

Beispiel 1.1 Ein einfaches Beispiel ist das lineare Modell. Hier ist die Funk-
tion f durch

ft)=a-t+b (2)
gegeben. Fiir (1) erhilt man
. a-(t+At)+b—a-t—b) . aAt
A Al = ar = ®

d.h. die Bildung des Grenzwerts fiir At — 0 ist trivial, da sich At her-
auskiirzt. Der Zuwachs ist unabhéngig von t stets gleich a. Man denke an

eine Badewanne, die bei gleichbleibendem Zulauf von Wasser gefiillt wird.
0

Haufig ist der Zuwachs aber nicht unabhéngig von ¢; so kann der Zuwachs
im Zeitpunkt ¢ proportional zum Wert von f(t) sein, so dass®

ft+At) = f(t) +pf(t), 0<t<oo (4)

2Die Bezeichnung [T17T2) bedeutet t; <t < T3, d.h. t kann den Wert T nicht anneh-
men. Das ist z.B. der Fall, wenn T5 = oo ist.

3A ist das grofe Delta, im Unterschied zum kleinen Delta, 6. Das grofie Delta A wird
iiblicherweise zur Bezeichnung eines Unterschieds bzw. einer Diffferenz verwendet.




gilt. Hier ist p eine Zahl, von der sich zeigen 148t, dass sie im Allgemeinen von
At abhéngt, und pf(t) ist ein Anteil von dem Wert, den f zum Zeitpunkt ¢
annimmt. Dieser Ansatz wird im folgenden Abschnitt 1.1 diskutiert.

f kann unbegrenzt oder begrenzt wachsen; begrenztes Wachstum wird
von Abschnitt 1.4 an diskutiert. Die Bevolkerung eines Landes wichst im
Allgemeinen nicht unbegrenzt; von einem bestimmten Zeitpunkt an wichst
sie immer langsamer und strebt asymptotisch gegen einen maximalen Wert
fmax < 0o. Unter Umsténden wird sie auch kleiner, nachdem sie einen ma-
ximalen Wert erreicht hat. Wéchst die Gréfle unbegrenzt {iber dem betrach-
teten Zeitintervall, so gilt f/(t) > 0 fiir alle t € [T}, T). Wiichst sie asym-
ptotisch gegen einen maximalen Wert, so gilt f'(t) > 0; f'(¢t) = 0, wenn
zum Zeitpunkt ¢t das Maximum bereits erreicht wurde. Ein im Prinzip un-
begrenztes Wachstum kann man bei einer Bakterienpopulation (Zellteilung)
beobachten: die Population wiirde wachsen, wenn die Petrischale unbegrenzt
wére. Eine analoge Situation hat man, wenn man sagt, der Verkehr ndhme
jedes Jahr um einen bestimmen Prozentsatz zu. In der Realitédt wird es
aber kein unbegrenztes Wachstum geben, weil irgendwann alle Autobahnen
komplett mit Autos gefiillt sein werden und jede nicht schon von H&usern
bedeckte Flache von Autobahnen und Strafien iiberbaut sein wird. Die von
den Autofabriken téglich produzierten Fahrzeuge miissen, weil es sonst kei-
ne freie Flidche mehr gibt, in immer hoheren Tiirmen gestapelt werden,
deren Hohenwachstum anfianglich durch ein lineares Modell der Form (2)
modelliert werden kann, wobei aber letzlich von einem begrenzten Wachs-
tum ausgegangen werden muf}, da wegen der allgemeinen Verstopfung kein
Material fiir Autos und Tiirme mehr angeliefert werden kann?. Die Popula-
tion der durch einen Virus infizierten Personen wird spétestens dann nicht
mehr wachsen, wenn alle suszeptiblen (ansteckbaren) Personen infiziert sind.
Die Charakterisierung eines Wachstumsprozesses als unbegrenzt, wie sie im
folgenden Abschnitt vorgestellt wird, wird also im Allgemeinen nur eine
Approximation des Prozesses fiir einen ersten Teilabschnitt des Intervalles
[Ty, Ts) sein.

1.2 Exponentielles Wachstum

Vorbemerkung: Es sei zuniichst daran erinnert, dass fiir’® g(t) = ce,
c,A#0und 0 <t < oo

dg(t)

2 =g (1) = A = N (1) (5)

4Anhinger der Theorie, dass nur konomisches Wachstum unseren Wohlstand sichert,
konnen allerdings auf die Moglichkeit verweisen, ein zweites, nun aber unterirdisches Au-
tobahnsystem zu bauen, und/oder ein Autobahnsystem auf Stelzen iiber dem alten zu
errichten, etc. Dieser Ansatz kann hier nicht weiter vertieft werden.

5\ = lambda, griechischer Buchstabe, entspricht dem lateinischen .



gilt. Umgekehrt folgt aus der Differentialgleichung ¢'(t) = Ag(t), dass g(t) =
ceM. Wie in der Theorie der Differentialgleichungen gezeigt wird, ist die
Losung fiir f eindeutig (Satz von Picard-Lindelof).

Satz 1.1 Die Funktion f reprdisentiere eine Grifle, die mit der Zeit t wach-
se, so dass (i) f(t) > 0, (i) f'(t) = df(t)/dt > 0 fir t > 0; insbesondere
gelte

ft+At) = f(t)+p(At)f(t), 0<At< oo (6)

mit p(At) > 0 fir At > 0 und p sei mindestens einmal differenzierbar
beziiglich At. Dann gilt

ft) =ce, ¢>0. (7)

Anmerkung: Der Proportionalitdtsfaktor p mufl notwendig als eine Funk-
tion von At angenommen werden, soll nicht f(t) = fo, fo eine Konstan-
te gelten. Denn der Ansatz (6) impliziert f(t + At) = (1 + p)f(t), und
p =konstant bedeutet df /dAt = 0 fiir alle At, d.h. f verédndert sich nicht
mit At und damit auch auch nicht mit ¢, entgegen der Annahme, dass f
einen Wachstumsprozess (df (t)/dt > 0) beschreiben soll. O

Beweis: Zunichst wird gezeigt, dass f(0) # 0. Denn es sei f(0) = 0. Dann
folgt f(At) = f(0) + p(At)f(0) = 0 fir alle At > 0 im Widerspruch zu
f'(t) > 0; also folgt f(0) > 0 wegen (i). Dann folgt aber p(0) = 0. Denn
es sei At =0, so dass f(t) = f(t) + p(0)f(t), also 0 = p(0) f(t), und wegen
f(t) >0 fiir 0 <t < oo folgt p(0) = 0.

Die Funktion p(At) ist zunéchst nicht bekannt, aber man kann eine Rei-
henentwicklung (Taylor-Reihe) fiir p ansetzen®, d.h. es moge

At? At3
p(At) = p(O)+Atp’(0)+7p”(0)+?p’”(0)+“'
2 3
= A0+ S (0) + S (0) +

gelten, wobei p/, p”, p””’ etc die erste, die zweite, die dritte etc. Ableitung von

p nach At sind. Fiir hinreichend kleine Werte von At gilt dann die Approxi-
mation p(At) ~ Atp'(0), woraus wegen p(At) # 0 auch p/(0) # 0 folgt. Aus
(6) ergibt sich mithin nach Division durch At > 0 die Diffferenzengleichung

Jt+A) = f(t) _APO)
o = SR ) = (01,

woraus sich durch den Grenziibergang At — 0 der Differentialquotient

F0) — i LEEAD =10

At—0 At =AM, A=70)

SWenn man nicht mehr weiter kann, schaut man sich die Reihe an!



ergibt, und diese Differentialgleichung hat bekanntlich die Losung f(t) =
ceM (vergl. (5)), also (7) mit f(0) = ¢ > 0. O
Anmerkungen:

1. Bedeutung des Parameters A I: Offenbar gilt

B (@) B AeeM
Cf(t)  ceM

d.h. X ist gleich der Verdnderung von f an der Stelle ¢ relativ zum Wert von
f an der Stelle t. Gleichzeitig ist A = p/(0). Wihrend p(At) = 0 ist fiir
At = 0, ist die Verdnderung von p fiir At = 0 ungleich Null und unabhéingig
von t.

2. Die Form der Funktion p(At): Die Funktion p(At) kann nun explizit
angegeben werden: aus (6) folgt insbesondere fiir ¢ = 07

oo~ LD —JO) ¥ J0) A1) sy

£(0) £(0) c

p'(0) = Miir alle t > 0, (8)

Verdoppelungszeit: Natiirlich kann man (6) fiir feste Zeitabschnitte At
betrachten, etwa fiir At eine Konstante. Insbesondere kann man fragen, fiir
welchen Wert von At = At, sich f(t) verdoppelt, so dass f(t+Atq) = 2f(¢).
Unter Beriicksichtigung von (7) findet man

f(t 4 Atd) — ce}\(t+Atd) — ce)\te/\Atd — 2C€At7

d.h.
e)\Atd — 2’
so dass | 5
Aty = % (10)

Aty ist demnach unabhéngig von ¢ und damit auch unabhéingig vom Start-
wert f(to). Atq heiBit Verdopplungszeit (doubling time).
Es ist log2 = .693147 ~ .7, und man erhilt aus (10)

7
Aty ~ —. 11
i~ (1)

So erhélt man fiir A = .05 den Wert Aty = 14.00. Hat man z.B. ein Kapital
von f(tp) und bekommt man pro Jahr 5% Zinsen darauf, so braucht es

7x100 70

Atd ~
05x100 5

14

Jahre, bis man sein Kapital verdoppelt hat. Nach weiteren 14 Jahren hat
man es um weiteres Mal verdoppelt und besitzt nun 4f(tg), nach weiteren

"Man kann den Ausdruck fiir beliebigen t-Wert anschreiben; fiir den Fall ¢t = 0 werden
die Ausdriicke einfacher, weil f(0) = c.



14 Jahren besitzt man 8f(¢y), etc. Allgemein hat man nach k£ Verdoppe-
lungszeiten sein Kapital um den Faktor 2* vervielfacht.

Natiirlich kann (11) verwendet werden, um den Wert von A aus beob-
achteten Verdopplungszeiten zu schétzen:

« 7
AR —. 12

At (12)
Beispiel 1.2 Verbrauch endlicher Resourcen: Analoge Betrachtungen
gelten fiir den wachsenden Verbrauch von Ressourcen. Im Jahre ty habe
man xo = f(tp) Barrel Ol verbraucht. Jedes Jahr wachse der Verbrauch um,
sagen wir 1.5%, d.h. A = .015. Die Verdoppelungszeit ist die Zeit, bis zu der

sich der Verbrauch verdoppelt hat:
70
Atd ~ TS ~ 47 Jahre

In 47 Jahren hat die Welt dann soviel Ol verbraucht wie in der gesamten
Zeit bis ty, bis zu dem Zeitpunkt also, bis zu dem =z verbraucht wurde.
Nach weiteren 47 hat man die Menge 4x¢ verbraucht, d.h. man hat nur in
diesem Zeitabschnitt so viel Ol verbraucht, wie insgesamt bis zum Zeitpunkt
2x¢ konsumiert wurde. Dieses exponentielle Wachstum hat seine Tiicken.
Denn angenommen, man habe nach k Verdoppelungszeiten gerade die Hilfte
der verfiigbaren Ressourcen verbraucht. Intuitiv wird oft angenommen, dass
man noch einmal den gesamten Zeitraum, der seit Beginn des Verbrauchs
der Ressourcen verflossen ist, um die zweite Halfte zu verbrauchen. Aber
dies ist ein Trugschlufl: man hat nur nocht eine Verdoppelungszeit. Also:
Benétigt man fiir den Verbrauch einer Ressource n Verdoppelungszeiten, so
hat man nach n — 1 Zeiten die Hélfte verbraucht und in der letzten, n-ten
Atgy-Zeit verbraucht man den Rest! O

Beispiel 1.3 Populationswachstum In Abb. 2, Seite 11, wird das Mal-
thussche Gesetz illustiert, demzufolge die Weltbevolkerun exponentiell wichst.
Abb. 1 illustriert das Wachstum einer Population als Funktion der Verdop-
pelungszeiten. Zum Zeitunkt ¢ = 2017 gibt es ca 76.5 Mi8lliarden MEnschen
auf der Erde. Schiatzungen zufolge betriagt dier Verdoppelungszeit ca. 35
Jahre, was einem A = .02 entspricht. Nach vier Verdoppelungszeiten , also
nach 140 Jahren, ist die Bevolkerung bei nahezu 123 Milliarden. Berachtet
man dazu den erwarteten Verlust an Landfliche durch den durch den Kli-
mawandel bedingten Anstieg des Meeresspiegels, so kann man sagen, dass
es eng wird, — es sei denn, die Wachstumsrate wird drastisch reduziert bzw.
andere Wachstumsmodelle wie das in Abschnitt 1.4 vorgestellte logistische
Modell beschreiben das Wachstum.

Es liegt nahe, zu vermuten, dass in den kommenden Jahrzehnten die
Bedingungen fiir ein exponentielles Wachstumm nicht mehr gegeben sein
werden. O



Abbildung 1: Bevolkerungszuwachs in Millliarden; A = .02, die Verdoppe-
lungszeit betriagt 35 Jahre
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1.3 Der diskrete Fall

Oft wird das Wachstum einer Gréfle nach festen Zeitintervallen bestimmt,
etwa das Wirtschaftswachstum, das nach jeweils einem Jahr bestimmt wird.
Es sei a das durchschnittliche Wachstum nach einer Zeiteinheit; es gilt dann

z(t+1)=2x(t) + az(t) = (1 + a)z(t). (13)
Beginnt man zum Zeitpunkt ¢ = ¢g, so hat man
2(to + 1) = (1 + a)z(t), x(to+2) = (1 + @)ty + 1) = (1 + @)?z(to),

so dass man nach n Zeitintervallen

z(to +n) = (1 + a)"z(to) (14)

erhélt.
Einen auf Jakob Bernoulli (1655 — 1701) zuriickgehenden Spezialfall
erhilt man fir x(tp) = 1 und a = 1; x(tp) entspreche einem Euro und

a = 1 sei die Verzinsung, die nach einem Jahr ausgezahlt wird. Dann ist
x(t1) = 2. Bernoulli betrachtete die Auszahlung fiir den Fall einer halbjéhr-
lichen Auszahlung, fiir die dann o = 1/2 ist; man erhélt

2
1 2
1 (1+2> = 1.5% = 2.25.



Bei einer monatlichen Auszahlung ergibt sich am Ende des Jahres

1 12
1- (14 =) =2.613035...
(+5)

Wird halbmonatlich ausgezahlt, so erhélt man

1 24
1-(1+ =] =2.663731...
(1431

etc, und fiir n = 1000 findet man

1000
1-(1+— = 2.716924...
< + 1000) 7169

Es 148t sich zeigen, dass

1 n
lim (1 + > =e=2.T1828... (15)
n—o0o n

e ist eine irrationale® Zahl und gehért zu den fundamentalen Konstanten in
der Mathematik. Mit h = 1/n hat man

lim (1+h)/" =
h—0

schreiben, und da auch xh — 0 fiir h — 0, erhilt man fiir « = x

x

. 1/zh z
%%((1”/1) ) = ¢, (16)

Fiir e* wird auch exp(z) geschrieben.
Eine alternative Herleitung von (16) ergibt sich aus (14); es ist

x(to +n)
z(to)

Der Quotient z(tg + n)/x(tp) ist unabhéngig von x bzw. von to und héingt
nur vom Zuwachs ab. Nun sei also x eine stetige Funktion ¢, und es soll
t+h
D) _ ), firalle b0
x(t)
gelten, wobei ¢ eine noch unbekannte Funktion von h, aber nicht von x ist;
sie ersetzt (1 4+ «)”. Dann folgt zunéchst

z(t+h) = ¢(h)z(t).

8Eine Zahl z heiBt rational (von lat. ratio = Bruch oder Quotient), wenn sie als Quo-
tient p/q zweier natiirlichen Zahlen p und ¢ drgestellt werden kann (natiirliche Zahlen:
1,2,3,...). Sie heiit irrational, wenn sie nicht durch einen Quotienten der Form p/q dar-
stellbar ist. So sind v/2 und 7 irrationale Zahlen. Irrationale Zahlen haben unendlich viele
Dezimalstellen ohne Periodizitét.

= (1+a)" (17)




und subtrahiert man z(t) von beiden Seiten und dividiert durch h, so erhélt

T e n ) et —a) o) 1

= z(t)

h N h h
Fiir h — 0 geht die linke Seite in
. x(t+h)—z(t) dx(t) ,
1 = pr—
B0 h a ~vW
iiber, und wenn man voraussetzt, dass der Limes
lim Lh) -1 =aq
h—0 h
existiert, erhédlt man wieder
2'(t) = ax(t), dh. z(t) = ce™. (18)

Man kann wieder nach der Anzahl ng von Zeiteinheiten fragen, nach denen
sich z(tg) verdoppelt hat. Es ist

2x(tg) = (1 4+ a)™z(ty),

so dass
log 2

" logllta) 1)

ng

Zur Bedeutung des Parameters )\ II: Bakterien teilen sich, und dieser
Prozess impliziert exponentielles Wachstum. Die meisten Tiere einschliefllich
der Menschen teilen sich nicht bei der Vermehrung, sondern erzeugen weitere
Mitglieder der Population und sterben. Gestorbene sind aber keine Mitglie-
der der Population mehr, und dieser Sachverhalt muf3 bei der Beschreibung
des Wachstums einer Population beriicksichtigt werden. Aulerdem kann ei-
ne Population durch Zuwanderung wachsen bzw. sich durch Abwanderung
verringern.

Es sei N(t) der Wert einer Population (genauer: die Anzahl der Mitglie-
der einer Population) zur Zeit t. Die Rate der Verénderung von N zur Zeit
t ist durch

dN (t)

= Geburten - Todesfélle + Migration (20)

gegeben; Migration reprisentiert die Ab- und Zuwanderungen. (20) heifit
auch Konservierungsgesetz fiir die Population: offenbar ist dN/dt = 0 wenn

Geburten = Todesfille - Migration (21)

gilt; gilt diese Beziehung, verdndert sich die Gréole N der Population nicht.
Um den tatséchlichen Verlauf von N(t) zu bestimmen, miissen weitere
Annahmen {iber die rechte Seite von (20) gemacht werden. Ein erster Ansatz

10



Abbildung 2: Wachstum der Weltbevolkerung, (a) McEvedy and Jones 1978,
UN 1994, (b) Daten aus Murray (1989)
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Source of Data: McEvedy and Jones 1978, UN 1994

besteht darin, die Migration zu vernachlissigen und die Zahl der Geburten
und der Todesfille jeweils proportional zu N anzunehmen. Man erhélt dann

dN (t

dt() =aN(t) = bN(t) = (a —b)N(t) = AN(t) (22)
wobei a der Proportionalititsfaktor fiir die Geburten und b der Proportio-
nalitdtsfaktor fiir die Todesfille ist. a —b gibt dann den ” Nettoeffekt” an: fiir
a—0b > 0 iiberwiegen die Geburten und die Population wichst, fiir a —b < 0
tiberwiegen die Todesfille und die Population stirbt aus. Mit A = a — b hat
man also die Gleichung dN/dt = NoAN(t), Ny = N(0). Die Gleichung hat
die Losung (vergl. Bemerkung zum Parameter A\ auf Seite 6)

N(t) = Noe. (23)

Sie wurde zunichst durch Malthus® bekannt, ist aber wohl vorher schon von
Euler diskutiert worden. In Abb. 2 wird das Bevilkerungswachstum von von
10 000 vChr bis heute angegeben; die Daten legen ein bisher exponentielles
Wachstum nahe.

1.4 Logistisches Wachstum

Den gezeigten Daten nach ist scheint der Malthussche Ansatz nicht gar so
falsch zu sein. Man kann aber davon ausgehen, daff das Wachstum irgend-
wann langsamer wird. Daten fiir einzelne Nationen bestédtigen diese Ver-
mutung: in den meisten untersuchten Léndern - aufler den européischen
Landern sind auch Linder wie Japan, Malawi, Agypten etc untersucht wor-
den - zeigen die Wachstumskurven Sattigungen, die in den globalen Daten

11



Abbildung 3: Pierre Verhulst (1804 - 1849)

der Abbildung 2 untergehen.

Das Wachstum ist exponentiell, wenn die Wachstumsrate A eine Kon-
stante ist. Soll das Wachstum nach einer gewissen Zeit gegen Null gehen,
so muf} die Wachstumsrate eine Funktion der Zeit sein, also A = A(¢), und
A(t) — 0 fiir grofer werdende Zeit ¢, denn fiir A = a = 0 ist ja dz(t)/dt = 0in
(7). Der belgische Mathematiker Verhulst!? wurde (1838) von der franzosi-
schen Regierung beauftragt, das Wachstum der Bevilkerung von Paris ab-
zuschétzen, da die Anzahl der Wohnungen (franzosisch logis) in Paris ent-
sprechend wachsen mufite. Verhulsts Ansatz ist dementsprechend als der
logistische Modell bekannt. Verhulst nahm an, dass die Bevolkerung nicht
grofler als ein bestimmter, kritischer Wert K sein konne, da die Bevolke-
rung ja aus der Umgebung mit Nahrung und Wasser versorgt werden mu$;
die Umgebung kann demnach eine Maximalzahl K gerade noch ”tragen”,
weshalb K auch als Trigerkonstante bekannt ist. Ist N(t) die Grofle der
Population zum Zeitpunkt ¢, so soll demnach N(t)/K < 1 sein. Also kann
man (Verhulst)

N(t)

) =r <1 - K) (24)

setzen, wobei r eine geeignet gewihlte Konstante ist. Mit N(t) — K strebt
A(t) gegen 0. Man macht nun wieder den Ansatz (7), ersetzt aber die Kon-
stante ¢ durch A(¢) und erhélt nun die Gleichung

AN (t)
dt

:rN(t)( _NI((t)>’ r>0, K >0. (25)

In diesem Modell ist die Geburtsrate pro Kopf durch 7(1 — N/K) gegeben;

9Malthus, T.R. (1798) An Essay on the Principle of Population. Nachdruck bei Penguin
(1979)
19Pjerre-Francois Verhulst (1804 — 1849)
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sie ist also nicht konstant, wie A in (22) und (23), sondern héngt von N ab.
(25) charakterisiert das logistische Wachstum.

Natiirlich kann man fragen, warum man gerade die Funktion \(¢) in (24)
als Wachstumsrate annehmen soll. Eine Plausibilitdtsbetrachtung zu (25)
liefert eine erste Motivation: Multipliziert man die Gleichung aus, erhélt
man

dN (t)
dt

Der erste Term auf der rechten Seite, r N (¢), impliziert exponentielles Wachs-
tum. Der zweite Term — rN2(¢t)/K — impliziert, dass die Verinderung,
reprisentiert durch dN/dt, proportional zur momentanen Grofle N(t) der
Bevolkerung reduziert wird, wobei der Propotionalitéatsfaktor durch r N (t)/ K
gegeben sein soll. Die Verdnderung wird also proportional zur momentan ge-
gebenen Bevolkerungsgrofie N(t) reduziert. Eine weitergehende Begriindung
erhdlt man, wenn man spezifische Merkmale der Bevolkerung betrachtet,
vergl. den Abschnitt 1.5.

Systeme wie (22) und (25) haben verschiedene Gleichgewichtslagen. Dies
sind Werte fiir N, bei denen sich N nicht mit der Zeit &ndert, fiir die also
dN (t)/dt = 0 gilt. Fiir das exponentielle Wachstum (22) gibt es nur eine,
nédmlich N(0) = Ny = 0. Wird das System, d.h. die Population aus dieser
Gleichgewichtslage gebracht, wéchst es unbeschrankt fiir A > 0. Man sagt,
dafl System sei instabil fir A > 0. Fiir A < 0 kehrt es in die Gleichgewichts-
lage zuriick; das System ist dann stabil.

Fiir (25) ist die Bedingung dN(t)/dt = 0 fiir zwei Werte von N erfiillt:
(i) N(t) = 0, oder (ii) N(t) = N&. Im Falle (i) hat die Population gar
kein Mitglied mehr, sie ist entweder ausgestorben oder hat nie existiert.
Ist andererseits N(t) > 0, so impliziert (25), dass dN(t)/dt > 0 so lange
1 — N(t)/K > 0 (und natiirlich » > 0), also 1 > N(t)/K bzw. K > N(t).
Fiir N(t) — K folgt 1 — N(¢)/K — 0 und damit dN(t)/dt — 0. Fiir

=rN(t) - ———=

N(t) = No = K. (26)

ist dN(t)/dt = 0 und die Bevolkerung bleibt konstant. K heifit dementspre-
chend die Tragerkapazitit (carrier capacity) und reflektiert die Ressourcen,
von denen die Population lebt. Die Lage (26) ist stabil: weicht N nach unten
von K ab, kehrt der Wert von N wieder zu K zuriick. Die andere M&glich-
keit fiir einen Gleichgewichtzustand ist N (¢) = 0. Diese Lage ist instabil: die
kleinste Auslenkung zu N # 0 impliziert das Wachstum gegen K. Abb. 4
zeigt das Wachstum der Lebenserwartung in Norwegen zwischen den Jahren
1840 und 1990: auch diese Variable folgt sehr gut dem logistischen Modell.
Die Werte der Parameter » und K représentieren die Lebensbedingungen
der Population. Natiirlich kann man auch den Fall r < Obetrachten; fiir
1 - N(t)/K > 0 ist dann dN(¢)/dt < 0, d.h. N(¢t) wird kleiner mit wach-
sendem ¢, bis schliellich N(¢) = 0, d.h. bis die Population ausgestorben
ist.
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Abbildung 4: Wachstum der Lebenserwartung in Norwegen zwischen 1840
und 1990
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Veréndern sich die Lebensbedingungen, so kann ein neuer Wachstumspro-
zess beginnen, der iiber N, hinausfiithrt. Das bi-logistische Modell beschreibt
einen solchen fortgesetzten Wachstumsprozess:

Bi-logistisches Wachstumsmodell: Ein Beispiel ist das Bevotlkerungs-
wachstum von England zwischen den Jahren 1541 und 1975, vergl. Abb.
5. Das Interessante an diesen Daten ist, dass ein erster Wachstumsprozess
gegen 1650 abgeschlossen war, und erst gegen 1750 ein neuer Prozess, dies-
mal aber mit anderen Parametern startete. Abbildung 6 zeigt eine logistsche
Wachsturmskurve bei zeitabhéngigem Wert von K.

1.5 Interagierende Populationen

Modifikationen von (25) erlauben, eine Reihe von dynamischen Prozessen
zu interpretieren (d.h. zu verstehen), einschlielich physiologischer Prozes-
se. Eine interessante Erweiterung besteht in der Betrachtung interagierender
Populationen, etwa B und R. B kann z.B. eine Population von Beutefi-
schen sein, und R eine Population von Raubfischen; Volterra (1926) hat
insbesondere diese Wechselwirkungen zwischen dieser Art von Populationen
in der Adria betrachtet. Man spricht dementsprechend von Réuber-Beute-
Systemen. Das von Volterra vorgeschlagene Modell ist der Ausgangspunkt
fiir eine Klasse von Modellen, mit denen sich u.a. die Interaktionen von
Neuronenpopulationen, oder die Interaktionen von Pro- und Opponenten
in bezug auf eine bestimmte Meinung, beschreiben lassen. Hier soll nur der
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Abbildung 5: Die Population von England: Bi-logistisches Wachstumsmo-
dell, 1541-1975

M 1 99%
F 1 0/

P 90% E

35E 10 50% E

30fF 100f 10% J 3
F 1 1 4

10? L L L 19
1500 1600 1700 1800 1900 2000

T TR FETTERTETI FRTTEUTETY RRTRUTETE ITRRTRT IUTRTTTTL [NTEUTTTL FRUTEUETEL FRRTROTIn
1500 1550 1600 1650 1700 1750 1800 1850 1900 1950 20

00

Abbildung 6: Bi-logistisches Wachstumsmodell: K als Funktion der Zeit.
Nach Meyer & Ausubel (1999).
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Ansatz vorgestellt werden. Der besteht in den Gleichungen

T N - bP@) (27)
dljlz(ft) P(t)(eN(t) — d), (28)

wobei IV die Anzahl der Elemente in B und P die Anzahl der Elemente in
R ist. Formal besteht eine Ahnlichkeit zur logistischen Gleichung (25) (man
ersetze in (27) P(t) durch N(t)). Ausgeschrieben kann (27) in der Form

N'(t) = aN(t) — abN (t)P(t) (29)

geschrieben werden. Fiir b = 0 erhélt man N'(t) = aN(t), also exponenti-
elles Wachstum fiir N. Fiir b # 0 wird aber die Verdnderung N’ durch den
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Abbildung 7: Interaktion zwischen zwei Populationen: das Lotka-Volterra
Modell. (a) a =b=c=d=1, (b) a=1.7,b= .75 ¢ = .35, ¢ = .255; (c)
a=.5,b=.5,c=.5,d=.15
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Term abN (t)P(t) reduziert. N(t)P(t) ist die Anzahl der moglichen Paare
von Raub- und Beutefischen zur Zeit ¢t. Sind N und P grof}, so gibt es viele
todliche Treffen zwischen den beiden Arten und das Wachstum wird verrin-
gert (es gibt hier auch negatives Wachstum, d.h. N schrumpft). Fiir NP
klein wird N’ nur wenig reduziert und man erhélt ein gréfieres Wachstum
von N.

Die Gleichung (28) beschreibt die Verédnderung der Population P; man
erhiilt P = ¢N(t)P(t) — dP(t). (d ist hier nicht das Differential.) Fiir grofie
Werte von P wird das Wachstum von P reduziert. Fiir grofe Werte von N
verindert sich P schnell, d.h. die Population wéchst: es gibt viel Nahrung.
Fiir kleine Werte von N wiichst P nur schwach oder wird, wenn ¢N () P(t) —
dP(t) < 0, d.h. eN(t)P(t) < dP(t), sogar kleiner. Fiir N = 0 stirbt die
Population der Réuber exponentiell aus. Abbildung 7 zeigt die Form der
Interaktion fiir verschiedene Kombinationen von Parameterwerten.

Das System von Gleichungen (27) und (28) ist auch als Lotka-Volterra
System bekannt. Es ist das einfachste Modell fiir interagierende Popula-
tionen und liefert in guter Ndherung z.B. die Beziehung nicht nur zwischen
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Abbildung 8: Zustimmung zur Todesstrafe (I). Quelle: US Department of
Justice. Die Kurve wurde durch Anpassen des Klassischen epidemischen
Modells bestimmt.
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Fischpopulationen, sondern auch fiir die Wechselwirkung zwischen Hase und
Fuchs, etc. Interessant sind die Verallgemeinerungen z.B. fiir die Interaktion
von Enzymen, Neuronen etc. Eine Ubersicht findet man in Murray, (1989).

Modelle wie das Lotka-Volterra System sind zumindest dem Ansatz nach
geeignet, die Ausbreitung bestimmter Ansichten quantitativ zu erkldren.
Ansichten sind hierbei Aussagen, deren Wahrheit oder Falschheit nicht ein-
deutig bewiesen werden kann. Eine Ansicht wie die ”Die Arbeitslosigkeit ist
in Deutschland so hoch, weil die Lohne zu hoch sind” hat fiir eine Teilmenge
der Einwohner Deutschlands Evidenzcharakter, fiir eine andere Teilmenge
aber nicht; sie kann jedenfalls nicht aus allgemein anerkannten Axiomen
logisch hergeleitet werden. Gleichwohl gibt es Zeiten, in denen Ansichten
wie diese von mehr und mehr Personen adoptiert werden. Mit einer gewis-
sen Verzogerung beginnen dann diejenigen, die nicht dieser Ansicht sind,
ihrerseits ihre Meinung zu verkiinden und es kommt zu einer gewissen Inhi-
bierung der Ausbreitung der ersten Ansicht. Fin typisches Beispiel fiir eine
Ansicht, deren Wahrheit nicht bewiesen werden kann (und gegen die die em-
pirische Evidenz spricht) ist die, dass die Todesstrafe eine ebenso sinnvolle
wie zu rechtfertigende Strafe sei. In Abb. 8 werden Daten gezeigt, die die
Zustimmung sowie die Ablehnung der Aussage zur Todesstrafe zeigen. Die
Daten zeigen nur den oberen Zweig des Datenverlaufs. Offenbar ist die Zahl
der Anhénger gewachsen, ndhert sich aber einer Asymptote, dh einem Satti-
gungswert; aus der Menge der Indifferenten oder der Gegner der Todesstrafe
konnen keine Personen mehr mit der Ansicht infiziert werden. Abb. 9 zeigt
einen ausfiihrlicheren Datensatz, demzufolge die Zahl der Anhénger der To-
desstrafe in den USA zunéchst schrumpfte, um dann wieder anzusteigen
und erneut zu schrumpfen. Die Kurve fiir die Anzahl der Gegner der Todes-
strafe ist spiegelbildlich zu der der Proponenten dieser Strafart. Die Anzahl
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Abbildung 9: Zustimmung zur Todesstrafe (II)
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der Indifferenten wird im Mittel gleichzeitig immer geringer. Uber lingere
Zeitrdume wird man die Anzahl der Proponenten wie die der Opponenten
besser mit Systemen der Art des Lotka-Volterra Systems beschreiben.

2 Das klassische epidemische Modell

Dieses Modell ist eine Anwendung des von Pierre Verhulst entwickelten Mo-
dellszum Wachstum von Populationen zu modellieren. Erste Modelle gingen
von einem exponentiellen Wachstum aus, aber Verhulst hatte den Verdacht,
dass beim Bevolkerungswachstum Sattungsphdnomene auftreten, die das
Wachstum begrenzen.

Bei Ansteckungsprozessen kann diese Annahme ebenfalls gemacht wer-
den: je mehr Personen bereits mit einem Grippevirus infiziert wurden, desto
weniger kénnen noch angesteckt werden, umso langsamer breitet sich die
Krankheit aus, bis es schliefflich keine ”suszeptiblen” Personen mehr gibt.
Verhulst konnte 1838 mit seinem Modell das Wachstum der Bevolkerung
von Paris und damit die Anzahl der benétigten Wohnungen (logis) voraus-
sagen; deshalb wird in dhnlichen Zusammenhéngen vom logistischen Modell
gesprochen.

Einfache Modelle aus der Epidemiologie (Frauenthal (1980), p. 25) illu-
strieren die Konstruktion des Modells. Diese Modelle sind fiir die Psycholo-
gie deswegen interessant, weil sie ebenso einfache Modelle zur Ausbreitung
von Geriichten, Vorurteilen, Stereotypen, etc. darstellen. Dazu werden die
folgenden Annahmen gemacht:

Al: Gegeben sei eine Population mit konstantem Umfang N, d.h. es gibt
keine Geburten, Todesfille, Zu- oder Abwanderungen; im allgemeinen
wird dies die Teilpopulation der iiberhaupt Infizierbaren einer groferen
Population sein.

A2: Eine Person (allgemein: ein Element) aus der Population hat ein Merk-
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mal A (ist mit dem Geriicht oder Vorurteil infiziert), oder A (ist nicht
infiziert)

A3: A wird durch Kontakt weitergegeben, wobei es keine latente Phase
gibt

A4: Alle Personen (Elemente) der Population sind gleich infizierbar, und
alle Infizierten sind gleich ansteckend.

2.1 Das ”triviale” Modell

Hier wird N = oo angenommen. Das Modell ist nur deswegen interes-
sant, weil es die grundsétzliche Vorgehensweise bei der Konstruktion solcher
Modelle illustriert und den Ubergang zu einem realistischeren Modell mit
N < o erleichtert.

Es sei X (t) die Anzahl der Infizierten zur Zeit ¢, und es sei S die durch-
schnittliche Anzahl von Kontakten noch Infizierbarer, die zu einem neuen In-
fizierten pro Zeiteinheit und pro bereits Infiziertem in der Poplation fiihren.
X (t+ h) sei die Anzahl Infizierter zur Zeit ¢ + h. Dann gilt

X(t+h) = X(t) + BhX(t). (30)

X (t+ h) ergibt sich demnach aus der Anzahl X (¢) der zur Zeit ¢ Infizierten,
plus einem Anteil ShX (t) Neuinfizierter. Dieser Anteil ist proportional zu
X(t), denn es werden ja um so mehr infiziert, als es bereits Infizierte gibt.
Je grofler das Zeitintervall h ist, desto mehr Neuinfizierte wird es geben,
so dafl h ein Teil des Proportionalitdtsfaktors ist. S ist der andere Teil des
Proportionalitétsfaktors. Auf einer Party wird der Wert von 8 grof§ sein
und X wird schnell wachsen, da im Prinzip jeder mit jedem Kontakt macht.
Besteht die Population aus monadischen Individuen, so wird 5 nahe bei Null
sein, und X wird sehr langsam wachsen.

Analog zu dem Vorgehen in Abschnitt 1.2 ergibt sich aus (30) sofort die

Gleichung
X(t+h)—X(t)

()] (31)
woraus sich fiir h — 0 die Differentialgleichung
dX(t
"0 sx), (32)

ergibt. Sie hat, wie ja schon gezeigt wurde, die Losung
X(t) = zge™, (33)

Fiir t = 0 folgt X (0) = xo; xo ist die Anzahl der Infizierten zu Beginn des
Prozesses. Fiir 9 = 0 folgt x(¢) = 0 fiir alle ¢, d.h. es mufl mindestens ei-
ne(n) Infizierte(n) geben, damit iiberhaupt ein Ansteckungsprozess in Gang
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kommt. Das Modell ist sicherlich unvollstdndig, weil es nicht angibt, woher
die erste Infektion kommt, da diese den Annahmen entsprechend ja nur iiber
die Ansteckung verbreitet wird. S entspricht dem Parameter A in Gleichung
(7), vergl. die Bemerkung auf Seite 6.

Damit die Anzahl der Infizierten wéchst, mufl 5 > 0 gelten; 5 ist die
Wachstumsrate fiir die (Teil-)Population der Infizierten. Fiir ¢ — oo folgt
dann X (t) — oo, d.h. am Ende sind alle infiziert.

Populationen sind im Allgemeinen nicht unendlich grof}, so dafl man
N < oo annehmen muf. Die Gleichung (33) kann als erste N&dherung benutzt
werden, wenn t noch klein ist und N als grofl angenommen werden kann.
Eine allgemeine Losung fiir den Fall N < oo wird im folgenden Abschnitt
hergeleitet.

2.2 Das klassische epidemiologische Modell

Es sei N < co. Wenn X (¢) die Anzahl der Angesteckten zur Zeit ¢ ist, so
gibt es S(t) = N — X (t) Personen, die zur Zeit ¢ noch nicht angesteckt sind;
es wird S fiir diese Anzahl geschrieben, um anzuzeigen, dafl es sich um die
”Suszeptiblen”, also um die iiberhaupt Infizierbaren handelt. Jedenfalls gilt
dann

N = X (t) + S(t) = konstant. (34)

Man kann den Ansatz (30) nun verallgemeinern. X (¢) wird von der Anzahl
der moglichen Kontakte zwischen Infizierten und Nichtinfizierten abhéngen.
Da jede noch infizierbare Person mit jeder bereits infizierten Person in Kon-
takt treten kann, ist die Anzahl der mdglichen Kontakte gerade S(t)X (¢),

so dafl man
X(t+h)=X(t)+ BhX(t)S(t) (35)

ansetzen kann. Man erhilt daraus

X(t+h) — X(t)
h

= BX()S(), (36)

und fiir A — 0 ergibt sich die Differentialgleichung

dX (t)

—o = 0nlD), () = SHX (). (37)

Anmerkung (Bedeutung des Parameters (3): Es kann hilfreich sein,
sich die Bedeutung von £ in Gleichung (37) etwas expliziter klar zu ma-
chen: das Produkt n(t) = S(¢)X(¢) ist die Anzahl der mdglichen Kontakte
zwischen Suszeptiblen (Infizierbaren, S(¢)) und bereits Infizierten (X (¢))
zum Zeitpunkt ¢. Da jeder Kontakt einen Suszeptiblen in eine Infizierten
verwandelt, ist S(¢)X (¢) die mogliche Anzahl Infizierter zur Zeit ¢t Da ein
Neuinfizierter einem Kontakt zwischen einem Infizierten und einem Susze-
tiblen bedeutet, entspricht dX(¢) der Anzahl der Kontakte wéhrend des
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Zeitintervalls der Dauer dt. Betrachtet man
1

n(t)dt

als Wahrscheinlichkeit eines Kontaktes in einem Intervall der Dauer dt, so
ist )

dX(t X(t

n(t)dt  n(t)

die durchschhnittliche Anzahl von Kontakten'!, d.h. Neuinfizierten wihrend
des Zeitintervalls [¢,t 4 dt). X (t) ist die newtonsche Schreibweise fiir die De-
rivierte dX (t)/dt von X (t). Etwas anschaulicher ist vielleicht der Bezug auf
die Gleichung (36), wo 5 zum Quotienten (X (¢t + h) — X (¢)/h in Beziehung
gesetzt wird; S ist die durchschnittliche Anzahl von Kontakten pro Zeitin-
tervall von ”hinreichend kleiner” Dauer h.

Je grofler das Produkt S(¢) X (t) zur Zeit ¢ ist, je grofler also die Anzahl
der moglichen Kontakte zur Zeit t ist, desto grofler wird die Verdnderung
von X (t) zur Zeit t sein. Aus (34) folgt

S(t) = N — X(t);

setzt man diesen Ausdruck fiir S in (37) ein, so erhilt man

dX(t
0 ax@w - x () (39)
Dies ist die logistische Gleichung, die die Losung
N N — X(0)
Xt)=—— =———= a=N 4
() 1+A€_at7 X(O) ? o ﬁ>0 ( 0)

hat; die Herleitung von (40) findet man im Anhang, Seite 36, ihre Details
sind fiir das Folgende nicht wesentlich. Damit der Ansteckungsprozess iiber-
haupt in Gang kommt, muf§ X (0) # 0 sein.

Fiir t — oo folgt X(¢) — N, und fir t — 0 folgt X (¢t) — X(0), so dass
X(0) < X(t) < N. Das (deterministische) Modell impliziert also, da} am
Ende alle Elemente der Population bzw. der Teilpopulation infiziert sind,
sofern alle Elemente iiberhaupt infizierbar sind.

Die Gleichung (40) erlaubt es, X (t) in alternativer Form darzustellen.
Differenziert man die rechte Seite von (40) nach ¢, so erhélt man wegen
S(t)=N— X(t)

_dX(t) aN Ae=t

B (3 Aconz VO (41)

X(t)

HPithrt man n Bernoulli-Experimente mit dem Parameter p aus, d.h. hat man bei
einem Experiment entweder einen ”Erfolg” (mit der Wahrsccheinlichkeit p) oder einen
”Misserfolg” (mit der Wahrschheinlichkeit 1 — p, und sind die Experimente voneinander
unabhingig, so ist bekanntlich np die ”erwartete”, d.h. durchschnittliche Anzahl von Er-
folgen.
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Der Ausdruck auf der rechten Seite (also W (t) := X (t)) ist auch als epide-
mische Kurve bekannt.

Abbildung 10: Logistisches Wachstum der Anzahl Infizierter, (a) Anzahl der

Infizierten nach der Zeit ¢, GI (40), (b) Verdnderung der Anzahl Infizierter
zur Zeit t (epidemisches Wachstum W (t)), GL. (41).
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Beispiel 2.1 Es wird eine grofle Party mit N = 299 suszeptiblen Personen
und einer bereits mit einer ansteckenden Krankheit infizierten Person gefei-
ert, d.h. man habe N = 300 Teilnehmer. Der Parameter 5 ist so gewéhlt
worden, dass das Wachstum innerhalb eines Zeitintervalls der Lénge 1 (eine
Stunde, ein Tag, eine Woche, etc) stattfindet: dazu mufl 5 = .035 gesetzt
werden. Setzt man die 1 an der ¢-Achse fiir 1 Stunde, so sind nach einer
Stunde alle infiziert; auf einer ziemlich grofien Party kann so etwas passie-
ren. Nach Definition von § finden also pro ” Augenblick” im Durchschnitt
.035 Kontakte statt (vergl. Anmerkung zur Bedeutung on ). Abb. 10 illu-
striert den Verlauf der Infektionen. Abbildung 2.1 illustiert das Wachstum
der Anzahl Infizierter und die Verdnderung der Anzahl Infizierter mit der
Zeit t12. O

In analoger Weise kann man die Verédnderung von S(¢), der Anzahl der zur

Zeit t noch nicht Infizierten, beschreiben. Je grofier die Anzahl der mogli-

chen Kontakte zwischen Infizierten und Nichtinfizierten ist, desto schneller

wird die Anzahl der noch nicht Infizierten abnehmen, denn jeder Kontakt

bedeutet Infektion. Dementsprechend wird man die (Differential-)Gleichung
ds(t)

— = —BS(X(1) (42)

2Mein Dank gilt Dr. G. Frank fiir seinen Hinweis auf eine unklare Formulierung des
Beispiels in der vorangegangenen Fassung dieses Skripts
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ansetzen. Das Vorzeichen von $5(t) X (¢) ist hier negativ, da ja S in Abhéngig-
keit von der Anzahl der Kontakte kleiner wird. Aus (34) folgt X(t) =
N — S(t), so dafl man aus (42) die Differentialgleichung (DGL)

as(t

)~ s - s) (13)
erhélt. Sie entspricht der DGL (39); das Vorzeichen von (3 ist hier negativ,
weil ja S mit der Zeit kleiner wird. Wegen S(t) = N — X (t) ergibt sich die
Losung fiir S sofort aus der fiir X.

Zur Interpretation von (: Zunichst sei festgestellt, dal 5 von der Einheit
abhingt, in der die Zeit ¢ gemessen wird. Denn der Ubergang von einer
Einheit zur anderen (etwa Sekunden zu Minuten, oder umgekehrt) bedeutet,
dass man von t zu At = at, a > 0 iibergeht. Wird die Kettenregel auf (39)

angewendet hat man
dX (At) adX (At)

a YT aAr

d.h.
dX (At)

dAt
d.h. aber, wenn man wieder ¢ statt At schreibt,

a — BX(AD(N — X(At)),

ax() B
— = =X(t)(N — X(1)).
D= Pxinov - x )
Der Proportionalitidtsfaktor ist jetzt 8/a. Man kann nun wieder § fiir 5/a
schreiben; man sieht aber, dafl die neue Einheit den Wert des Faktors mit
bestimmt.

Aus (36) folgt

1 (X(t+h)—X(1)
— = . 44
(Mxos ) o
Demnach ist 5 gleich dem Anteil der Anzahl Infizierter, um die X (¢) nach
der Zeit h zunimmt, an der Gesamtzahl moglicher Kontakte X (¢)S(t) zur
Zeit t, geteilt durch h. Man kann dann nach der Zeit hy(t) fragen, die nétig
ist, damit gerade X (¢t + h) — X (t) = 1 ist. Wegen S(t) = N — X (t) erhélt
man

1 1
ha(t) <X(t)(N—X(t))> =B (45)

1/(X(t)(N —X(t))) =: p(1) kann als Wahrscheinlichkeit fiir einen bestimm-
ten Kontakt interpretiert werden, wobei idealisierend vorausgesetzt wur-
de, dass alle moglichen Kontakte die gleiche Wahrscheinlichkeit haben. (45)
kann dann in der Form

B=== (46)



geschrieben werden, d.h. § ist das Verhéltnis der Wahrscheinlichkeit eines
Kontakts zur Dauer, die fiir das Herstellen des Kontakts benttigt wird. Dem
Ansatz zufolge hat dieses Verhéltnis fiir alle ¢ den gleichen Wert. Gibt es viele
Moglichkeiten fiir einen Kontakt, so wird die Wahrscheinlichkeit fiir einen
bestimmten Kontakt klein; dafiir wird die Zeitdauer, die bis zum Abschlufl
(Infektion) eines Kontakt benétigt wird, entsprechend kurz. Gibt es wenige
Mboglichkeiten, so wichst die Wahrscheinlichkeit p(1) fiir einen der moglichen
Kontakte, aber dafiir wird die Wartezeit h; entsprechend lang.

3 Die logistische Verteilung

3.1 Die Definition der logistischen Verteilung

Verteilungsfunktionen, d.h. Funktionen vom Typ F(z) = P(X < z), haben
oft einen S-formigen Verlauf, so etwa die GauB-Verteilung (Normalvertei-
lung). Die Wachstumskurve in Abbildung (10) zeigt einen &hnlichen Verlauf,
und es stellt sich die Frage, ob man die Funktion (40) (Seite 21), ndmlich

N

X = T et

die der Abbildung (10) unterliegt, nicht durch geeignete Normierung in eine
Verteilungsfunktion verwandeln kann, — fiir eine Verteilungsfunktion muf}
ja 0 < F(x) <1 fiir alle  aus dem Definitionsbereich von F' gelten. Der
praktische Reiz einer solchen Ubung liegt darin, dass die Funktion (40) leicht
zu berechnen ist, zumindest im Vergleich zur Gaufl-Funktion, die durch ein
Integral definiert ist, das nicht in geschlossener Form darstellbar und deshalb
numerisch approximiert werden muf. Tatséchlich liefert die Normierung von
(40) eine vorziigliche Approximation fiir eine Gaufl-Funktion.

Es zeigt sich aber dariiber hinaus, dass gewisse theoretische Uberlegun-
gen auf eine Adaptation von (40) fithren.

Die logistische Verteilung ist durch

P(X <) = Fz) = !

_l-i-exp(_w)’ Oz:7r/\/§ (47)

ez

definiert. Mit 8 = «/o hat man

1 1
P(X < = =
X ) = o (@ —wB) ~ I1e P

und fiir x — —oo folgt offenbar F'(z) — 0, und fiir x — 400 folgt F(z) — 1,
so dass F' auf (—oo,+00) definiert ist. Der Erwartungswert E(X) und die
Varianz V(X) sind durch

E(X)=n, V(X)=0o’ (48)
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gegeben. Die zugehorige Dichtefunktion ergibt sich durch Differentiation:

_dF(z) _« < exp(—(z — p)a/o)) >

x) = =— 49
1@ =3 =5 \Tr oG- pajo)? 49)
Die logistische Verteilung #hnelt sehr der Gauischen Verteilung (vergl. Abb.11,
Seite 27).

Es ist

oty (= (z ~ wa/e)
L) = T — /o))
so dafl (49) in der Form
fo) = ED _ gy @) = pE@) 1 - F@)  (50)

dx o

geschrieben werden kann, mit 5 = «/o. Dies ist eine Differentialgleichung,
die der Gleichung (39) entspricht, allerdings ohne dass x von der Zeit ¢
abhéngt.

Es stellt sich die Frage, welche Eigenschaften der zufilligen Verdnderli-
chen X implizieren, dass die Verteilungsfunktion und damit die Dichte von
X durch die logistische Verteilung gegeben sind. Es liegt nahe, X in einen
Zusammenhang mit Wachstumsprozessen zu bringen, wie sie zum Beispiel
im klassischen epidemiologischen Modell betrachtet wurden. Teilt man die
Gleichung (39) durch N, so erhilt man

1 dX(t) N - X(t) X(t) (N - X(t)
Noa X0 —g :N6N< N )

und setzt man (i
ri =" g (51)

so erhilt man

d(X(t)/N) _ dFy(t)
dt o dt

:/B*Fx(t)(l _F:(:(t))' (52)

F,(t) ist der Anteil der Infizierten an der Gesamtpopulation der iiberhaupt
Infizierbaren, zur Zeit ¢; man kann Fy(t) als die Wahrscheinlichkeit auf-
fassen, zur Zeit ¢ auf einen Infizierten zu treffen, wenn man zufillig eine
Person aus der entsprechenden Person wihlt, und wenn der Prozess seit ¢
Zeiteinheiten lauft. Insofern entsprechen sich die Bedeutungen der Gleichun-
gen (50) und (52). Andererseits mufl man sehen, dass die Anzahl X (¢) von
Infizierten implizit als durchschnittliche Anzahl von zur Zeit ¢ Infizierten
angesehen werden muf}, denn grundsétzlich ist der Ansteckungsprozess ja
stochastisch definiert: nicht Infizierte und Infizierte treffen zuféllig aufein-
ander, und 148t man den Proze unter identischen Bedingungen mehrfach
ablaufen, so wird die Anzahl £(t) der zur Zeit ¢ tatséchlich Infizierten bei

25



jedem Durchlauf anders ausfallen, so dass X (¢) als deterministisch definierte
Grofle nur die mittlere oder erwartete Anzahl sein kann. Somit lége es nahe,
X (t)/N mit dem Erwartungswert p in (50) in Verbindung zu bringen, wobei
man jetzt p als Funktion der Zeit auffasst, u = u(t). Dann ergibt sich aber
die Frage, was die zuféllige Verédnderliche X représentiert, schliefSlich muf}
fiir die logistische Verteilung ja —oo < X < oo gelten, und dariiber hinaus
wird impliziert, dass die logistische Verteilung durch eine Funktion p(t) de-
finiert ist, die ihrerseits einer logistischen Wachstumskurve entspricht. Wie
es scheint, ist eine direkte Beziehung zwischen der logistischen Verteilung
und der logistischen Funktion nicht leicht herzustellen. Es geniigt fiirs Er-
ste, die logistische Verteilung nur analog zur logistischen Funktion zu sehen:
F(x) = P(X < z) wichst fiir kleine Werte von F' zunichst angenihert ex-
ponentiell mit z, dann approximativ linear und geht chliefflich asymptotisch
wie 1 — exp(—at) gegen 1. Meistens wird die logistische Verteilung einfach
als eine relativ gute Approximation an die Normalverteilung gewihlt, die
den Vorteil hat, eine geschlossene Formel fiir F'(z) zu haben. In anderen
Anwendungen, etwa in der Theorie psychometrischer Tests, wird die logisti-
sche Verteilung gewéhlt, weil sie bestimmte wiinschenswerte Eigenschaften
hat. Darauf wird in Abschnitt 3.3 ndher eingegangen. In den Abschnitten
3.3 und 4 werden weitere Beziehungen zwischen logistischer Funktion und
Wahrscheinlichkeiten aufgezeigt.

3.2 Logistische versus Gauf3-Verteilung

Die Verteilungsfunktionen fiir die Gauf3-Verteilung einerseits und die der lo-
gistische Verteilung andererseits sind auflerordentlich &hnlich (bei geeigneter
Wahl der Parameterwerte), wéhrend bei den Dichtefunktionen gewisse Un-
terschiede deutlich werden: die logistische Dichte ist etwas schmaller, nimmt
dafiir im Zentrum hohere Werte an; weitere Unterschiede finden sich an den
Enden der Dichtefunktionen (vergl. Abbildung 11). Die logistische Dichte
geht wie eine Exponentialfunktion exp(—ax) und damit langsamer als die
Normalverteilung gegen Null, die wie exp(—x2/202) gegen Null geht.

Die logistische Verteilung (47) ist im Vergleich zur GauB-Verteilung leicht
zu berechnen, da fiir die Gauf3-Verteilung kein geschlossener Ausdruck fiir
das Integral existiert. Dies legt nahe, Die logistische Verteilung als Approxi-
mation fiir die Gau-Verteilung zu beniitzen. Diese Moglichkeit erweist sich
als besonders niitzlich, wenn es darum geht, den Effekt unabhéngiger Va-
riablen auf die Haufigkeit des Eintretens bestimmter zufilliger Ereignisse zu
bestimmen. So sei 7 eine zufillige Verdnderliche und A ein zufélliges Ereig-
nis, das dann eintritt, wenn n > 1 ist, wobei man 7y als einen Schwellenwert
interpretieren kann. 1y sei N(u,0?)-verteilt. Ein Beispiel ist die zufillig in
der Zeit fluktuierende Fihigkeit, Aufgaben eines bestimmten Typs (etwa: 17
x 13 = 7) innerhalb eines bestimmten Zeitintervalls im Kopf zu 1osen. A ist
das Ereignis, dass eine Aufgabe gelost wird, und die Aufgabe wird gelost,
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Abbildung 11: (a) GauB-Dichte (u = 0,02 = 1) und logistische Dichte (1 =
0,02 = .625), (b) korrespondierende Verteilungsfunktionen.
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wenn 1 > 19 ist. Es werde angenommen, dass g von bestimmten Variablen
X abhéngt: es konnte der Sauerstoffgehalt der Luft zum Zeitpunkt des Te-
stens, die Anzahl der Stunden Schlaf in der vorausgegangenen Nacht, die
Anzahl der vor dem Test genossenen Tassen Kaffees etc. bedeuten. In jedem
Fall kann man von dem Ansatz

p=pu(X1,..., Xn) (53)

ausgehen. Setzt man 1 = p + &, so hat man

P(Alu) = P(n >mno) = P(u+& >mno) = P(§ > no — ).

Bei geeigneter Normierung hat man £ ~ N(0, 1), so dass man insbesondere

P(Alp(X)) =1 —=®(no — ) = (. — o) (54)

hat. Die ndhere Bestimmung der Beziehung zwischen p und den X3, ..., X,
ist die Probit-Analyse. Die Evaluierung des Integrals ® kann man sich er-
sparen, wenn man statt der Gauf3- die logistische Verteilung betrachtet, aus
der sich leicht die Beziechung

p

1
Ogl—p

= pu(X1,..., Xn) (55)

herleiten 148t, wobei p = P(A|p) ist. Die freien Parameter, die fiir x4 in (54)
einerseits und (55) andererseits geschiitzt werden miissen, konnen aufeinan-
der bezogen werden.

FEine ganz andere Beziehung zwischen logistischer Funktion und Gauf-
Verteilung wird in Abschnitt 4 angesprochen.
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3.3 Spezielle Eigenschaften der logistischen Verteilung

Die logistische Verteilung ist u. a. durch den Erwartungswert p definiert.
Setzt man 8 = a/(0v/3), so a8t sich die Verteilung in der Form

1

P(X <z|p) = F(z;p) = 1+exp(—(z— p)p)

(56)

schreiben. Man kann nun P(X < z|u) als Funktion von p betrachten. Man

findet
dF(z;p) _ Bexp(=(z — p)b) (57)

dp (1 + exp(—(z — p)B))*’
d.h. fiir fixen Wert von x und wachsendem Wert von p wird F'(x; u) kleiner,
und fiir kleiner werdenden Wert von p wird F(z;p) grofler. Es sei nun p
eine Funktion eines Parameters 6, etwa

u(0) = 6. (58)

Fiir steigenden Wert von 6 wird nun F'(z; 1) kleiner, und

P(X > z|u) = P(X > xl0) =1— F(x;0) (59)
wird grofer. Es sei G(&) = 1/(1 + e~¢). Dann ist

1 l+et—-1 et 1

1—G :1— = = — R
(&) [T et 11ef 11cf 11é

so dass man mit £ = (z — u)f

1
1+ exp(—(0 —x)p)

hat. Als Funktion von 6 erhilt man, fiir fixen Wert von x, den Ausdruck

P(X > z|0) =

(60)

P(X > al0) =7(0) = exp(io L (61)

mit ag = 28, a; = —f. (61) ist eine reparametrisierte Form von (60) und re-
préasentiert einen Spezialfall der logistischen Regression, mit 6 als unabhéngi-
ger Variablen. Wegen

dr(0) ayetotard
d9 — (1+exp(ag + a16))?

>0 fiira; >0

entspricht (61) einer logistischen Wachstumsfunktion (von 6).

Es zeigt sich, dass die logistische Verteilung Eigenschaften hat, die der
GauBl-Verteilung nicht zukommen. Diese Eigenschaften zeigen sich u. A. in
der Theorie psychometrischer Messungen. Dabei werden Probanden Items
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I,, g =1,...,n vorgelegt; der Einfachheit halber werden hier nur dichoto-
me Items betrachtet, d.h. Aufgaben, die entweder gelost oder nicht gelost
werden, oder Aussagen, denen entweder zugestimmt wird oder nicht. Es
sei Xy, eine Indikatorvariable, d.h. X, = 1 wenn die Person a dem Item
I, zugestimmte hat bzw. die Aufgabe gelost hat, und Xy, = 0 sonst. Es
wird angenommen, dass die Wahrscheinlichkeit fiir X, = 1 vom Wert eines
fiir die Person charakteristischen Parameters 6, und von der Schwierigkeit
kg des g-ten Items abhéngt. Die Wahrscheinlichkeit wird durch eine Item-
Response-Funktion oder kurz Itemfunktion definiert:

P(X,=1|0) = F,(0); (62)

hier wurde der Index a unterdriickt, weil F} fiir eine beliebige Person gelten
soll und F eben als Funktion von 6 erkliart wird. Man kann A = {X, = 1}
setzen und dann insbesondere den Ansatz (54) machen

P(Xg = 1]0) = Fy(0) = ®(0 — ry) (63)

setzen, d.h. man hat damit § mit dem Erwartungswert p einer ’latenten’
Variablen in Beziehung gebracht, und denSchwellenwert 1y mit der Schwie-
rigkeit rg des Items gleichgesetzt. Alternativ, aber analog dazu, kann man
von der Logit-Funktion (55) ausgehen und

P(X, =1/0)
1- P(X, = 1]9)

log =0 — Ky (64)

ausgehen. Lost man die Gleichung nach P(X, = 1]0) auf, so erhilt man

O0—kKyqg

P(X, =1]0) = (65)

=
als Funktion von € spricht man von der logistischen Itemfunktion (sie ist
ein Spezialfall von (61)). Dieses Modell wurde zuerst von dem dénischen
Statistiker Georg Rasch!? in Bezug auf die im Folgenden (s. u.) betrachte-
te Eigenschaft der spezifischen Objektivitdt diskutiert; man spricht dement-
sprechend auch vom Rasch-Modell. Natiirlich kann auch hier der Ansatz der
"latenten’ Variablen 1 gemacht werden, indem man postuliert, dass ein Item
beantwortet wird, wenn 1 > ny = k4 ist, und dass 7 logistisch verteilt ist mit
dem Erwartungswert p = 6. Diese Interpretation entspricht dem Modell des
stochastischen Subjekts, wie es von Holland (1990) diskutiert wurde. Der
alternative Ansatz einer Interpretation verzichtet auf die Annahme eines
stochastischen Antwortprozesses innerhalb der Probanden und nimmt statt
dessen an, dass fiir jede Person der Antwortprozess deterministisch verlauft
und die Wahrscheinlichkeit P(X, = 1|f) nur deswegen zwischen 0 und 1

131901 — 1980
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(also nmicht gleich 1) ist, weil 6 insofern zufillig ist, als die Wahl einer Person
mit einem bestimmten #-Wert zufillig ist. Viele Psychometriker ziehen die-
se Interpretation der des stochastischen Subjekts vor, wihrend Psychologen,
die sich eher mit Prozessmodellen psychischer Vorgénge beschiftigen, eine
groBere Neigung haben, der Interpretation des stochastischen Subjekts zu-
zuneigen. Fiir das Folgende ist die Diskussion der beiden Standpunkte aber
nicht wichtig.

Eine wichtige Eigenschaft des logistischen Ansatzes (65) ist die spezifi-
sche Objektivitit, das ist die Unabhéngigkeit des Vergleichs verschiedener
Items von den Personparametern, und die Unabhéngigkeit des Vergleichs
verschiedener Personen von den Itemparametern r4. Zur Vereinfachung wer-
de py = P(X, = 1]0) geschrieben. (64) erscheint dann in der Form

Py
1—pg

log =0 — ky.

Bildet man nun die Differenz zwischen den Logits fiir zwei verschiedene Items
I, und Iy, so erhélt man

py0) . Pa®
1-— pg(H) 1-— pg/(g)

log =0—Kyg—0+ Ky =Ky — Ky, (66)
der Parameter ¢ fillt also heraus. In gleicher Weise féllt x4, heraus, wenn
man zwei verschiedene Personen mit den Parametern 6 und 6’ betrachtet:

py(6) py(0") / ’

logw—logw—G—ﬁg—G +rg=60-0". (67)
Gelten die Gleichungen (66) und (67), so erfiillt die Itemfunktion die Be-
dingungen der spezifischen Objektivitit. Einige Psychometriker postulieren,
dass spezifische Objektividt eine grundlegende Eigenschaft zumindest funda-
mentaler wissenschaftlicher Messungen sei. Akzeptiert man dieses Postulat,
so ist man mit der Wahl der Itemfunktion festgelegt: Rasch (1967), Ander-
sen (1973), Irtl (1987) haben gezeigt, dass die Eigenschaft der spezifischen
Objektivitat impliziert, dass die Itemfunktion durch die logistische Funktion
(65) definiert ist.

4 Regression und Klassifikation

Oft miissen Entscheidungen unter Unsicherheit getroffen werden, d.h. die
Daten X, die als Basis fiir die Entscheidung dienen, lassen keine eindeutige
Entscheidung zu. Man denke etwa an Entscheidungen iiber das zukiinftige
Verhalten von Menschen: wird ein Sexualstraftéter nach erfolgter Therapie
riickfallig werden oder nicht, wird ein Bewerber um einen Studienplatz in
der Medizin das Studium erfolgreich abschliefen oder nicht, etc. Auch dia-
gnostische Entscheidungen sind oft mit Unsicherheiten verbunden: ob ein
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Rontgenfoto einen Tumor oder eine harmlose Zyste zeigt, ist anhand des
Fotos nicht immer eindeutig zu entscheiden.

Im einfachen Fall mufl man sich in all diesen Situationen zwischen zwei
Alternativen C; und Cs entscheiden. Die Daten mégen als Vektor x = (z1,...,z,)’
vorliegen, d.h. es werden p Variablen gemessen (die Messungen diirfen auf
kategorial sein). Nach dem Satz von Bayes gilt nun

x|Cy) P(Ck)

PClx) = 2 P k=12 (68)
und mit
P(x) = P(x|C1)P(C1) + P(x|C2)P(C2) (69)
folgt
P = P(x|Cy) P(Ck) (70)

(x|C1)P(C1) + P(x|C2) P(C2)
Es sei k£ = 1. Dividiert man auf der rechten Seite Zdhler und Nenner durch
P(x|C,)P(Ck), so wird aus (70)

1
P(C1|X) = P(x|C2)P(C2) (71)
P(x|C1)P(C1)
Es sei angemerkt, dass
P(x|Ca)
A = 2
21(x) Px[Cy) (72)
ein Likelihood-Quotient ist. Es sei nun
_ P(x|C2)P(C2)
o9 = 1o | B )
- P(xIC.)P(C2)
—a(x) _ X|L2
e = , 74
PxIC) P(Cy) ™
und (71) kann in der Form
1
P(Cl\x) = m (75)

geschrieben werden; fiir K = 2 kann man natiirlich vollig analog verfahren.

Nach (75) kann P(Cq|x) durch eine logistische Funktion ausgedriickt wer-
den. Eine Annahme iiber die Verteilung von x wurde dabei nicht gemacht,
weshalb die Funktion a(x) nicht weiter spezifiziert ist. Insbesondere kann
man nun annehmen, dass x multivariat normalverteilt ist, so dass

1 1

@mp iz P — 5@ = ) (@ = )| (76)

fr(z) =
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wobei die Kovarianzmatrizen > und die Vektoren der Erwartungswerte
klassenspezifisch sein kénnen. Setzt man zur Abkiirzung

=i (1)

so hat man
_ P(x|Cy)
a(x) = log [P(X’C;)] + log p12
fi(x)

log |:f2(X):| + log p12

Hierin ist
Ax)] 1 B . Lot

log [f;(x)] = pl(x= )%y Hx = p2) = (x = )y 1(X—u1))+§10g [IE(;IJ)

Multipliziert man die (x—uk)Elzl (x— i) aus, so sieht man, dass die Kompo-
nenten von x quadratisch in die logistische Funktion eingehen. Fiir ¥ = ¥
vereinfacht sich der Ausdruck und nimmt eine Form an, die mit iiblichen
Darstellung der logistischen Funktion iibereinstimmt. Denn dann ist

(x = ) S (x = ) = X' = 2T g 4+ B,

und

X _ _ _
log [fl( )} = XS (1 — p2) + pp = o — X
fa(x)

Setzt man nun zur Abkiirzung
w=%""(m —p2), wo=ppS g — Sy +logpa,  (79)

so erhélt man )
P(Ci|x) = 80
(Cilx) 1 + exp(—(x'w + wp)) (80)

d.h. die posteriori-Wahrscheinlichkeit fiir C; ist durch die logistische Funk-
tion gegeben. Da P(Ca|x) =1 — P(C;|x) hat man

1 1
1+ exp(—(x'w +wp)) 1+ exp(x'w +wp)’

P(Calx) =1— (81)

Das Bradley-Terry-Luce Modell: Es seien a und b zwei Stimuli und v(a)
und v(b) seien Skalenwerte, die die ” Antwortstidrken” (response strength) fiir
a und b représentieren — was auch immer diese Antwortstérken sein mogen.
In einem Wahrnehmungsexperiment kann v die Helligkeit zweier Stimuli,
oder die Lautheit zweier Tone reprisentieren, in einer Marktforschungsun-
tersuchung die Luxuriositdt zweier Armbanduhren, in einer Untersuchung
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zum Wahlverhalten die Attraktivitdt verschiedener Politiker. p,, sei die
Wahrscheinlichkeit, dass a vor b ”préferiert” wird; im Wahrnehmungsex-
periment soll dies heiflen, dass a als heller oder lauter als b wahrgenommen
wird, etc. Nach dem Bradley-Terry-Luce Modell (Suppes & Zinnes, 1963, p.
48) soll dann

v(a)
b = 82
Pab v(a) 4+ v(b) (82)
gelten. Nun ist sicherlich
v(a) I 1

v(@) +o(b) 14 20 T T emalad) (83)

mit o)

v

q(a,b) = —log [”(CLJ = logv(b) —logv(a). (84)

(83) beschreibt offenbar eine logistische Funktion. Man kann nun versuchen,
q(a,b) und damit p,;, direkt iiber messbare Stimuluseigenschaften auszu-
driicken, etwa indem man Vektoren x, = (Za1,%a2,-..,Tan) und analog
x; betrachtet; die Komponenten z,; und zp; dieser Vektoren représentieren
Ausprigungen bestimmter Aspekte von a und b. Im Bereich der Psychophy-
sik kénnte insbesondere n = 1 und

v(z) = a(z +7)"

gelten, = die Stimulusstéirke (etwa: Intensitét). Die Elaboration solcher Ansitze
geht aber iiber das Ziel dieser Anmerkungen hinaus.

5 Diskussion

Es sind zwei Herleitungen der logistischen Funktion betrachtet worden. Die
erste beruht auf vereinfachenden Annahmen {iber Wachstumsprozesse. Auch
die Ausbreitung einer Epidemie oder von Geriichten kann. als Wachstumspro-
zess betrachtet werden. Die Annahmen sind (i), dass der Wachstumsprozess
durch endliche Ressourcen begrenzt ist, und dass (ii) die Verdnderung der
betrachteten Grofle X einerseits proportional zu X und andererseits propor-
tional zum noch verbleibenden Rest N — X ist, wobei N < oo die ein Maf
der verfiigharen Ressource ist. Diese Annahmen werden in der Differential-
gleichung

dX(t)

dt

ausgedriickt, deren Losung eben die logistische Funktion ist. Durch geeig-
nete Normierung la8t sich daraus die Verteilungsfunktion einer logistisch
verteilten zufélligen Verdnderlichen herleiten. Der Ansatz 1483t sich auf das
Wachstum von interagierenden Populationen verallgemeinern.

= BX(H)(N — X (1))
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Die zweite Herleitung ergibt sich aus Forderungen an Messungen, wie sie
etwa beim Testen von Probanden gemacht werden. Spezifische Objektivitéit
wird von einigen Psychometrikern als eine fiir wissenschaftliche Messungen
notwendige Eigenschaft von Messungen betrachtet, womit sie sich Uberle-
gungen von Rasch (1967) anschlieBen. Rasch selbst illustrierte dieses Prinzip
anhand des zweiten newtonschen Axioms, demzufolge die Kraft F' als Pro-
dukt der Masse m eines Korpers und seiner Beschleunigung b erklért ist,
F = m x b. Hat man namlich zwei Kérper mit den Massen m; und ms,
auf die die gleiche Kraft F' einwirkt, so mufl also F' = m1b; = moby gelten,
woraus wiederum

my @
p— (85)
folgt. Aquivalent dazu ist die Gleichung
log my — logmg = log by — log by, (86)

die einer Reparametrisierung der Gleichung (85) entspricht. Diese Gleichun-
gen erlauben es, zwei Massen miteinander zu vergleichen, ohne dass die Kraft
explizit bestimmt werden mufl, — man mufl nur die Beschleunigungen mes-
sen. Die Beschleunigungen wiederum kénnen bestimmt werden, ohne dass
die Massen oder Krifte bekannt sein miifiten.

Dieses Prinzip der Unabhéngigkeit von Messungen einer Gréfle von an-
deren Groflen soll, so Rasch, auch auf psychometrische Messungen iibert-
ragen werden. Die Vorteil liegt zundchst auf der Hand: die Schwierigkeiten
der Items — die Itemparameter k4, — erscheinen als unabhéngig von den
Fahigkeitsparametern 6 der Probanden. Das Interessante an diesem Postu-
lat ist nun, dass ein eher wissenschaftstheoretisch motiviertes Postulat eine
bestimmte — eben die logistische — Funktion F| festlegt. Die Beweise sind
langlich und werden, bis auf Irtls Beweis, in Fischer (1995) présentiert, ne-
ben anderen Beweisen, die ebenfalls auf die logistische Funktion fiithren.
Die logistische Funktion erhilt dadurch einen ganz anderen Status als nur
den der Approximation an die ”eigentlich” zu betrachtende Gauf3-Funktion,
nédmlich den Status der ”wahren” Itemfunktion, — sofern man das Prinzip
der spezifischen Objektivitdt und anderer, von Fischer (1995) diskutierten
Eigenschaften (z.B. die Suffizienz der Schitzungen fiir die Parameter 6 und
Kg) als "wahr” akzeptiert.

Ob man aber etwa das Prinzip der spezifischen Objektivitéit als notwen-
dig fiir Modelle, die Verhalten beschreiben, akzeptieren muf3, ist fraglich.
Denn letzlich verbirgt sich hinter der Forderung nach spezifisch objekti-
ver Messung ein ontologisches Postulat: zumindest die grundlegenden Ge-
setzméBigkeiten, die erfalt werden sollen, miissen so strukturiert sein, dass
sie spezifisch objektive Messungen iiberhaupt ermoglichen. Die newtonsche
Formel F' = mb hat diese Eigenschaft — zunéchst. Aber es ist, wie wohl al-
le einfachen Gesetze, ein ceteri paribus-Gesetz: es gilt z.B. nur dann, wenn
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die Geschwindigkeiten v der Korper nicht zu grofl sind, wie man seit Ein-
stein (1905) weif}. b, die Beschleunigung, reprisentiert die Verdnderung der
Geschwindigkeit, und die kann fiir verschiedene Geschwindigkeiten gleich
grof sein. In (85) geht die Geschwindigkeit der Korper nicht ein. Damit
Aussagen iiber Massen, die man aus (85) ableitet, sinnvoll sind, miissen
Randbedingungen beziiglich der Geschwindigkeit der Korper festgelegt wer-
den. Bei den "normalen” Geschwindigkeiten, mit denen man es zu tun hat,
ist der Effekt der Geschwindigkeit sicherlich vernachléssigbar, bei sehr ho-
hen nicht. So suggestiv der Hinweis auf elementare physikalische Gesetze sein
mag, so wenig kann man postulieren, dass die Struktur dieser Gesetze denen
auch elementarer psychologischer Gesetzméafligkeiten entspricht. Die ceteris
paribus-Bedingungen kénnen wesentlich einschrinkender sein als in der Phy-
sik. Ob man also spezifische Objektivitéit als generelles Prinzip akzeptieren
kann, hdngt davon ab, ob man sicherstellen kann, dass die zu erkldrenden Zu-
sammenhinge dieses Prinzip tiberhaupt zulassen. Fiir die dafiir notwendigen
Messungen kann spezifische Objektivitit noch nicht vorausgesetzt werden.
Ein konkretes Beispiel ist der Ansatz Mickos (1969), Reaktionszeiten
spezifisch objektiv zu modellieren. Dazu sollte das Rasch-Modell (65) im-
plementiert werden. Dieses Modell kann reparametrisiert werden, denn

O0—rg _ 696'{9 — 50_97

e
mit eben § = §(0) = €’ und o, = o(k,) = €. (65) nimmt dann die Form

day
1+doy

P(X, = 1/0) =

an. Micko postuliert, dass die Verteilung der Reaktionszeit 7 bei einer Person
mit dem Fahigkeitsparameter # dementsprechend in der Form

6(0)a(t)

P(r <t|f) = W

(87)
angeschrieben werden kann, wobei o(t) eine aufgabenspezifische Funktion
der Zeit ist, die fiir alle Personen gleich ist. 6(#) wiederum charakterisiert die
Person, unabhéngig von der zeitlichen Struktur der Aufgabe. Weitere Ein-
schrankungen iiber die Form von o(t) werden nicht gemacht, und insofern
erscheint der Ansatz (87) sehr allgemein. Vorberg & Schwarz (1990) haben
gezeigt, dass schon eine Reihe von einfachen Modellen fiir Reaktionszeiten
der Forderung nach spezifischer Objektivitéit, also der Formel (87), nicht
geniigt, und dass nur unrealistische Modelle fiir Reaktionszeiten mit diesem
Ansatz kompatibel sind (es handelt sich um Modelle der seriellen oder par-
allelen Informationsverarbeitung). Als Vertreter der Philosophie spezifisch
objektiver Messung kénnte man nun sagen, dass mit den genannten Mo-
delle ja nur falsche Modelle ausgeschlossen wiirden, das Prinzip spezifisch
objektiver Messung also nach wie vor gelte. Leider konnen aber die Modelle,
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die mit diesem Prinzip kompatibel sind, wegen mangelnder Kompatibilitéit
mit empirischen Daten nicht akzeptiert werden. Spezifische Objektivitéit ist
offenbar nicht in dem Ausmafl ontologisch zu rechtfertigen, wie sie im er-
sten Augenblick plausibel zu sein scheint. Die logistische Funktion leistet
gute Dienste als Approximation, aber sie ist nicht notwendig die ”wahre”
Funktion. Mehr kann man kaum verlangen.

6 Anhang

Herleitung von (40): Die Gleichung 148t sich mit der Methode der Tren-
nung der Variablen lésen. Dazu schreibt man Gleichung (39) zunéchst in der
Form

dX (1)
X()(N —X(1))

= fdt. (88)
Weiter ist

111, 1

X(N-X) N\X N-X)’
wie man leicht nachrechnet. Dann kann (88) in der Form

1 1
() <X<t> TN X(t)) = o

geschrieben werden, woraus

/ 01 / 1y / ' ad N3
—al + = adt, o=
xo) U xo N-U 0

folgt. Bekanntlich ist

1 1
/xda: og x + ko, /N xdw og(N — ) + k1,

ko und k; Integrationskonstanten, die aber beim Ubergang zu bestimmten
Integralen wegfallen. Demnach hat man

log X (t) —log X (0) — log(N — X (t)) + log(N — X (0)) = at.
Mit zg = X (0) erhélt man daraus

1og()?m>:bg<w%>:at, LN

N-—-X ( o
und daraus
A X(t) at
N-x(@t)
Lost man diese Gleichung nach X (¢) auf, erhélt man
(N/A)et N N

X(t) = 1+et/A A (e*at + %) 1 + Ae—at’

und dies ist die Gleichung (40).

36



Index

Bradley-Terry-Luce Modell, 32
doubling time, 6

epidemiscche Kurve, 22
Itemfunktion, 29

Likelihood-Quotient, 31
logistisches Modell, 12
logistisches Wachstum, 13
Lotka-Volterra System, 16

Objektivitét, spezifische, 29, 34
psychometrische Messungen, 28

stochastisches Subjekt, 29
Suffizienz, 34

Tragerkonstante, 12

Verdopplungszeit, 6
Verhulst, 12

37



Literatur

1]

[10]

[11]

[12]

Andersen, E. B. (1973) Conditional inference for multiple choice que-
stionaires. British Journal of Mathematical and Statistical Psycholo-
9y,26, 31-44

Einstein, A. (1905) Zur Elektrodynamik bewegter Korper. Annalen
der Physik, 4. Serie 17, 891-921

Frauenthal, J.C.: Mathematical Modelling in Epidemiology. Springer-
Verlag, Berlin, Heidelberg, New York, 1980

Holland, P. W. (1990) On the sampling theory foundations of item
response theory models. Psychometrika, 55, 577-601

Irtl, H.: On specific objectivity as a concept in measurement. In: Ros-
kam, E., Suck, R.: Progress in Mathematical Psychology - I, Amster-
dam 1987

Meyer, P.S., Ausubel, J. H. (2006) Carrying cpacity: a model with lo-
gistically varying limits. Technological Forecasting and Social Change,
61(3), 209214

Micko, H. C. (1969) A psychological scale for reaction time measu-
rement. Acta Psychologica, 30 Attention and Performance II(W.G.
Koster, ed.) 324-335

Murray, J.D. Mathematical Biology. Springer-Verlag, Berlin 1989

Rasch, G. (1977) On specific objecitivty: An attempt at formalizing
the request for generality and validity of scientific statements. Danish
Yearbook of Philosophy, 14, 58-94

Verhulst, P. F. (1838) Notice sur la loi que la population suit dans son
accroissement . Corr. Math. et Phys., 10, 113-121

Vorberg, D., Schwarz, W. (1990) Rasch-representable reaction time
distributions. Psychometrika , 55, 617-632

Suppes, P.,Zinnes, J.L.: Basic Measurement Theory. In Luce, R.D.,
Bush, R. R., Galanter, E. (eds) Handbook of Mathematical Psycholo-
gy, Vol. I,New York & London 1963

38



