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Es wird von den folgenden Symbolen bzw. Bezeichnungen Gebrauch gemacht:
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N Menge der natiirlichen Zahlen 0, 1, 2, ---

C Menge der komplexen Zahlen z = a +ib, a,b € R, i = /—1
exp(z) €*

log natiirlicher Logarithmus (zur Basis e)
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Kapitel 1

Dynamische Systeme

1.1 Dynamische Systeme: allgemeine Begriffe

Sprungfedern, Planetensysteme, Pendel, interagierende Populationen wie die der
Fiichse und Hasen, Neurone und Netze von Neuronen sind Beipiele fiir dynami-
sche Systeme; diese Systeme miissen also trotz ihrer Verschiedenheit wesentliche
Aspekte gemein haben. Die Definition des Begriffs des dynamischen Systems wird
dementsprechend einigermafl en abstrakt sein. Es soll gleichwohl auf allzu grofle
mathematische Strenge verzichtet werden, da sie den Rahmen des Textes spren-
gen wiirde; der interessierte Leser sei auf die Literatur, etwa Arnol’d (1980), Jinich
(1983) oder Arrowsmith und Place (1990) verwiesen. Es geniigt fiir unsere Zwecke,
ein gewisses intuitives Versténdnis der Begriffsbildungen zu erhalten, das die quali-
tative Betrachtung dynamischer Systeme erleichtern soll.

Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit 148t sich sagen, dass ein System zu einem
bestimmten Zeitpunkt in einem bestimmten Zustand ist; so hat ein schwingendes
Pendel zu einem Zeitpunkt ¢ eine bestimmte Auslenkung ¢(¢) (Abweichung von
der Vertikalen) sowie eine bestimmte Geschwindigkeit v(¢), und ¢(¢) und v(t) zu-
sammen definieren den Zustand des Pendels. Man sieht hier bereits, dass bei der
Charakterisierung der Zustéinde eine gewisse Willkiirlichkeit herrscht, denn von der
Beschaffenheit des Materials, von seinem Alter und einer Reihe anderer Eigenschaf-
ten sehen wir bei unserer Zustandsbeschreibung ab. Betrachten man ein Neuron, so
kann sein Membranpotential zur Zeit t als sein Zustand zur Zeit ¢ erklirt werden,
und wieder hat man dabei von vielen Eigenschaften des Neurons, die man ebenso
als zustandsdefinierend betrachten konnte, abstrahiert. Die Wahl der betrachteten
Zustdnde ist somit ein Teil der Theorie, die {iber das System entwickelt wird. Fiir
die Definition des Begriffs des dynamischen Systems ist dieser Aspekt der Willkiir-
lichkeit belanglos.

Der Zustand des betrachteten Systems im Zeitpunkt ¢ soll durch z(t) repréisen-
tiert werden, wobei x(t) als Vektor

2(t) = (@1(t), - zn(t))

aufgefaft wird. Die n Komponenten z;(t), 1 < i < n, von z(t) reprisentieren dann
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bestimmte Zustandsaspekte und kénnen als Koordinaten eines Punktes x bzw. x(t)
im R™ aufgefalt werden. Dementsprechend werden wir die Ausdriicke ”Punkt” und
”Zustand” synoym verwenden. Die z;(¢) sind Funktionen der Zeit. Der Verlauf dieser
Zustandsénderungen definiert die Dynamik des Systems. Die Definition des Begriffs
des dynamischen Systems wird dementsprechend auf einen ” Zustandsraum” als Teil-
raum des R™ bezug nehmen und eine allgemeine Charakterisierung der Dynamik
enthalten.

Ist nun ein Zustand durch einen Punkt z(¢) gegeben, so bedeutet die Verdnderung
des Zustands nach s Zeiteinheiten den Ubergang zu einem anderen Punkt (¢ +s) =
(x1(t+58), -+ ,xn(t+s))". Formal wird also die Dynamik durch eine Abbildung von
Punkten im R" auf Punkte im R"” erklért. Dementsprechend hat man dann die

Definition 1.1.1 Es sei M C R” ein offenes Gebiet' des R™ und ¢: R x M — M
sei eine stetige Abbildung, die fiir alle x € M den Bedingungen

(1) ¢(0,x) =
(ii) (s, P(t,z)) = P(t + s,x) fiir alle s, t € R

geniigt. Dann heif$t ¢ dynamisches System, und ¢ heifst Phasen- oder Zustandsraum.
x € M heifit Zustand oder Phasenpunkt. Das Paar (M, ¢) heifst Zustands- oder
Phasenflu8.

Geméf Definition 1.1.1 ist ein dynamisches System abstrakt als eine Abbildung ¢
definiert, und zwar werden Elemente von R x M auf Punkte in ¢ abgebildet. Sind ¢
und ¢ gegeben, so hat man das System spezifiziert. Ein Element aus R x M ist ein
Paar (t,x), durch das ein Zeitpunkt und ein Zustand festgelegt werden. Die Abbil-
dung ¢ ordnet diesem Paar, d.h. dem Zustand x zum Zeitpunkt ¢, einen bestimmten
anderen Zustand y € M zu, ndmlich y = ¢(t, z). Durch ¢ werden die Zustandstrans-
formationen oder der Flufl der Zusténde festgelegt; daher der Ausdruck Zustandsflufl
fiir das Paar (M, ¢). (Der synonym gebrauchte Ausdruck Phase fiir Zustand geht
auf Betrachtungen in der Physik zuriick.) Die Bedingungen (i) und (ii) in Definition
1.1.1 heilen dementsprechend auch Fluffaxiome.

Fiir die in Definition 1.1.1 eingefiihrte Abbildung ¢ ist Stetigkeit gefordert wor-
den; dies bedeutet, dass kein sprunghafter Ubergang von einem Zustand zu einem
anderen erfolgen soll; jeder Ubergang bendtigt Zeit. Die Implikationen dieser For-
derung werden anhand des in der folgenden Definition eingefiithrten Begriffs, der
es erlaubt, weitere Eigenschaften eines dynamischen Systems herzuleiten, deutlich
werden.

Definition 1.1.2 Es sei M C R™ der Zustandsraum eines dynamischen Systems
und es sei py : R — M, @, (t) — y € M, eine Abbildung, die fiir spezielles x € M
und t € R den Zustand y € M festlegt, den das System von x ausgehend nach t
Zeiteinheiten annimmt. Dann heif§t p, Flullinie oder Bewegung des Punktes z unter

!Die Randpunkte des Gebietes gehdren nicht zu M.
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Wirkung des Flusses (M, ¢). Die Menge vz (R) der Punkte, die man von x ausgehend
erreicht, heifit die durch x gehende Trajektorie (Bahn, Orbit, Phasenkurve) des
dynamischen Systems ¢.

Eine Trajektorie des dynamischen Systems ¢ ist dementsprechend das Bild der Ab-
bildung .. Natiirlich ist ¢, (t) = ¢(t, ). Wihrend aber ¢ fiir beliebiges x und ¢ den
Zustand y definiert, in den x nach ¢ Zeiteinheiten iibergeht, betrachtet ¢, diesen
Ubergang nur fiir ein spezielles x € M, d.h. betrachtet man ¢, so betrachtet man
einen speziellen, durch den Punkt z verlaufenden Prozef3. Dementsprechend ist die
Kenntnis aller Abbildungen, d.h. aller Fluilinien ¢, gleichbedeutend mit der Kennt-
nis von ¢. Man erhélt nun sofort die im folgenden Satz enthaltenen Folgerungen:

Satz 1.1.1 Es gelten die folgenden Aussagen:

1. ¢.(0) = x fiir alle x € M, d.h. der Zustand verdindert sich nicht, ohne dass
Zeit vergeht.

2. Es sei y = py(to) € M; dann lifit sich auch eine Fluflinie fir y erkldren.
Offenbar ist @, (t) = paz(to +t) fir alle t € R.

3. Haben zwei Flufilinien ¢, und @, einen gemeinsamen Punkt, so sind sie iiber-
haupt identisch; zwei nicht identische Fluflinien konnen sich nicht kreuzen.

Die Folgerungen 1. und 2. sind unmittelbar klar. Die Folgerung 3. sieht man wie
folgt ein: es gelte etwa ¢, (t) = @u(to +t). Dies heiit aber y = ¢, (t), und nach Satz
1.1.1 erreicht man alle Zusténde z = ¢, (t) ebenfalls, wenn man von z ausgehend
die Zusténde ¢, (tp + t) bestimmt. Dies heifit, dass die Menge ¢,(R) der Punkte,
die man von y ausgehend erreicht, gleich der Menge ¢, (R) der Punkte ist, die man
von x ausgehend erreicht; die durch x und y gehenden Trajektorien sind also gleich.
Da sich aus ¢y(t) = ¢z(to + t) die Gleichheit der Trajektorien ergibt, folgt aus der
Ungleichheit der Trajektorien ¢, (R) und ¢, (R) auch, dass es keine Punkte = und y
geben kann, fiir die ¢, (t) = ¢z (to +1) gilt. Durch jeden Punkt x € M kann also nur
eine Trajektorie gehen.

Es sollen nun einige Typen von Trajektorien charakterisiert werden; anschliefend
wird gezeigt, dass es nur diese Typen gibt:

Definition 1.1.3 Gilt ¢, (t) = x fiir alle t € R, so heifst x ein Fixpunkt des durch
¢ definierten dynamischen Systems. Existiert ein 1o = inf{to|p.(t +to) = @ (to)}?,
70 > 0, derart, dass . (t + 10) = p.(t), so heifit p, periodisch und 19 dementspre-
chend die Periode. Gilt @, (tg) # @z(t1) fiir to # t1, so heift o, injektiv.3

Die Bedeutung dieser Begriffe wird in der Aussage des folgenden Satzes verdeutlicht,
die auch fiir qualitative Betrachtungen dynamischer Systeme von Bedeutung ist:

2inf steht fiir infimum; dies ist in diesem Fall die kleinste Zahl der in {-- - } angegebenen Menge.
Dementsprechend soll also 19 < to fiir alle to gelten.

3 Allgemein heifit eine Abbildung f : A — B injektiv, wenn fiir alle z; und s aus A folgt, dass
x1 = w2 falls f(z1) = f(x2) ist. In Definition 1.1.2 ist aber ¢, als Abbildung definiert worden.
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Satz 1.1.2 Die Flufilinien des Systems sind entweder Fixpunkte, oder sie sind pe-
riodisch, oder sie sind injektiv.

Beweis: Den Beweis des Satzes findet man etwa in Arnol’d (1980), Jénich (1983),
Arrowsmith und Place (1989).

In der Abb. 1 sind die drei Typen von Flufllinien dargestellt; Abb. 2 enthilt die
FluBlinien, die sich bei einem ebenen Pendel ergeben. Die wie eine Acht aussehende
Trajektorie darf nicht als sich kreuzende Flufllinie aufgefafit werden, denn nach Satz
1.1.2 gibt es keine Flufllinien, die sich kreuzen; der " Kreuzungspunkt” ist in der Tat
eine FluBlinie fiir sich, namlich ein Fizpunkt; gerdt das System in diesen Zustand,
so verharrt es dort, d.h. es finden keine Verdnderungen der x; statt. Beim Pendel ist
dieser Zustand z.B. dann erreicht, wenn es zur Ruhe gekommen ist und senkrecht
herunterhéingt. Der Fixpunkt definiert einen Gleichgewichtszustand.

Die Definition des dynamischen Systems durch die Abbildung ¢ und die der
FluBlinien ¢, implizieren also, dass die Bewegungen im Zustands- oder Phasenraum
in nur drei Klassen zerlegt werden koénnen. Die Tatsache, dass es fiir einen Punkt
(Zustand) = € M nur eine Trajektorie geben kann, die durch ihn hindurchfiihrt,
bedeutet, dass die Kenntnis von x sofort auch die Kenntnis des Prozesses, d.h. des
Verlaufs der Uberginge der Zusténde ineinander, bedeutet. Der ProzeB ist insgesamt
eindeutig bestimmt oder determiniert.

Bis jetzt ist zwar ein dynamisches System als eine Abbildung ¢ definiert wor-
den, aber es ist noch unklar, wie man zu einer konkreten Charakterisierung des
Verhaltens eines solchen Systems gelangen kann. Mit Verhalten sind dabei die Be-
wegungen im Zustandsraum gemeint. Nun bedeutet die Kenntnis von ¢ nach dem
bisher Gesagten auch eine Kenntnis des Verhaltens, und so kann man sagen, dass ¢
eine funktionale Beschreibung des Systems ist. Umgekehrt ist man hiufig daran in-
teressiert, aus Beobachtungen des Verhaltens auf eine funktionale, durch Definition
einer Abbildung ¢ gegebene Beschreibung des Systems zu kommen. Moglichkeiten,
¢ nédher zu charakterisieren, sollen jetzt angegeben werden.

Die Dynamik eines Systems duflert sich in den Bewegungen der Zustandspunk-
te im Phasenraum M. Die Bewegungen, d.h. die Zustandsverdnderungen, koénnen,
abhéngig vom Ort in ¢ schnell oder langsam sein. Wir kénnen also jedem Punkt
x € M eine Geschwindigkeit v(z) zuordnen. Denn durch = geht nur eine FluBlinie,
und deshalb kann es in x auch nur eine Geschwindigkeit v(z) geben. v(z) ist ein
MaS$ fiir die Verénderung der FluBlinie in x und es liegt deshalb nahe, sie {iber einen
Differentialquotienten zu definieren:

Definition 1.1.4 Die Ableitung
v(x) = dipy(t)/dtli=o

heifst Phasengeschwindigkeit des Flusses (M, ¢) im Punkt x. Die Abbildung v : M —
R™ heifit Vektorfeld auf M.



Der Punkt z ist durch einen Vektor definiert, und deshalb ist v(z) ebenfalls ein
Vektor. Dies kommt noch einmal in der Definition des Vektorfeldes v zum Ausdruck.
Jedem Punkt in M wird ein Punkt in R™ zugeordnet, dessen Koordinaten eben die
Komponenten des Vektors v sind.

x € M ist ein Zustand des Systems, und ¢, beschreibt die Transformation von
x als Funktion von ¢. v(z) gibt dann die Verdnderung der Fluflinie oder Trajektorie
in x an. Dementsprechend kann man auch # fiir v(x) schreiben. Man hat dann die

Definition 1.1.5 Es sei M C R™ ein Zustandsraum eines dynamischen Systems ¢
und v das ¢ entsprechende Vektorfeld. Dann heifit

T =v(x) (1.1)

die durch das Vektorfeld v definierte Differentialgleichung (abgekiirzt: Dgl). ¢ heifst
der Phasen- oder Zustandsraum der Dgl (1.1). Die Fluflinie @, heifit Losung der
Dgl (1.1), wenn dp,(t)/dt|i_o = v(p.(T)) fiir T =1t, a <t < b, wobei a = —c0 und
b = +oo zugelassen sind. Gilt px(tg) = xo € M fir a < ty < b, so sagt man, dass
die Losung der Anfangsbedingung ¢, (to) = xo gendigt.

Die Dgl (1.1) ist ein System von Differentialgleichungen; ausgeschrieben erhélt man

j:.l - ’Ul(xlu"' 7x7’l)
j;2 == ,UQ(xla'“ ,l’n)
Tn = vp(T1, - ,Tn) (1.2)

Die v; sind dabei Funktionen der x; = z;(t). Ist das System ¢ bekannt, so kann
es duch das zugehorige System von Dgln (1.2) beschrieben werden. Auf der linken
Seite treten nur Ableitungen erster Ordnung auf, und auf der rechten Seite findet
man nur Funktionen der z;, nicht aber ihre Ableitungen:

Ein dynamisches System ist also stets durch ein System von Differentialgleichun-
gen erster Ordnung représentierbar.

Es sollte an hier Stelle angemerkt werden, dass durch (1.1) deterministische
dynamische Systeme beschrieben werden. Stochastische Irregularitdten des System-
verhaltens gehen bei der Beschreibung durch (1.1) nicht mit ein. Das Verhalten
neuronaler Systeme enthélt aber stochastische Komponenten, so dass eigentlich sto-
chastische dynamische Systeme betrachtet werden miissen. Die Diskussion solcher
Systeme setzt aber die Kenntnis des Begriffs des deterministischen Systems voraus.
Auf die stochastischen Aspekte wird spéter eingegangen, es geniigt an dieser Stelle,
sich auf die Klasse der deterministischen Systeme zu beschrénken.

Ist ein dynamisches System durch ein System von Dgln charakterisierbar, so kann
man umgekehrt Annahmen iiber ein System durch die Formulierung entsprechender
Dgln artikulieren. Bestimmte — nicht alle — Systeme lassen sich auch durch be-
stimmte Funktionen, die Impuls- und die Transferfunktion, charakterisieren; darauf



wird spéter ausfiihrlich eingegangen, denn von dieser Moéglichkeit wird bei Anwen-
dungen der Theorie der Systeme auf die Psychophysik ausgiebig Gebrauch gemacht.
Impuls- und Transferfunktion stehen allerdings in einer bestimmten Beziehung zu
dem System von Dgln, durch die das System beschrieben werden soll. Damit erldutert
werden kann, wie die empirisch bestimmten Impuls- und Transferfunktionen inter-
pretiert werden konnen, sollen zunéchst die Systeme von Dgln weiter betrachtet
werden.

Eine Lésung fiir das System von Dgln besteht in einem Vektor

2(t) = (z1(t), -, za(t))',

dessen Komponenten x;(¢) Funktionen sind, die den in Bedingung (1.2) genannten
Forderungen geniigen. Die x1(t),--- ,z,(t) konnen als Koordinaten eines Punktes
aufgefafit werden, der sich in Abhéngigkeit von der Zeit durch den Phasenraum be-
wegt. Die Bahn eines solchen Punktes ist eine Trajektorie, fiir die die Aussage des
Satzes 1.2 gilt. Nach Satz 1.1.1, Aussage 3 kénnen sich zwei nicht identische Flufli-
nien nicht kreuzen; durch jeden Punkt des Phasenraumes kann nur eine Trajektorie
gehen. Hat man fiir die Losung x(t) also einen Punkt — die Anfangsbedingung —
spezifiziert, so ist damit der Verlauf von z(t) festgelegt.

Die Funktionen v; in (1.1) kénnen linear oder nichtlinear sein. Sind alle Funktio-
nen vy, - - - , Uy linear, so heifit das System linear. Lineare Systeme spielen in den An-
wendungen der Systemtheorie eine zentrale Rolle, u.a. deswegen, weil sich die Lésun-
gen fiir solche Systeme zumindest grundsétzlich anschreiben lassen. Bei nichtlinearen
Systemen la8t sich in einfachen Fillen x(¢) explizit herleiten, in vielen Fillen ist aber
eine solche explizite Herleitung nicht nur schwierig, sondern unnoglich: geméfl einem
Satz von Liouville existieren vielfach gar keine geschlossenen Ausdriicke fiir z(t), und
wenn sie existieren, sind sie nicht notwendig auch hilfreich, um das Verhalten des
Systems zu erfassen (Arnol’d (1980), p. 39). Nun sind die meisten biologischen Sy-
steme, insbesondere auch das visuelle System, nichtlinear. Gleichwohl ist der eben
genannte Sachverhalt, dass sich ndmlich nur selten die Lésungen in expliziter Form
angeben lassen, kein Grund zur Melancholie. Denn fiir eine grofle Klasse nichtlinea-
rer Systeme lassen sich Linearisierungen angeben, die das Verhalten des Systems
fiir kleine Auslenkungen, d.h. fiir Stérungen mit geringer Intensitét, im Rahmen der
Theorie linearer Systeme zu beschreiben gestatten. Zumindest im Prinzip ist es auch
moglich, von den linearisierten Versionen auf die Nichtlinearitédten zu schlieen. Im
Folgenden sollen deshalb die linearen Systeme ausfiihrlicher dargestellt werden; Be-
dingungen fiir die Linearisierbarkeit eines nichtlinearen Systems werden im Anschluf}
daran angegeben.

1.2 Lineare Systeme

1.2.1 Allgemeine Charakterisierung

Es sei & = v(z) ein System von Dgln. Dann sind z und x n-dimensionale Vektoren,
und v kann kann abstrakt als Abbildung v : R® — R™ verstanden werden. Ist v
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linear, so heifit & = v(x) ein lineares System mit der Dimension n. Dann kann das
System in der Form
t=v(r)=Ar+u (1.3)

geschrieben werden? Dabei ist

x=(r1,-,2p)

der Zustandsvektor, die Komponenten x; = z;(t) sind natiirlich Funktionen der Zeit
und heiflen Zustandsvariablen. Diese Variablen kénnen direkt physikalische oder psy-
chologische Variable abbilden, sie konnen aber auch bestimmte Funktionen solcher
Variablen sein; auf spezielle Interpretationen wird spéter eingegangen. A ist die Ko-
effizientenmatriz

ail a2 - A1n

az; a2 - A2n
A=

anl Aap2 -  Qpp

Die a;; konnen Funktionen der Zeit sein, sie konnen aber auch Konstante sein; im
letzteren Fall handelt es sich bei (1.3) um ein System mit konstanten Koeffizienten;
die folgenden Betrachtungen gelten fiir beide Arten von Systemen. Der Vektor u =
(ui(t), -+ ,un(t)) repréasentiert ”Storungen” des Systems. Fiir die i-te Komponente
des Vektors x gilt dann jedenfalls

dX;(t) « ,
dt = ;aijzrl(t), 1= 1, e, N (1.4)

T(t) =

Fiir u(t) = 0 im betrachteten Zeitintervall ergibt sich
T = Ax; (1.5)

diese Gleichung beschreibt ein homogenes System. Ein homogenes System bewegt
sich nicht unter dem Einflu} einer dufleren ”Stérung”. Fiir den Spezialfall £ = 0
findet keine Zustandsidnderung statt, d.h. das System fiihrt keinerlei Bewegung aus.
Das System ist dann in einer Gleichgewichtslage oder in einem Fizpunkt. Die Menge
der Fixpunkte errgibt sich aus der Diskussion der Gleichung

Az =0 (1.6)

Ist der Rang von A gleich n, d.h. ist detA = |A| # 0, so weifl man aus der Theo-
rie der linearen Gleichungssysteme, dass es fiir (1.6) nur eine Lésung gibt, ndmlich
x = 0 fir alle ¢. Ist dagegen |A| = 0, d.h. ist der Rang von A kleiner als n, so sind
die Gleichungen (1.6) voneinander abh#ingig und es exisitiert eine Hyperebene, auf
der (1.6) erfiillt ist. Eine ausfiihrliche Diskussion dieses Falles kann hier ni Knobloch
& Kappel (1974)). Es geniigt hier, sich auf den Fall |A| # 0 zu beschrinken. Die
Gleichungen in (1.6) sind dann voneinander unabhéngig und stellen insofern eine

“Die Bezeichnung lineares System ist iiblich, wenn auch ein wenig lax, denn linear (im mathe-
matischen Sinne) ist es nur fiir den Fall u = 0. (1.3) heifit eigentlich affines System.
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O0konomische Beschreibung des Systems dar; da das Ziel psychophysischer Untersu-
chungen eine Beschreibung des visuellen Systems oder Teilen davon ist, wird man
immer auf eine 6konomische Beschreibung abzielen.

Es sei also |A| # 0 und es sei tg der Anfangspunkt des Intervalles, in dem u(t) = 0
gilt, und es sei xg = x(tg). Ist xg # 0, so ist das System ausgelenkt, d.h. es ist durch
eine vorangehende Storung aus der Gleichgewichtslage in den Zustand xg gebracht
worden. Man hat etwa durch einen Stofl die Stimmgabel in Schwingungen versetzt,
oder die Spiralfeder zu einem gewissen Gerade zusammengedriickt oder auseinander
gezogen. Die Stimmgabel wird irgendwann schwingen, sie strebt dem Fixpunkt x = 0
zu. Die innere Reibung in der Gabel bedeutet, dass die Schwingungen geddmpft
werden, bis eben keine Schwingung mehr vorhanden ist. Fiir ein beliebiges System
kann es sein, dass es, von ¢y an sich selbst iiberlassen, nicht gegen einen Fixpunkt
strebt: einige oder alle Komponenten von x kénnen gegen Unendlich streben, oder
das System schwingt ohne jede Dadmpfung. Strebt x gegen einen Fixpunkt, so ist das
System stabil nstabil. Es zeigt sich, dass es von den Eigenwerten von A abhéngt, ob
ein System stabil ist oder nicht; hierauf wird in Abschnitt 1.2.7 néher eingegangen.

Bei den in diesem Buch behandelten Systemen handelt es sich um Informati-
onsiibertragungssysteme. Dementsprechend kann der Vektor w auch als Vektor von
FEingangssignalen oder als Input- Vektor aufgefafit werden. Unter bestimmten Bedin-
gungen sind dann die Komponenten des Vektors x die Ausgangssignale. Es wird sich
aber oft als niitzlich erweisen, die Ausgangssignale als eine bestimmte Transforma-
tion des Vektors aufzufassen. So sei C' eine m x n-Matrix und y = (y1, -+, ym)’ sei
ein c-dimensionaler Vektor, der die Ausgangssignale reprisentieren moge. Auflerdem
kann man noch zulassen, dass der Eingangsvektor u eine direkte Wirkung auf y ha-
ben darf. Dazu sei D eine m x n-Matrix, und der Ausgangsvektor sei durch Cx+ Du
definiert. Aulerdem kénnen wir noch zulassen, dass der Vektor « in transformierter
Form auf den Zustand des Systems einwirkt, d.h. in der Form Bu. Das System (1.3)

kann dann in der Form
T = Az + Bu

y=Cx+ Du (1.7)

angeschrieben werden. Die Matrix B heifit auch Kontrollmatriz, C' heiit Output-
Matriz, und D heifit Feedforward-Matriz. y heifit Output- Vektor.

Das visuelle System ist wie die meisten biologischen Systeme nichtlinear. Die
Bedeutung der linearen Systeme ergibt sich aus dem Umstand, dass einerseits lineare
Systeme einer mathematischen Analyse leichter zugénglich sind und nichtlineare
Systeme fiir kleine Auslenkungen, d.h. Stérungen, haufig durch lineare Systeme in
sehr guter N&herung beschrieben werden konnen. Die Linearisierung nichtlinearer
Systeme setzt die Kenntnis einer Reihe von Eigenschaften linearer Systeme voraus,
weshalb lineare Systeme in einiger Ausfiihrlichkeit behandelt werden sollen.

Die Gleichung (1.3) ergibt sich direkt aus der Definition des Begriffes Dyna-
misches System. Dies bedeutet, dass sich jedes lineare System in der Form (1.3)
darstellen 1&8t. Deshalb heifit das System von Dgln (1.3) bzw. (1.7) auch die Nor-
malform.
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1.2.2 Die Losungen eines linearen Systems
1.2.3 Die Exponentialmatrix

Zur Vorbereitung wird der Begriff der Ezponentialmatriz eingefithrt. Es sei zunéichst
daran erinnert, dass eine hinreichend oft differenzierbare Funktion f(z) in eine
Taylor-Reihe entwickelt werden kann

Zz $2 .TS
f(@) = £(0) + /M0 + 5 F20) + S FD0) + - (18)
Dabei ist o

die n-te Ableitung von f an der Stelle x; f (")(0) ist also die n-te Ableitung von f
an der Stelle z = 0. Setzt man £ = x + h, so kann man f in eine Taylor-Reihe um
den Punkt x entwickeln:

h h? h3
F© = flo+h) = flo) + V@) + 5 f ) + 5 D@+ (19)
Fiir hinreichend kleine Werte von h kann also f durch eine lineare Funktion
df (x
Fle b~ f(2) +hf @), f() = T

angendhert werden; es ist ja h/1! = h. f'(z) ist die Steigung, f(x) ist die additive
Konstante bei dieser Approximation. Auf diese Approximation wird bei der Linea-
risierung nichtlinearer Systeme zuriickgegriffen.

Es sei P eine n x n-Matrix. Dann ist P2 = P- P, P2 = P. P P, etc. Weiter sei
a ein Skalar, d.h. eine reelle Zahl (a € R). Dann ist aP eine Matrix, deren Elemente
sich von den Elementen der Matrix P nur durch den Faktor a unterscheiden. Ist also
pij das Element in der i-ten Zeile und j-ten Spalte von P, so ist ap;; das Element
in der i-ten Zeile und j-ten Spalte von aP. Man kann dann die unendliche R eihe

4= I (1.10)

bilden. Dabei ist P? eine Matrix, deren Elemente alle gleich 1 sind, und da 0! = 1,
ist PY/0! eine Matrix, deren Elemente alle gleich 1 sind. Der Faktor 1/k! ist eine
reelle Zahl, so dass P¥/k! eine Matrix ist, deren Elemente dadurch entstehen, dass
zuniéichst P k-mal mit sich selbst multipliziert wird und dann die Elemente von P*
mit a = 1/k! multipliziert werden.

Die Reihe (1.10) entspricht formal der Taylor-Reihe fiir die Funktion f(x) = e”,
d.h.

Wegen der Analogie zu der in (1.10) eingefiithrten Reihe wird man zu der folgenden
Definition gefiihrt:
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Definition 1.2.1 Die Matriz
oo
Pk P
H:ZH = e (1.11)
k=0

heifst Exponentialmatrix®.

Ein im folgenden Abschnitt interessierender Spezialfall ist die Exponentialmatrix
der Matrix At; es gilt

o0 k
eM=3)" (‘f!) (1.12)
k=0
und - i - i
e—At _ Z (_;j!t) — Z(_l)k (’é;{t') (113)
k=0 k=0

Fiir spitere Anwendungen sei gleich noch der Ausdruck fiir die Ableitung von e”

—At

bzw. e nach t angefiigt: es ist
d g _ d (A1)* | (Ar)?
- - 21 ST
dt© g TAT Ty )
2(A)A  3(At)2A  4(At)3A
= Aty 5 a4 T
_ (At)?  (At)3
= I+ A+ 5+ o=+ )4
= A (1.14)

Andererseits gilt fiir die Terme (At)*~1A/(k —1)!

k(AF1A  (AphtAa ARt A(At)’H
k! (k=D (k-1 T (k-1

denn t ist ja ein Skalar, d.h. es gilt tA = At, so dass man auch

d
aef“t = AeM (1.15)

schreiben kann. Auf analoge Weise zeigt man, dass

d At At
—e = —Ae” 1.16
g (1.16)
ist.
®Das Zeichen ”=:" soll heifien, dass das Symbol e’ durch die links stehende Summe definiert
wird.
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Herleitung der Lésung

Es wird zunéchst das homogene System & = Ax betrachtet. Es gilt der

Satz 1.2.1 Es sei A eine konstante Matriz, d.h. die Elemente a;; der Matriz A
sollen nicht von der Zeit abhingen. Dann ist x(t) durch

z(t) = zoett (1.17)

gegeben.

Beweis: Eine Moglichkeit, die Losung fiir das homogene System herzuleiten, besteht
darin, den Losungsvektor x(t) in eine Taylor- bzw. MacLaurin-Reihe zu entwickeln;
dies bedeutet, dass jede Komponente von x in eine solche Reihe entwickelt wird. Mit
xo = x(0) soll also gelten

z(t) = xo+tzM(0)+
12 t3
+§$(2)(0) + gI(S)(O) 4. (1.18)
Dabei ist wieder
(@o—dkt k=1,2
z7(0) = —a(t) L =ha

Nun ist :L'él) = AXy, m(()z) = Ax((]l) = A%z, :Ué3) = Aa:(()Q) = A3z, etc. Setzt man diese
Ausdriicke in (1.18) ein, so erhélt man die Reihe
(At)?  (Ar)?

t2 t3
x@:mu+m+§ﬁ+§ﬁ+~q:mu+m+—?~%§f+~%(M%

denn tA = At. In der Klammer rechts steht aber gerade die Exponentialmatrix von

At, so dass man (1.17) erhélt. O

Jetzt kann die Losung fiir das inhomogene System & = Az 4 u bestimmt werden. Es
gilt

Satz 1.2.2 Gegeben sei das inhomogene Gleichungssystem & = Ax + u sowie einen
Vektor xo von Anfangswerten. Dann sind die Losungen x(t) fir dieses System durch

x(t) = xc(t) + xp(t). (1.20)
gegeben. Dabei ist
¢
zo(t) = At g xp(t) = / Ay () dr. (1.21)
to

mit xo = x(to).
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Beweis: Die Gleichung & = Ax + u impliziert £ — Ax = uw. Multipliziert man diese
Gleichung von links mit e~4%, so erhilt man

e i — e MAr = e My

Sind f und g irgendzwei Funktionen von ¢, so ist die Ableitung des Produkts fg nach
der Produktregel durch (fg)' = f'g+ f¢' gegeben. Die vorangehende Gleichung legt
nahe, dass sie iiber die Ableitung eines Produktes beschrieben werden kann. Es werde
dazu die Ableitung des Produkts e “4*z betrachtet; es ist

d
a(e’%x) =e i — Ae Mz = e M(i — Az) = e M.

Integration beziiglich t liefert

/i(emx)dt =eMa(t) = /eAtu(t)dt-

Integriert man fiir die Grenzen ty (= Anfangszeitpunkt) und ¢, so erhilt man insbe-
sondere
t d t
— (e x)dr = eMta(t) — eou(ty) = / eATu(r)d T
to dt to

oder

t
eMa(t) = eMox(ty) +/ eMu(r)dT
to

Multiplikation dieser Gleichung mit e~4* liefert dann

t
z(t) = e~ AE0) g (40) + / e~ Ay (1) dr (1.22)

to
und dies ist gerade (1.20). O

Bemerkungen:

1. Allgemein setzt sich die Losung der linearen (affinen) Differentialgleichung aus
zwel Teillosungen zusammen:

e z.(t), die komplementdre Lisung

o 1,(t), die partikulire Losung

2. Der komplementére Teil x. der Losung hingt von der ” Auslenkung” des Sy-
stems zur Zeit tg ab, zu dem der Input (die ”Stérung”) des Systems durch u
beginnt, wihrend x, nur durch den Input u bestimmt wird.

3. Die Art der Reaktion des Systems hingt offenbar von der Exponentialmatrix
H(t) := e ab. Ist H bekannt, laBt sich die Reaktion des Systems auf einen
beliebigen Input u berechnen. Um H weiter zu spezifizieren, wird im folgenden
Teilabschnitt ein spezieller Input u betrachtet, der fiir die experimentelle Cha-
rakterisierung der Matrix H(t) = e4* und damit des Systems von Bedeutung
ist.
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Abbildung 1.1: Gesamtantwort sowie die Komplementire und partikulire Antwort
auf eine Schrittfunktion

g /,,,
é Lo/ partikulére Losung
A

051" S komplementire Losung

Gesamtantwort

Beispiel 1.2.1 Es sei n = 1 und das Eingangssignal sei eine Schrittfunktion, d.h.
es sei
0, t<0
u(t) = { 1 >0 (1.23)

Fir n = 1 ist A = a, a € R eine einzelne reelle Zahl. Die Anwendung von (1.22)
liefert, wenn man der Einfachheit ¢ty = 0 annimmt,

t
z(t) = z(0)e” ™ +/ e =T g7 (1.24)
0

Es ist aber

t t 1 1
/ e—a(t—T)dT _ e—at/ e dr = e—ati (eat - 1) I (1 o e—at) ’
0 0 a a

so dass sich schliefllich
—(1—e") (1.25)

ergibt. Fiir £(0) = 0 befindet sich das System in der Ruhelage, fiir 2(0) # 0 ist das
System bereits aus der Ruhelage ausgelenkt, wenn die Stérung durch u(t) beginnt.

Man muf jetzt zwei Félle betrachten: (i) a < 0 und (ii) a > 0. Fiir den Fall
2(0) # 0 strebt die komplementiire Losung z(0)e~* gegen Null, wenn a > 0, und
die partikulidre Losung strebt gegen 1/a. Fiir a > 0 strebt also die Antwort des
Systems gegen die Konstante 1/a; das System ist stabil. Fiir den Fall a < 0 wichst
e~ % allerdings unbeschrinkt; das System ist instabil. Der logisch mogliche Fall a = 0
ist aus offensichtlichen Griinden uninteressant.

1.2.4 Die Dirac-Impuls-Funktion und die Impulsantwort-Matrix

Definition 1.2.2 Die Funktion § : R — R sei durch die folgenden Bedingungen
charakterisiert:
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co. £€=0
0(&) = (1.26)
0, £#0

/Oo 5()de = 1 (1.27)

—00

3. Es sei f eine beliebige Funktion. Dann gilt
| #©3(a - gir = @) (1.28)

Dann heifit § Dirac-Delta-Funktion oder Dirac-Impuls®.

Die §-Funktion hat auf den ersten Blick bizarre Eigenschaften: sie ist nur fiir x =
0 von Null verschieden; fiir x = 0 nimmt sie den Wert oo an, und das Integral iiber
0 soll den endlichen Wert 1 haben. In der Tat ist die d-Funktion keine gewthnliche
Funktion, sondern eine verallgemeinerte Fuinktion. Man kann sich ihre Definition
aber veranschaulichen.

Beispiel 1.2.2 Dazu betrachte man die Funktion

0, x < —a/2
f€) =4 Va, —a/2<E<a)2
0, £>a/2

f definiert offenbar ein Rechteck der Breite a und der Hohe 1/a, so dass fiir alle
a#0
0 1
| #eds =a; =1

gilt. Fiir a — 0 strebt f dann gegen eine §-Funktion. O
Beispiel 1.2.3 Die GauBfunktion

1 &
f(6) = ——ex (—202)

ist ein weiteres Beispiel. Sicherlich ist das Integral iiber f gleich 1 (f ist ja eine
Dichtefunktion), und fiir & — 0 strebt f gegen eine J-Funktion. U

Die Bedingung (1.28) ist intuitiv einleuchtend: § nimmt ja nur dann einen von
Null verschiedenen Wert an, wenn das Argument £ gleich Null ist. Dies ist der Fall,
wenn £ = x ist. Gleichwohl ist die Forderung (1.28) nicht trivial, denn fiir diesen
Fall ist ja  gleich unendlich! dass sie Sinn macht, kann man anhand der in den

5Nach ihrem Erfinder, dem Physiker Paul Adrien Maurice Dirac, (1902 — 1984), Mathematiker,
wesentliche Leistungen in der Quantenmechanik.
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Abbildung 1.2: Approximation der Dirac-Funktion: Rechteckpulse und GaufB-
Funktionen

40
9
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------------------------- 1 [
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X X

Beispielen 1.2.2 und 1.2.3 betrachteten Funktionen iiberpriifen, wenn man a bzw. o
na egration gegen Null gehen 148t.

Wé&hlt man nun fiir u einen Vektor, dessen Komponenten aus ¢-Funktionen 6(7)
bestehen, so liefert insbesondere (1.28) die Beziehung

/ SA(t_T)’LL(T)dT = At (1.29)

Dementsprechend heifit H(t) = et auch die Impulsantwortmatriz.

Das System ist durch die Matrix A der Kopplungskoeffizienten bestimmt. Die
Impulsantwortmatrix H ist wiederum durch A bestimmt. Gibt man nun einen Impuls
(im Sinne der §-Funktion) auf das System, so ist die Antwort gerade durch H(t)
gegeben. Gelingt es, H(t) aus der Beobachtung abzuschitzen und kann A aus H
berechnet werden, so hat man damit das System identifiziert. Auf die tatséchliche
Durchfithrung dieses Ansatzes wird spéater zuriickgekommen.

1.2.5 Die Operator-Schreibweise

Der lineare Operator und das Superpositionsprinzip Fiir die hier verfolg-
ten Zwecke kann man sagen, da0 ein System fiihrt ein Inputsignal in eine Antwort
bzw. in ein Outputsignal iiberfiihrt, Dies 148t sich durch die Operatorschreibweise
ausdriicken. Dabei wird das System durch den Operator L reprisentiert; es gilt

L(u)==x (1.30)

wobei v und z natiirlich (vektorielle) Funktionen etwa von ¢ sind, also u = () und
x = x(t). Man zeigt nun leicht die Giiltigkeit von

Satz 1.2.3 Der Operator L (bzw. dass durch den Operator L reprdisentierte System,)
set linear. Dann gilt
L(a1u1 + 04271,2) = 11 + QX2 (1.31)
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wenn L(uy) = x1 und L(ug) = 2.

Beweis: Aus &; = Ax;+u;, 1 = 1,2 folgt u; = &;— Ax; und damit q;u; = od;—aoy Ax;
und sicherlich

U + aour = a1 + aede — a1 Az — awAze = a1 @y + asdy — Al + agwr)
bzw.
a1t1 + aeto = A(aix1 + asxa) + aqug + agug

und dies ist gerade die Aussage des Satzes: man mufl nur x = a1 + asxs setzen. [J

Bemerkungen:

1. Die Aussage (1.31) heifit auch Superpositionsprinzip.

2. Das Superpositionsprinzip kann auch zur Definition von linearen Systemen
gewdhlt werden. Wihrend das Superpositionsprinzip allerdings leicht aus der
linearen Differentialgleichung & = Ax + u folgt, ist es schwieriger, die Differen-
tialgleichung aus dem Superpositionsprinzip herzuleiten. Deshalb wurden hier
lineare Systeme durch die linearen Differentialgleichungen definiert.

Die Impulsantwort und die Darstellung von x als Faltungsintegral Es sei
A(t) = (61(t),02(t), -+ ,0,(t)) und das Inputsignal sei durch A definiert, d.h. es
moge u(t) = A(t) gelten. Dann kann man

L(u) = L(A) = H(t) (1.32)

schreiben; die Antwort des Systems ist gerade die Impulsantwort. Man bemerke,

dass die Impulsantwort des Systems durch (1.32) auch definiert werden kann; wihlt

man diesen Weg, hat man allerdings die Aufgabe, zu zeigen, dass H gerade die Form
At

e’ hat.

Der Nutzen von (1.32) besteht andererseits u.a. darin, dass Eingangs- und Aus-
gangssignal stets durch eine Faltung aufeinander bezogen sind:

Definition 1.2.3 Es scien f und h irgendzwei Funktionen. Dann heifit das Integral
x(t) = / f(r)h(t — T)dT (1.33)
—0o0

ein Faltungsintegral oder einfach Faltung von f und h. Man schreibt auch abkiirzend

z=fxh (1.34)

Nach Satz 1.2.2, p. 15, ist die partikuldre Losung der Gleichung & = Az + u, d.h.
der Teil der Losung, der durch den Input u ”erzwungen” wird, durch

xp(t) = /t e Ay (1)dr

to
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gegeben. Das Integral auf der rechten Seite hat die Form einer Faltung, auch wenn
e~ A=)y (1) ein Vektor ist. Generell gilt der folgende Satz:

Satz 1.2.4 Gilt die Beziehung (1.33), so gilt auch

2(t) = / T b= Ph(r)dr (1.35)

Beweis: Der Beweis erfolgt durch Substitution von £ = ¢ — 7 und nachfolgende
Umbenennung der Variablen. O

Der Ausdruck (1.29) fiir z, ist eine Vektorgleichung. Ihre Struktur wird deutli-
cher, wenn man sie etwas ausfiihrlicher anschreibt. Es seien h;;(t) die Elemente der
Matrix H(t) = e, Die i-te Komponente des Vektors eA*=7)y(7) ist dann durch das
Skalarprodukt der i-ten Zeile von eA(*=7) mit dem Vektor u(7) gegeben, d.h. durch

hir(t — T)u(r) + -+ hin(t — T)upn(r) = Z hij(t — T)u;(7),
=1

u; die j-te Komponente von u, und die i-te Komponente des Antwortvektors x;;, ist
durch

t n n t
Tip(t) = / D hig(t = Tyu(r)dr =) / hij(t — T)u(T)dT (1.36)
fo j=1 j=1""%

gegeben (Vertauschbarkeit von Summation und Integration vorausgesetzt). Man
sieht, dass die Komponenten des Antwortvektors durch eine Summe von einfachen
(nicht vektoriellen) Faltungsintegralen gegeben sind. Sind die Komponenten von u
insbesondere d-Funktionen, so erhélt man

zip(t) = Z/ hij(t —T)6(7)dr =Y hij(t). (1.37)
j=1""%

Beispiel 1.2.4 Ein besonders einfaches Beispiel ist der Fall n = 1. Das System
i = Ax +wu geht dann in das System & = ax + u iiber, wobei a € R, denn die Matrix
A hat jetzt nur ein Element, ndmlich a. Die Impulsantwort des Systems ist dann

H(t)=ce™, acR, ceR (1.38)

wobei ¢ eine Proportionalitéitskonstante ist. Statt (1.38) kann dann auch
t
L[6(t)] = c/ =15 (r)dr = ce™
0

geschrieben werden. Fiir a > 0 wéchst die Antwort als Reaktion auf den Impuls
offenbar unbeschrénkt (zumindest so lange, wie die Rahmenbedingungen, unter de-
nen das System definiert ist, gelten); das System ist instabil. Fiir a < 0 fillt die
Antwort von ihrem Maximum ¢ exponentiell gegen Null ab (das System relaziert);
das System ist stabil. O
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Die in Beispiel 1.38 angesprochene Frage der Stabilitéit eines linearen Systems kann
nur diskutiert werden, wenn bekannt ist, wie H(t) = e im allgemeinen Fall n > 1
berechnet wird. Darauf wird im folgenden Abschnitt eingegangen.

1.2.6 Zur Berechnung der Impulsmatrix

A ist eine n x n-Matrix. Es sei T eine n x n-Matrix, fiir die die inverse Matrix
T~ existieren moge, so dass TT ' = T~'T = I, I die Einheitsmatrix. Weiter sei
T—YAT = A, A wieder eine n x n-Matrix, so dass A = TAT~!. Insbesondere sei
A die Diagonalmatrix der Eigenwerte von A, wobei vorausgesetzt werde, dass alle
Eigenwerte von A verschieden seien. Die Matrix T enthilt dann die Eigenvektoren
von A. Ist ein Eigenwert )\; komplex, so dass \; = \;j1 + j\i2 mit j = v/—1 gilt, so
existiert stets ein zweiter Eigenwert A\ = A\; = \j1 — j\i2 und die zugehorigen Ei-
genvektoren sind ebenfalls konjugiert komplex (fiir eine Begriindung dieser Aussage
lese man in Lehrbiichern der linearen Algebra nach). Es gilt nun der

Satz 1.2.5 Es sei T die Matrixz der Eigenvektoren von A, und A sei die zugehdrige
Diagonalmatriz der Figenwerte von A. Dann gilt

et = T (1.39)
wobet
eMt 0 0
g |00 (1.40)
0 0 .. et
15t.

Beweis: Aus T-'AT = A folgt sofort A = TAT~!. Weiter ist A? = (TAT1)? =
TATITAT' = TA?T1, A3 = A%2A = TA’T'TAT! = TA3T 1, etc, so dass
man allgemein

AF = TART! (1.41)

folgern kann. Analog zeigt man, dass

(At)k = T(At)kT 1 (1.42)
Es ist aber
At — (At)F _ o T(A\)FT—1 _ — (AR o At
eM=>" o —27;@! =T (> o | T =TeNT
k=0 =0 k=0
womit (1.39) gezeigt ist. O

(1.39) zeigt, dass man zur Berechnung von e nicht alle Terme (At)*/k! der un-
endlichen Reihe (1.12 ) berechnen mu8. Es geniigt vielmehr, die Eigenwerte und die
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zugehorigen Eigenvektoren der Matrix A zu berechnen, um e fiir alle ¢ bestimmen
zu koénnen.

Insbesondere kann man nun einen expliziten Ausdruck fiir die Elemente h;;(t) der
Impulsantwortmatrix angeben. Es sei t;; das Element in der i-ten Reihe und j-ten
Spalte von T' (d.h. t;; sei die i-te Komponente des j-ten Eigenvektors von A), und
t~z~j sei das entsprechende Element von 7', Dann gilt wegen H = eAt = TeMT—1

n n
hij(t) = Ztikfkje’\’“tfkj = Ztikfkje’\’“t (1.43)
k=1 k=1
Das Element h;; ist also eine Summe von Exponentialfunktionen et ? gewichtet”

mit den tikfk;j- Auf die inhaltliche Bedeutung dieses Sachverhalts wird eingegangen,
wenn die verschiedenen Formen der Zusammenschaltung von Systemen diskutiert
wird.

1.2.7 Stabilitit linearer Systeme; Eigenfrequenzen

Nach (1.37) ist nun @p;(t) = >_; hi;(t), und damit ist

n n n n n
acpi(t) = Z Ztikfkje/\k’t = Z Ztikfkj 6)\kt = Z Cike/\k't (1.44)
k=1

j=1k=1 k=1 \j=1

mit ¢ = > y tikfkj. Die i-te Komponente der Reaktion auf einen Impuls ist also eine
Summe von Exponentialfunktionen. Hieraus wird sofort die Bedeutung der Eigen-
werte von A deutlich. So sei A\, € R und weiter gelte A\;, > 0. Dann wichst e+t
beschréankt und damit auch zp;(t), d.h. das System ist instabil. Es sei weiter \;, € C,
wobei mit C die Menge der komplexen Zahlen bezeichnet wird, so dass A\, = ag+10k.
Dann existiert stets ein Eigenwert \s = A\, = o, — i B und die Koeffizienten c;j,

un-

und ¢;s sind ebenfalls zueinander konjugiert komplex, d.h. ¢;s = ¢ = |ci;g|e_’¢,
Cik = \cik|ei¢, so dass wir fiir diese beiden Eigenwerte die Teilsumme

Sin(t) = [eam|e Pt 1+ [eiple Pt = |ey et <ei(/8kt+¢) n e_i(ﬁkt"l‘d’))

d.h. )
Sik(t) = |cik|ei¢e>"“t + \cik|e_i¢e’\’“t = 2e%|¢;1.| cos(Brt + ¢). (1.45)

Die Existenz eines Paares konjugiert komplexer Eigenwerte bedeutet also, dass die
entsprechende Komponente der Impulsantwort mit der Frequenz [ schwingt; dies
ist eine Eigenschwingung des Systems, und S hei3t dementsprechend eine Figenfre-
quenz des Systems. Gibt es mehrere Paare von Eigenwerten, so gibt es verschiedene
Eigenfrequenzen und damit verschiedene Eigenschwingungen, die sich additiv tiber-
lagern.

Aus (1.45) folgt sofort eine Aussage iiber die Stabilitdt von linearen Systemen.
Fiir |e;x] < oo ist auch |e;| cos(Bit + ¢) < oo fiir alle ¢. X (¢) héngt allerdings noch
von dem Faktor e®! ab. «y, ist der Realteil des Eigenwerts \p. Fiir az > 0 strebt
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dieser Faktor gegen unendlich, damit auch Y;(¢) und damit die Systemantwort
insgesamt: das System ist instabil. Fiir ay, < 0 gegen Null, und damit S;x(¢). Damit
gilt

Satz 1.2.6 Das System © = Az + u ist stabil, wenn die Realteile aller Figenwerte
AL von A negativ sind.

Definition 1.2.4 Die Funktionen exp(\;t) heiflen die Moden des Systems, und die
Vektoren eAjtTj heiffen die dynamischen Moden des Systems. Die Matriz der T' der
FEigenvektoren heiffit auch Modalmatrix.

1.2.8 Anmerkungen zum Zustandsbegriff

Fiir das System & = Ax + u - die folgenden Betrachtungen iibertragen sich auf das
verallgemeinerte System (1.7) - waren die Komponenten des Vektors x als Zustands-
variablen bezeichnet worden. Die Definition des Zustands eines linearen Systems ist
aber nicht eindeutig. So sei etwa T eine n x n Matrix mit konstanten Koeffizien-
ten, fiir die die Inverse T~! existieren moge (T sei also nichtsingulir). Ist 2 nun
ein Zustandsvektor, so kann man durch die Transformation T 'z zu einem neu-
en n-dimensionalen Vektor z = z(t) tibergehen. Fiir jeden Zeitpunkt ¢ korrespon-
diert dann zu x der Vektor z. Multipliziert man von links mit 7', so erhélt man
TT 'z = x = Tz, so dass man auch sagen kann, der Vektor = sei durch Trans-
formation aus einem Vektor z hervorgegangen. Da T eine Matrix mit konstanten
Elementen ist, folgt @ = T2, und die Gleichung

T=Ax+u

kann dann in der Form
Tz=ATz+u

geschrieben werden. Multipliziert man nun von links mit 77!, so erhilt man die
Gleichung
5=T 1 ATz + T u. (1.46)

Fiir den Zustandsvektor z wird das System, d.h. werden die Kopplungen zwischen
den Zustandsvariablen, also durch die Matrix T~ 'AT und nicht mehr durch die
Matrix A charakterisiert. Natiirlich ergibt sich jetzt die Frage, welche Aspekte
der Systembeschreibung denn invariant sind, wenn schon die Definition der Zu-
standsvariablen nicht eindeutig ist. Es zeigt sich, dass die Eigenwerte von A und
T~'AT die gleichen sind. Die Eigenwerte von A ergeben sich als Wurzeln des Po-
lynoms Q()\) = |A — M| = 0. Fiir die Matrix T-!AT hat man fiir die Eigenwer-
te ein Polynom Q(pu) = |[T-'AT — pI| = 0. Nun gilt aber I = T~!T, so dass
man auch Q(u) = |T~'AT — uT~'T| = 0 schreiben kann. Dies ist identisch mit
Q(p) = |T~YAT — uT)| = |T~Y(A — pI)T|. Aus der Matrixalgebra ist aber be-
kannt, dass die Determinante eines Produktes von Matrizen gleich dem Produkt
der entsprechenden Determinanten ist, also folgt Q(u) = |T~Y||A — wuI||T| = 0. Die
Determinanten |T~!| und |T| sind nach Voraussetzung ungleich Null, sonst wiire die
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Matrix 7" nicht nichtsingulér. Also mufl |A—pl| = 0 gelten, d.h. aber |A—ul| = Q(p),
so dass die Eigenwerte p von T~'AT gerade gleich den Eigenwerten A von A sein
miissen. Die Eigenwerte von A oder T~ ' AT beschreiben aber gerade die qualitativ
wichtigen Aspekte der Dynamik des Systems, wie etwa Stabilitéit in Gleichgewichts-
lagen und die Eigenfrequenzen fiir den Fall komplexer Eigenwerte.

Es werde nun insbesondere angenommen, dass die Eigenwerte alle verschieden
sind und dass 7' die Modalmatrix ist; dann gilt T-'AT = A = diag(\1,- -, \n), und
nach (1.46) erhilt man

A0 0
0 Ay -+ 0

Z = . 2+ T (1.47)
0 0 - M\

Betrachtet man als Ausgangsvariable beim urspriinglichen System y = Cz + Du, so
ergibt sich jetzt fiir y die Gleichung y = Cz+Du, wobei C' = CT ist. Das Wesentliche
an (1.47) ist aber, dass die Zustandsvariablen z; nun entkoppelt sind. Wie spéter
noch gezeigt werden wird, bedeutet dies, dass sich das System als Parallelschaltung
bestimmter elementarer Teilsysteme auffassen 148t, weil ja die Elemente der Matrix
A die Kopplungskoeffizienten der Zustandsvariablen enthélt, und hier \;; = 0 fiir
i # 7 ist.

Der Fall mehrerer gleicher Eigenwerte ist komplizierter und soll hier nicht einge-
hend diskutiert werden; allgemein 148t sich sagen, dass er sich ergibt, wenn das Sy-
stem aus parallel arbeitenden Teilsystemen aufbaubar ist, die ihrerseits als riickwir-
kungsfreie Hintereinander- oder Reihenschaltung gleichartiger Subsysteme représen-
tiert werden konnen.

1.2.9 Lineare Systeme n-ter Ordnung

Systeme der Form (1.3) bzw. (1.4), p. 1.4, sind eine allgemeine Reprisentation von
linearen Systemen. Die Diskussion bestimmter dynamischer Systeme kann allerdings
auf Differentialgleichungen fiihren, die Ableitungen héherer Ordnung enthalten. Es
wird die folgende Notation eingefiihrt: mit D werde der Differentiationsoperator be-
zeichnet. Ist y(t) eine mindestens n-mal differenzierbare Funktion von ¢, so bezeichne
Dy das Differential dy(t)/dt, D?y die entsprechende zweite Ableitung d?y(t)/dt?, all-
gemein D"y dann die n-te Ableitung d"y(t)/dt™.

Beispiel 1.2.5 (Harmonischer Oszillator) Es sei ein System gegeben, das um
den Betrag z(t) aus seiner Ruhelage ausgelenkt wird. Je mehr sie ausgelenkt wird,
desto grofer sei die ”Riickstellkraft” F' = F'(z), mit der es in den Ausgangszustand
zuriickzugelangen versucht (man denke an eine Feder). Man kann annehmen, dass
diese Kraft der Auslenkung proportional ist”, und da sie der Auslenkung entgegen-
gesetzt wirkt, kann man z(t) = —kF(z) schreiben, wobei k eine Proportionalitéts-
konstante ist. Nun ist aber die Kraft proportional der Beschleunigung, und die ist

"Hookesches Gesetz
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durch die zweite Ableitung der Auslenkung gegeben, also durch

} dz?
D?z(t) = (t) = dt(zt)

Mithin ist die ” Bewegungsgleichung” des Systems
2(t) = —k3(t), bzw. kD?2(t) + 2(t) = 0. (1.48)

Die DGL ist linear. Da z(t) proportional seiner zweiten Ableitung ist, muf es sich bei
z(t) um eine Funktion wie exp(At) oder sin(wt 4 ¢) bzw. um lineare Kombinationen
solcher Funktionen handeln. Da die Sinusfunktion selbst bereits die Summe zweier
Exponentialfunktionen ist sin(wt) = (/' — e77**)/24), kann man gleich die Hypo-
these z(t) = asin(wt + ¢) betrachten, wobei a eine Konstante ist. Dann ist Z(t) =
—aw? sin(wt + ¢). In (1.48) eingesetzt ergibt sich sofort (—kw? + 1) sin(wt + ¢) = 0,
woraus dann w = 1/ Vk folgt. Einmal angestoBen schwingt das System also si-
nusférmig mit der Frequenz w = 1/ Vk. Die Frequenz w ist eine Eigenfrequenz und
durch das Material der Feder bestimmt.

Das ungeddmpfte Schwingen ist eine Konsequenz der Annahme z(t) = —kZ(t).
Um der tatséchlich auftretenden Dampfung gerecht zu werden (eine Feder hort ir-
gendwann auf, zu schwingen), muf§ die innere Reibung des Materials bei der Be-
wegung beriicksichtigt werden. Eine verniinftige Annahme ist, dass diese Reibung
proportional zur Geschwindigkeit der Bewegung, d.h. zu 2(t) = Dz(t) = dz(t)/dt
ist, und dass sie additiv auf die Bewegung wirkt. Dann hat man die Dgl

asD*2(t) 4+ a1 Dz(t) + agz(t) = 0. (1.49)

Man kann vermuten, dass die Losung z(t) wieder sinusférmig schwingt. Der direkte
Ansatz
2(t) = asin(wt + ¢)

ist aber nicht so einfach zu handhaben, da die erste Ableitung 2(t) = aw cos(wt + ¢)
auftaucht. Man beginnt am besten mit dem Ansatz z(t) = e* und findet
(ag)\g + a1\ + ao)e” =0,
d.h.
as)? + ay A + ag = 0. (1.50)

da ja eM #£ 0 fiir t < oo. Dies ist das charakteristische Polynom der Dgl, das hier
insbesondere eine quadratische Gleichung in A ist, die bekanntlich die Lésungen

aq 1
Mo=——2 + /a2 4 1.51
12 2a; £ 30y Vol — da0a (1.51)

hat. Man hat die folgenden Falle:
a. Aperiodischer Grenzfall. Fiir a? = 4agas verschwindet die Wurzel in (1.51)

und es gibt nur eine reelle Losung A = —a1/(2a2). Es werde nun a; # 0 und
as # 0 vorausgesetzt. Offenbar ist A < 0, wenn a1 und as beide das gleiche
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Vorzeichen haben; dann ist die Losung stabil. Fiir ungleiches Vorzeichen ist
A > 0 und die Losung ist instabil. Aber mit e’ ist auch y(t) = te’ eine
Losung: (t) = eM 4+ AteM = (1 + M)eM, di(t) = (2A + tA2)eM| so dass, unter
Beriicksichtigung von A = —ay/(2a2), die DGL erfiillt ist. Sind a3 und s
beliebige reelle Zahlen, so ist damit die Funktion z(t) = (a1 + aot)eM die
allgemeine Losung. Diese Losung repréasentiert den aperiodischen Grenzfall.

Es sei a; = 0.Da a} = 4agay vorausgesetzt wurde, folgt, dass dann auch
ap = 0 oder ag = 0 oder ag = ag = 0 gelten mufl. Der Vergleich mit (1.48) und
(1.49) zeigt, dass dann die Voraussetzung, dass es sich iiberhaupt um ein sich
bewegendes System handeln soll, nicht mehr erfiillt sind.

. Kriechfall. Nun sei a? > 4agaz. Dann ist die Wurzel reell und damit sind die
beiden Werte A; und A, reell. Die allgemeine Losung ist z(t) = apeMt 4 qgett,
Betrachten wir noch den Fall z(t) = 0 : dann ist o) /e = e~ da die
Exponentialfunktion monoton in ¢ ist, kann es hochstens einen Wert ¢t = tg
geben, fiir den diese Bedingung erfiillt ist, d.h. die Lésung hat héchstens einen
Nulldurchgang. Im stabilen Fall mufl weiter z(¢) — 0 fiir ¢ — oo gelten. Man
spricht vom Kriechfall.

. Oszillatorischer Fall Der letzte Fall ist a < 4agas. Dann ist die Wurzel
durch +j+/4apas — a2, j = v/—1, gegeben; setzt man p = v/4agaz — a2, ist
A1 = —a1/2a2 + ju, A2 = —a1/2a2 — ju, und die allgemeine Losung ist

z(t) = e(*al/”)t(alej“t + cpe I,

Sind a1 und «o beliebige reelle Zahlen, so ist die Losung offenbar komplex. Um
eine physikalisch realisierbare Losung zu erhalten, mufl man Randbedingungen
beziiglich ary und ao einfithren. Die einfachste ist, ary € C zu wéhlen und as =
a1 als dazu konjugiert komplexe Zahl, so dass a3 = |a1]|e??, as = |ayle 7%,
Dann erhalt man insbesondere

2(t) = e79/92) o | cos(pt + @); (1.52)

die Losung oszilliert.

Es sei insbesondere a; = 0. Dann ist e~ (#1/92)t = 1 und das System schwingt
ungeddmpft weiter fiir alle ¢, zumindest so lange, wie die Randbedingungen
(die Werte von ag, a; und az) nicht gedndert werden.

Die Losungen sind hier gewissermafien durch Raten gefunden worden, wobei das Ra-
ten natiirlich durch das Wissen geleitet wurde, dass Exponentialfunktionen sich bei
Differentiation reproduzieren. Andererseits ist in Satz 1.1.2 eine allgemeine Losung
fiir lineare Systeme angegeben worden, und daher ergibt sich die Frage, wie diese
allgemeine Losung auf die hier betrachtete Dgl zweiter Ordnung angewendet werden

Dazu muf} ein Zustandsvektor z(t) definiert werden, der eben den Zustand des

Oszillators in jedem Zeitpunkt ¢ charakterisiert. Eine Mdglichkeit besteht darin, den
Zustand der Feder im Zeitpunkt ¢ als (i) durch die Auslenkung z(¢), und (ii) durch

27



die Werte der Ableitungen 2(t) und Z(¢) gegeben anzunehmen. Dementsprechend
kann man nun z1(t) = 2(¢), x2(t) = 2(¢) setzen und hat damit z(t) = (z1(¢), x2(t))’
definiert. Offenbar ist #(t) = (21(t), 2(t))" = (2(¢), 2(¢t))’. Bedenkt man, dass die

Dgl in der Form
£(0) = —2La(t) — 22(1)

az a2
geschrieben werden kann, so hat man das homogene System

(1) = Az(t) (1.53)

mit der Koeffizientenmatrix A = (a;j). Es werde nun die komplementére Losung
x(t) = moexp(At) betrachtet, wobei xg ein Startvektor ungleich Null sei. Dann
muf} exp(At) bestimmt werden. Dazu benétigt man die Eigenwerte von A, d.h. die
Wurzeln des Polynoms
Q) = |A— M| =X+ Da+ 20—,
a a
die bekanntlich durch

gegeben sind. Die Elemente h;; von H = e sind durch Summen der Form et +

a2e*?? definiert, und damit wird man zur gleichen Betrachtung wie oben gefiihrt.
Die Wahl der Zustandsvariablen z(t), 2(¢) und Z(¢) fithrt also auf die gleiche Losung,
die jetzt aber nach Satz 1.2.2, p. 15 gefunden wird. ]

Natiirlich kann man noch den Fall betrachten, wo eine ”Stérung” w(t) an den
harmonischen Oszillator gelegt wird. Die Rechnung soll hier nicht im einzelnen
durchgefithrt werden, statt dessen soll gleich der allgemeine Fall betrachtet wer-
den, bei dem nicht nur eine Ableitung zweiter Ordnung, sondern n-ter Ordnung
mit 1 < n < oo beliebig auftaucht. Man mag sich zuerst fragen, welche Bedeutung
solche Ableitungen haben. Sind die Eigenwerte von A alle verschieden, so war be-
reits bei der Betrachtung von (1.47), p. 25, angemerkt worden, dass sich das System
als Parallelschaltung von Teilsystemen auffassen léf3t, die jeweils die Impulsantwort
a;e?t bzw. a;sin(w;t + ¢;) im Falle komplexer Eigenwerte haben. Es zeigt sich
weiter, dass hohere Ableitungen auftreten, wenn im Gesamtsystem solche Teilsyste-
me riickwirkungsfrei hintereinandergeschaltet werden, wie in Abschnitt 1.2.12 niher
ausgefiihrt wird. In jedem Fall kann man aber annehmen, dass es Zustandsvariablen
x(t) = (x1(t), -+ ,x,(t))" gibt, mit denen das System in der Form & = Az + u, d.h.
in der Form (1.3), p. 11, reprisentiert werden kann, da dieses ja die allgemeine Form
der Représentation eines linearen Systems ist. Nun mochte man gelegentlich aber

nur die Beziehung zwischen einem bestimmten Zustand x;(¢) = z(¢) und einem
Eingangssignal betrachten. Dann kénnen alle anderen Variablen eliminiert werden:
dadurch entsteht eine Dgl hoherer Ordnung, bei der etwa n Ableitungen des Aus-
gangssignals z und m < n Ableitungen der Eingangssignals u auftreten; man spricht
dann von einer Dgl n-ter Ordnung. Sie hat die allgemeine Form

Zaka Z b;Dlu (1.54)
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Die Entstehung von (1.54) werde an einem Beispiel verdeutlicht.

Beispiel 1.2.6 Gegeben sei das System & = Ax + u, wobei u = u(t) durch den
Vektor (byw(t), baw(t))" gegeben sei mit by, by € R und w(t) eine (skalare) Funktion
von t, die etwa den Verlauf eines Stimulus reprasentiere. Ausgeschrieben ergibt sich

1 = a11x1 + aj2x2 + bw
To = a91T1 + a9x9 + bow

Es sei z = x5 die gesuchte Funktion in Abhéngigkeit von w(t). Die Variable 1 muf}
eliminiert werden. Die zweite Gleichung kann man nach z; auflésen:
.
x1 = — (29 — agexs — baw)
a1
Weiter kann man die zweite Gleichung noch einmal differenzieren; man erhilt & =
2141 + aged9 + b, was nach &1 aufgeldst
1 . .
z1 = —(§2 — agewz — bow)
a1
ergibt. Diese Ausdriicke fiir 1 und x; koénnen in die erste Gleichung eingesetzt
werden. Nach einem Rearrangement der Terme hat man schliellich

Zo — (a2 + a11)@2 + azi(ar1a22 — a12)x2 = ag1bav + a1 byw;

dies ist eine lineare Dgl mit konstanten Koeffizienten 2-ter Ordnung. ]

Es sei eine Dgl n-ter Ordnung wie (1.54) gegeben. Die Frage ist, wie man jetzt einen
Zustandsraum definieren kann. Es wird zunéchst der Fall

D"z +4a, 1D" 24 - 4+a1Dz+ay=u (1.55)

betrachtet; es treten also keine Ableitungen des Eingangssignales v = wu(t) auf.
Die n-te Ableitung von z hat den Faktor 1, weil man die Gleichung stets durch
den Faktor a, dividieren kann; die entstehenden Quotienten sind hier wieder in
Ap_1, Gnp_2, €tc. umbenannt worden. Wir definieren nun bestimmte Zustandsvaria-
blen, die im gegebenen Zusammenhang auch Phasenvariablen genannt werden: es
sei z(t) = (z1(t), -, 2p(t)) mit x1(¢t) = 2(t), z2(t) = Dz1(t), 23(t) = Dxa(t) =
D2z(t), - ,xn(t) = Dxyp_1(t) = D"z(t). Setzt man diese Ausdriicke in (1.55) ein,
so erhilt man die Gleichung

T+ Gn1Tp + Gp_2Tn_1 + -+ a122 + agry = U. (1.56)
Die linke Seite kann als Skalarprodukt des Vektors
(17 Ap—1,""" 70/0)/

mit dem Vektor



aufgefafit werden. Um dieses Skalarprodukt in Form einer Matrixgleichung der Form
(1.3) darzustellen, definiert man nun die Matrix A, :

0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
A= : 1 0
0 0 o - 0 1
—ap —aip —az - —Qp—2 —Aanp-—1

Weiter sei b. = (0,0,---,0,1),y(t) = z1(t) = (1,0,--- ,0)x = ¢/z. Dann wird

= A.x + bou
y=ddzx

(1.57)

Damit ist die Dgl n-ter Ordnung als System von Dgln erster Ordnung dargestellt
worden, auf das der Satz 1.1.2 angewandt werden kann, um die Lésung der Dgl zu
finden.

Jetzt kann der allgemeine Fall betrachtet werden, wie er in (1.54) mit m # 0
gegeben ist, bei dem also Ableitungen des Eingangssignales u(t) auftreten. (1.54)
kann in der Form

(D" + an—1D" ' + -+ + a1 D + ag)z(t) = (b D™ + by 1 D™+ -+ b1 D + bo)u

geschrieben werden. Die Funktion z(¢) ist durch diese Dgl festgelegt. Man kann sich
nun vorstellen, dass diese Funktion als Fingangssignal fiir ein System benutzt wird,
dass nur durch die rechte Seite der Dgl definiert ist, d.h.

(b D™ + by 1 D™ b1 D 4 bo ) () = 2(1);

hierdurch wird eine neue Funktion 1 (¢) definiert, eben als Losung dieser Dgl. Gleich-
zeitig bedeutet aber diese Dgl gerade, dass fiir alle ¢ aus dem betrachteten Intervall
die Funktion z(t) durch den Ausdruck (b, D™ + b, 1D™ '+ ...+ b1 D +bg)x(t) ge-
geben ist, der also fiir z(¢) in die urspriingliche Gleichung substituiert werden kann.
Nun kann man ja (b, D™ 4 b, 1 D™ 1 4.4+ b; D+ bg) als einen Operator auffassen,
er werde mit D,,(b) bezeichnet. Dann kann D" + a,,_1D" ! +--- 4+ a1 D + ag durch
D,,(a) bezeichnet werden. Es gilt also

Dn(a)z(t) = u(t)

und mithin
Dy (a) D (b)z(t) = D (b)u(t).
Diese letzte Gleichung besagt, dass man sowohl auf z(
t

D, (b) anwenden soll, und anschlieflend auf D, (b)z(
D,,(a). Dann muf aber auch

t) wie auf u(t) den Operator
) noch einmal den Operator

D, (a)x(t) = u(t)

gelten. Dies ist aber der bereits behandelte Fall, bei dem keine Ableitungen der
Funktion u(t) auftreten. Es gibt dann wieder eine Matrix A, und einen Vektor b,
derart, dass

z(t) = Acx(t) + beu(t)
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gilt, und das Ausgangssignal ist durch z(t) = ¢z gegeben, mit ¢ = (bg, b1, , by, 0,---,0)’,
fiir m < n; fiir m = n treten in ¢ keine Nullen auf. Damit ist gezeigt, dass sich all-
gemeine Dgln n-ter Ordnung auf Systeme von Dgln erster Ordnung zuriickfiihren
lassen.

u(t) reprisentiere das Eingangssignal, und g(¢) sei die Zustandsvariable, die als
Ausgangssignal gelten soll. Das betrachtete System sei durch eine Dgl der Form

> ag® () = 3 bue) (1.58)
k=0

j=1
beschreibbar. Ist speziell u(t) = 0 fiir alle ¢, so erhiilt man wie bei Systemen von
Dgln erster Ordnung die homogene Dgl

Z arg™ () = 0.
k=0

In Operatorschreibweise hat man dann

Die Funktion u(t) wird vorgegeben. Sind die Koeffizienten aj und b; bekannt, so
kann man die Funktion durch L&sen der Dgl finden. Fiir den Fall, dass die Dgl
nur erster Ordnung ist, ist die Losung sofort auszurechnen (s. Beispiel 1.2.1, p. 17,
Gleichung (1.24)); ist u(t) = 0 fiir ¢ < 0, so erhilt man fiir die partikulidre Losung

&) = glt) = /0 A=)y (r)dr = /O h(t — Tyu(r) dr. (1.59)

Dabei ist h(t) = e die Impulsantwort des Systems; withlt man in der Tat u(r) =
8(7) so folgt aus (1.59) sofort &,(t) = g(t) = e™, d.h. aber, dass die Antwort auf
md(7) durch me® gegeben ist. Fiir Dgln erster Ordnung ergibt sich die partikulire
Losung, d.h. die Antwort g(¢), also durch Faltung der Impulsantwort mit dem Ein-
gangssignal. Bei Systemen von Dgln erster Ordnung ergibt sich die Losung &,(t)
ebenfalls durch Faltung, diesmal der Impulsantwortmatriz et mit dem Eingangs-
vektor v(t). Es liegt nahe, zu vermuten, dass auch fiir Dgln n-ter Ordnung die Losung
durch Faltung einer entsprechend definierten Impulsantwort zu finden ist. Dies ist
in der Tat der Fall; es gilt der

Satz 1.2.7 Das betrachtete lineare System werde durch eine Dgl n-ter Ordnung mit
zugehdriger Impulsantwort h beschrieben. Die durch das Eingangssignal u(t) erzeugte
Lésung x(t) ist durch die Faltung

x(t) = /0 h(t — T)u(r) dr (1.60)

gegeben.
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Beweis: Der Beweis ergibt sich leicht durch die Operatorschreibweise und durch das
in Satz 1.2.3, p. 19, bewiesene Superpositionsprinzip. Die Impulsantwort ist definiert
durch L[4(t)] = h(t). Damit gilt auch L[§(t — 7)] = h(t — ), wie man sich anhand
der Substitution o = ¢ — 7 leicht erzeugt. Da u(t) = [*°_u(7)d(t — 7)d7 erhélt man

[e.e]

Liu()] = L ( / ()t — T)d7'>

_ /_oo w(F) L3t — 7))dr = /_OO w(F)h(t — 7) dr.
O

Wahlt man fiir u einen hinreichend kurzen Impuls, so ist die Antwort ¢ eine
Approximation der Impulsantwort selbst:

Satz 1.2.8 Fin lineares System sei durch eine Impulsantwort h(t) reprdsentiert,
und es sei

/ h(t)dt = H(E) + ¢

c eine Integrationskonstante. Das Eingangssignal set durch einen Rechteckpuls, d.h.

durch
m/At, t € (to, to + At)

u(t) = (1.61)
0, t ¢ (to, to + At)
definiert. Dann gilt
li h(t — dr = h(t 1.62
Jm [ ne=utr)ar = ) (1.62)

Beweis: Es ist

[e’e] 1 to+At
/ h(t — T)u(r)dr = / h(t —7)dr, t> At
—00 At to

Es geniigt, den Fall ¢ > At zu betrachten, da ja die Reaktion auf einen Impuls von
beliebig kurzer Dauer betrachet werden soll. Substituiert man £ = ¢ — 7, so hat man
wegen d¢/dt = —1

to+AtL t—to—At t—to
/ h(t—7)dr = — / h(€)de = h(E)dE = H(t—to)—H(t—to—At)
¢

to —to t—to—At

Aus der Definition von H folgt

li = h(t).

A At ®)

Dann ist
1 [lotat H(t —ty) — H(t — tg — At)
— h(t — 7)dr = h(t —t At — 0
At/to (t = )dr At = At —to), -
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Fir to = 0 (d.h. setzt man den Anfangszeitpunkt des Impulses gleich Null), so
erhélt man also gerade die Impulsantwort h fiir hinreichend kleinen Wert von At.
Fiir t > typ > 0 erhélt man ebenfalls die Impulsfunktion; man mufl nur £ =t — ¢y als
neue Variable einfiihren.

O

Anmerkung: Es sei noch einmal darauthingewiesen, dass die Intensitit des Im-
pulses proportional zu 1/At gegeben ist, also reziprok zur Dauer At gewé#hlt wird.
Denn nur dann ergibt sich fiir At — 0 ein Dirac-Impuls, zu dessen definierenden
Eigenschaften es ja gehort, dass das Integral iiber diese Funktion gleich 1 ist.

Nun wird in Experimenten der Wert von At nicht wirlich beliebig nahe bei Null
liegen, sondern einen definitiv von Null verschiedenen Wert haben. Die Frage ist
dann, wie gut fiir vorgegebenen Wert von At die Approximation fiir h(t) ist. Es
werde zunéchst ein Beispiel betrachet:

Beispiel 1.2.7 Rechteckpuls Fiir ein System erster Ordnung ist die Impulsant-
wort durch h(t) = e, a € R, gegeben. Es sei u(t) insbesondere ein Rechtecksignal
der Intensitét 1/At, wobei At die Dauer des Signals ist, vergl. (1.61). Die Antwort
auf u(t) ist dann

1 to+At
9t) = 5 / e=7dr, (1.63)
to
Es ist
to+AL to+AtL
/ et"dr = e“t/ e “Tdr
to to
1
_ t —ar |to+At
= (L)
eat
_ & <e—at0 —a(to+At>
a
_ 1 (ea(t—to) ea(t—to—At))
a
Nun ist
ea(tftofAt) _ ea(tfto)efaAt
so dass

to+AtL 1
/ ea(th) dr = 7€a(t7t0)(1 - eaAt)

to a
Fiir hinreichend kleinen Wert von At gilt aber

e 9 1 — aAt,

so dass
1 to+At
" _ - a(t—T)d
g( ) At /to € T

_ 1 ealt—to) (1 _ cadty o Lea(t—to)(l — 1+ aAt)
alt alt
1

_ a(t—to) y At — e@(t—t0) 1.64
—° al\t = e . t>t (1.64)

33



Fiir Werte von At, fiir die die Approximation e**~%) ~ 1 — ¢At hinreichend gut ist,
approximiert auch die Rekation auf den Impuls mit endlicher Ausdehnung At die
Impulsantwort h(t—t) = e**~t) Dieser Wert von At wird von dem des Parameters
a abhingen: Wegen e % ~ 1 — x muf}, mit z = aAt, At umgekehrt proportional zu
a sein.

O

Beispiel 1.2.8 (Schrittfunktion) Es sei jetzt u(t) eine Schrittfunktion, so dass

m, t>0
u(t) —{ 0. t<o0. (1.65)
Dann ist die Antwort durch
t
o(t) = m/ h(t — 7)dr = H(t) — H(0) (1.66)
0

gegeben. Offenbar ist dg(t)/dt = h(t). Bestimmt man also einerseits die Impulsfunk-
tion, andererseits die Schrittfunktion empirisch, so kann man testen, ob sich anhand
der (numerisch bestimmten) Ableitung der empirisch bestimmten Schrittfunktion
die empirisch bestimmte Impulsfunktion ”vorhersagen” ldfft. Diese Vorhersage ist
ein Test fiir die Giite der Messungen einerseits, aber andererseits auch der Hypothe-
se, dass man es iiberhaupt mit einem linearen System zu tun hat. [l

Die Frage ist zunéchst, wie die Impulsantwort h(t) fiir ein System n-ter Ordnung ge-
funden werden kann, wenn die Koeffizienten a; und b; gegeben sind. Da wir spéter
insbesondere an der Analyse von Systemen mit unbekannter Struktur interessiert
sind, miissen wir uns ebenfalls mit der Frage beschéftigen, wie man von einer empi-
risch bestimmten Impulsantwort auf die Systemstruktur zuriickschlieen kann. Die
Begriffsbildungen und Betrachtungen im folgenden Abschnitt dienen u.a. der Vor-
bereitung der Beantwortung dieser Frage.

1.2.10 System- und Transferfunktionen
Allgemeine Resultate

Es soll zuerst an den Begriff der Fourier- und der Laplacetransformierten erinnert
werden (s. Anhang). Ist f(¢) irgendeine reelle Funktion, die der Bedingung

/_OO |f(t)]dt < o0

geniigt, so heifit

Fljw) = /_ T ettt =1 (1.67)

Fouriertransformierte der Funktion f. F'(jw) ist eine komplexe Funktion, so dass
F(jw) = Fi(w) + jF>(w) gilt, wobei F; und F, reelle Funktionen von w sind. Der
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Betrag von F ist dann
A(w) = |F(jw)| =/ F{ (w) + F (), (1.68)

p(w) = tan_l[Fg(w)/Fl (w)]. (1.69)
Dann 148t sich F' in der Form

und

F(jw) = |F(jw)|e?®) = A(w)el?«) (1.70)
darstellen. A(w) ist die Amplitude, mit der die Frequenz w = 2x f in f(¢) enthalten

ist, und p(w) gibt die Phase fiir diese Frequenz an. Ist F'(jw) gegeben, so 148t sich
daraus durch inverse Transformation die Funktion f(¢) bestimmen; es gilt

Ft) = — /Oo Fj)e dw, (1.71)

:g .

Die Laplacetransformierte von f ist durch

P(s) = LUO) = [ ft)e e (1.72)

gegeben, wobei s = a4+ jw € C, d.h. s sei eine komplexe Zahl. Die inverse Transfor-
mation ist dann

ft) = /000 F(s)e*ds (1.73)

Definition 1.2.5 Es sei h(t) die Impulsanwort eines linearen Systems mit konstan-
ten Koeffizienten. Dann heifit die Fouriertransformierte H von h, also

H(iw) = / h(t)e 7“tdt, j§=+/—1 (1.74)
0
die Systemfunktion des Systems, und die Laplacetransformierte

F(s) = / h(t)e stdt (1.75)
0
heifit Transferfunktion des Systems.

Die Systemfunktion wird im Allgemeinen eine komplexe Funktion der Form
H(iw) = Hy(w) + jHa(w) (1.76)

sein, wobei Hy der Real- und Hs der Imaginérteil ist; H; und Hs sind reelle Funk-
tionen. Die Definition von Amplituden- und Phasenfunktionen (1.68) und (1.69)
iibertragen sich natiirlich.
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Satz 1.2.9 Gegeben sei ein ein lineares System mit konstanten Koeffizienten mit
der der Impulsantwort h(t). Es seien u(t) ein Fingangssignal mit der Laplacetrans-
formierten U(s), und g(t) sei das zugehorige Ausgangssignal mit der Laplacetrans-
formierten G(s). h(t) habe die Laplacetransformierte H(s). Dann gilt

G(s) = H(s)U(s). (1.77)
Fir die Fouriertransformierten G(jw), H(jw) und U(jw) gilt die analoge Beziehung
G(jw) = H(jw)U (jw). (1.78)

Beweis: Die Laplacetransformierte von g ist

G(s) = /OOO g(t)e *tdt = /Ooo </Z u(T)h(t — T)dT) e Stdt

= / u(T)/ h(t — 7)e Stdr dt
—00 0
= / u(T)/ h(v)e ) dy, v=t—T
0

—/ u(r)eSTdT/ h(v)e *“dv

= U(s)H(s) = H(s)U(s).

Fiir die Fouriertransformierte G(jw) lduft der Beweis analog. O

Aus (1.77) und (1.78) folgen sofort die Beziehungen

H(s) = (G]Eg (1.79)
und
, H(jw)
H(jw) = Uiw) (1.80)

Die Systemfunktion H (jw) ist eine komplexe Funktion, d.h. es gibt zwei reelle Funk-
tionen P(w) und Q(w) derart, dass

H(jw) = P) + jQ(). (1.81)

Dies folgt aus der Definition von H als Fouriertransformierter der Impulsantwort h.

Definition 1.2.6 Es sei h(t) die Impulsantwort eines linearen Systems mit konstan-
ten Koeffizienten. Die Laplacetransformierte H(s) von h(t) heifft Transferfunktion
des Systems, die Fouriertransformierte H (jw) heif$t Systemfunktion oder Frequenz-
gang. A(w) = |H(jw)| insbesondere heifit Amplitudengang und p(w) heifit Phasen-
gang des Systems.

Definition 1.2.7 Es sei h(t) die Impulsantwort eines linearen Systems mit kon-
stanten Koeffizienten. Das System heifit kausal, wenn h(t) =0 fir alle t < 0.
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Eine System ist also dann kausal, wenn das System nicht auf eine Stoérung reagie-
ren kann, bevor diese Storung nicht auch tatsédchlich eingewirkt hat. Solange ¢ als
Zeitvariable interpretiert wird, haftet dieser Begriffsbildung etwas Triviales an. Aber
formal kann ¢ auch durch eine Ortsvariable x ersetzt sein; in diesem Fall ist es oft
durchaus sinnvoll, nichtkausale Systeme zu betrachten; Nichtkausalitdt bedeutet ja
nur, dass h(z) # 0 fiir z < 0 sein darf.

Der Ausdruck Frequenzgang ergibt sich aus der Aussage des folgenden Satzes:

Satz 1.2.10 L reprdsentiere ein lineares, kausales System mit konstanten Koeffizi-
enten. Das Fingangssignal sei sin(wt) fiir —oo <t < 0o. Dann gilt

g(t) = L(sin(wt)) = |H (jw)|sin(wt + o(w)). (1.82)

Beweis: Nach (1.60) ist die Antwort des Systems durch das Faltungsintegral

o) = /O Tt — 1) sin(wr)dr = 21] < /O Tt — 1)l dr — /O Tt - T)eJ‘WdT>

gegeben, wobei von der Eulerschen Relation sinwt = (e/%f — ¢77%%)/2j Gebrauch
gemacht wurde. Mit der Substitution ¢ =t — 7 erhélt man dann

1/ ., [® . S .
g(t) = — <63“’t/ h(o)e 7“7 do — e_J‘”t/ h(o)eﬂwda> : (1.83)
27 0 0

Aber
OO . .
/ h(o)e % do = H(jw) = |H(jw)|e’?™), (1.84)
0
/ h(o)e'*do = H(—jw) = |H(jw)|e 7« (1.85)
0
Mithin ist .
_ = gwt ; Jje(w) _ ,—jwt ; —Jje(w)
9(1) = 57 (FNH ()| — e H (juw)]e )
woraus sich sofort (1.82) ergibt.
0

Anmerkung: Es ist nach den Eulerschen Relationen und dem Superpositionsprinzip

L(sinwt) = 21jL (e?) — 21jL (et

Aus (1.83), (1.84) und (1.85) folgt dann

L(e™) = H(jw)e™", L (e7*') = H(jw)e ™" (1.86)

Nach (1.82) ist die Antwort auf eine Sinusschwingung der Frequenz w wieder
eine Sinusschwingung mit der gleichen Frequenz, allerdings um den Betrag ¢(w)
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phasenverschoben. Die Eingangsamplitude ist 1, die Ausgangsamplitude A(w) =
|H (jw)| ist nicht notwendig ebenfalls gleich 1, sie wird im allgemeinen ebenso wie ¢
von w abhéngen. Ist die Eingangsamplitude gleich ¢, so ist die Ausgangsamplitude
gleich mA(w). Fiir A(w) > 1 verstérkt das System die Amplitude (Gain), fiir A(w) <
1 wird sie abgeschwicht (Attenuation). H(jw) liefert also fiir jedes w die zugehorige
Ausgangsamplitude A(w) und die Phase p(w); daher der Ausdruck Frequenzgang.

Es soll noch einmal darauf hingewiesen werden, dass in Satz 1.2.10 angenommen
wurde, dass sin(wt) auf dem gesammten Intervall (—oo, ] oder [0, 00) auf das System
einwirkt; (1.82) beschreibt dann die Reaktion im eingeschwungenen Zustand. Wird
u(t) in t = 0 eingeschaltet und betrachtet man die Reaktion in oo > ¢t > 0, so
werden aufler A(w) sin(wt+ ) noch transiente Effekte existieren, die aber fiir ¢ — oo
im allgemeinen gegen Null gehen. Auf die transienten Effekte wird weiter unten
eingegangen. Zunéchst soll (1.82) benutzt werden, um einen ersten Ausdruck fiir
H(jw) zu erhalten. Es gilt der

Satz 1.2.11 Das durch L reprdsentierte lineare System sei durch die Dgl n-ter Ord-
nung (1.54) (p. 28), d.h. durch

> apDFz(t) = biDlu(t)
k=0 j=1

charakterisiert. Dann gilt

b (W)™ F b1 (W) - 4 bo(w)
HGw) = ol + ana o)™ T+ - F ao ()

(1.87)

Beweis: Man betrachte das Eingangssignal u(t) = sinwt = (e/*t —e=7%%) /2j. Wegen
des Superpositionsprinzips kann man die Reaktionen g1 (¢) und g2(¢) des Systems auf
up(t) = e/“t und uy(t) = e 7+ gesondert betrachten und dann die Antwort auf u(t)
gemiB g(t) = (g1(t) + g2(t))/2j bestimmen. Setzt man wu;(¢) in die Differentialglei-
chung ein, so erhiilt man wegen dui(t)/dt = jwel“t, d*uy(t)/dt? = (jw)?el“! etc.
Aus (1.86) wejB man aber, dass L[e/*!] = g1(t) = H(jw)e/*!. Also folgt

> ap(jw)F H(jw) = bi(jw),
k=0

J=0

und dieser Ausdruck fiihrt sofort auf (1.87). Fiir uz(t) = e 7“! wird man auf das
gleiche Resultat gefiihrt. O

Gemif (1.58) ist die Systemfunktion eine rationale Funktion, d.h. der Quoti-
ent zweier Polynome endlicher Ordnung. Betrachtet man statt des Eingangssignals
up(t) = /¥t das Signal u1(t) = e mit s = a + jw, so erhiilt man auf die gleiche
Weise den Ausdruck -

H(s) = bmsn + -+ bos (1.88)
ansS"™ + -+ aps
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fiir die Transferfunktion, die sich also gleichermaflen als eine rationale Funktion
erweist. Es werde noch das folgende Korollar angemerkt:

Korollar: Die Transferfunktion eines Systems sei eine rationale Funktion, d.h. H(s)
sei durch (1.88) gegeben. Dann wird das System durch eine Dgl n-ter Ordnung der
Form (1.54), d.h. durch

> apDFz(t) = biDlu(t)
k=0 j=1

beschrieben.

Beweis: Es folgt aus (1.88), dass
(ans™ + -+ 4+ aps)G(s) = (bns™ + -+ + bps)U(s).

Man bildet jetzt die inverse Transformierte auf beiden Seiten und erhélt
amg™ + -+ + agg(t) = bpu™ (t) + - - + bou(t).

O

Entscheidet man sich also, eine empirisch bestimmte Transferfunktion als ratio-
nale Funktion zu interpretieren, so hat man damit auch die Form der beschreibenden
Dgl bestimmt: es mufl sich um eine Dgl n-ter Ordnung handeln. dass dieses wieder-
um als ein System von Dgln erster Ordnung geschrieben werden kann, wurde in
Abschnitt 2.2 gezeigt.

Bevor hergeleitet werden kann, wie der funktionale Bauplan des Systems be-
stimmt werden kann, sollen die Grundprinzipien der Zusammenschaltung von Sy-
stemen angegeben werden. Denn die Komponenten eines Systems konnen ja selbst
als System aufgefafit werden, und damit sind die Komponenten ebenfalls durch Im-
pulsantworten bzw. Transferfunktionen charakterisiert. Die Analyse besteht dann in
der Anwendung der folgenden Prinzipien.

1. Die Hintereinander- oder Reihenschaltung von Systemen: Das Aus-

gangssignal eines Systems wird dann zum Eingangssignal des folgenden Sy-
stems. Ist g;(t) das Ausgangssignal des ersten Systems und ist ho(t) die Im-

Abbildung 1.3: Reihenschaltung

H=H Hy
u(t) Hy(w) Hs(w) ~ g(t)

pulsantwort des zweiten Systems, so ist ga(t), die Antwort des zweiten Systems,
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durch die Faltung von ¢ (t) und ha(t) gegeben. Dieser Faltung entspricht aber
das Produkt der Laplace-Transformationen von x1 und hs (bzw. der Fourier-
transformationen dieser Funktionen). Also gilt

Ga(s) = G1(s)Ha(s). (1.89)

Will man also die Beziehung zwischen dem Eingangssignal u(t) (fiir das erste
System) mit der Laplace-Transformierten U(s) und dem Ausgangssignal des
zweiten Systems mit der Laplace-Transformierten Ga(s), so erhdlt man aus
(1.89) wegen G1(s) = U(s)Hi(s)

Ga(s) = Hi(s)Ha(s)U(s). (1.90)

Fiir n riickwirkungsfrei hintereinandergeschaltete Systeme hat man dann sofort

Gn(s) = <H Hi(s)> U(s) = H(s)U(s) (1.91)
=1

H(s) = (H Hi(s)> (1.92)
=1

Die hintereinandergeschalteten Systeme kénnen alle als kausal vorausgesetzt
werden, so dass h;(t) = 0 fiir £ < 0 gilt. Unter sehr allgemeinen Nebenbedin-
gungen gilt dann

n

H(jw) = [] Hiljw) = Ae=ime=e?e*/2 = /=1 (1.93)
=1

Dies ist die Fouriertransformierte der Gaufl-Funktion; die Impulsantwort des
Gesamtsystems fiir hinreichend grofies n ist dann also durch

A 2 2
~ —(t—p,) /20—
h(t) ~Th (1.94)

gegeben. Diese Aussage entspricht dem zentralen Grenzwertsatz in der Stati-
stik. (vergl. Papoulis (1968), p. 779). O

. Parallelschaltung von Systemen: Es werde nun die Situation in Abb. 1.4
betrachtet. Wieder sei u(t) das Eingangssignal, diesmal aber fiir beide Systeme
L1 und Lo mit den Transferfunktionen H; und H,, und die Ausgange der
beiden Systeme seien g;(¢) und g2(t). Das Ausgangssignal g(t) sei durch g(t) =
91(t) + g2(t) definiert.

Es sei wieder U(s) die Laplace-Transformierte von u(t), H; und Hj seien die
Transferfunktionen von L; bzw. Lg, und G1(s), Ga(s) seien die Laplacetrans-
formierten von g¢1(t) und go(t). Fiir die Transferfunktion H(s) des Gesamtsy-
stems gilt

H(s) = Hi(s) + Ha(s). (1.95)
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Abbildung 1.4: Parallelschaltung

H=H,+Hy+ Hs

Hi(w) g

u(t) Hy(w) . - 9(t)

Hj(w)

Denn aus g(t) = ¢1(t) + g2(t) folgt durch Laplace-Transformation
L(g(t)) = G(s) = L(gi(t)) + L(g2(t)) = G1(s) + G2(s)
U(s)H1(s) +U(s)Ha(s),

d.h.
G(w) = U(w)[Hi(w) + Ha(w)],

woraus sofort die Behauptung folgt.

. Feedback-Systeme: Aus (1.89) und (1.95) la8it sich sofort die Transferfunk-
tion eines Feedback-Systems herleiten, vergl. Abb. 1.5. Die Systeme L1 und Lo

Abbildung 1.5: Feedback-Schaltung

H = Hl/(l —|—H1H2)

Hy(w)

u(t) t J - 9(t)
HQ(W)

mogen wieder die Transferfunktionen H; und Hy haben. Gesucht ist die Trans-
ferfunktion H, iiber die y und u miteinander verkniipft sind. u;(t) geht aus
u(t) durch Subtraktion von wug(t) hervor, d.g. ui(t) = u(t) — us(t). ug(t) wie-
derum ist der Ausgang des Systems Lo mit dem Eingang us(t). Es sei U(s) die
L-Transformierte von wu(t), und U;(s) seien die L-Transformierten von w;(t).
Dann folgt Ui(s) = U(s) — Us(s), Ua(s) = Hi(s)U1(s), Us(s) = Ha(s)Usa(s).
Gleichzeitig gilt G(s) = Ua(s). Wir suchen die Beziehung zwischen Us(s) und
U(s). Nach den eben angegebenen Beziehungen gilt

Ua(s) = Hi(s)Ui(s) = Hi(s)(U(s) — Us(s)) = Hi(s)(U(s) — Ha(s)Uz(s)),
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woraus man sofort
Hi(s)

G(s) = Ua(s) = U(s) 1+ Hy(s)Ha(s)

(1.96)

gewinnt, d.h. die Transferfunktion eines einfachen Feedback-Systems ist durch

_ Hi(s)
Hs) =17 H,(s)Ha(s)

(1.97)

gegeben. Da Hj und Hs selbst wieder Feedback-Systeme repréisentieren kénnen,
kann man rekursiv durch wiederholte Anwendung von (1.97) H(s) in Ter-
men der einzelnen konstituierenden Systeme anschreiben. Generell gilt (1.60),
p. 31; andererseits gilt (1.92): mit Hs(s) = 1/(1 — Hi(s)H2(s)) hat man ja
H(s) = Hi(s)Hs(s), also eine Produktdarstellung von H(s). Unter Bertick-
sichtigung von (1.95) gilt also, dass eine als rationale Funktion représentierte
Transferfunktion stets kann als Summe von Transferfunktionen bzw. von Pro-
dukten von Transferfunktionen dargestellt werden kann. (1.60), p. 31, ist also
ebenfalls in dieser Form dargestellbar. Die Darstellung erlaubt es, von einer
Transferfunktion auf die Zusammenschaltung von Subsystemen zu schlieflen.
Um diesen Schlufl konkret durchfithren zu kénnen, macht man von der im
néichsten Abschnitt kurz dargestellten Partialbruchzerlegung Gebrauch.

Beispiel 1.2.9 Es werde ein einfaches Beispiel fiir eine Impulsfunktion, die sich aus
Impulsfunktionen fiir Teilsysteme zusammensetzt, betrachtet. Nach Gleichung (1.44)
148t sich jede Komponente eines Vektors von Impulsantworten und damit eine Im-
pulsabtwort selbst als Summe von Termen der Art a exp(At) schreiben, wobei ¢ und
A im allgemeinen komplexe Zahlen sind. Dies bedeutet, dass die Impulsantwort einer
Parallelschaltung solche ”elementarer” Systeme entwpricht. Hintereinanderschaltun-
gen entsprechen Faltungen von Impulsantworten. Hier werde die Imulsantwort

h(t) = a1€/\1t + age/\Qt - b16“1t - bQ@‘th (198)

mit — betrachtet. Die Parameter sind bewuf3t so gewéhlt worden, dass die resultie-
rende Funktion nicht ”schén” aussieht, damit der Effekt der einzelnen Komponenten
deutlich wird. Die Funktion wird in Abb. zusammen mit der zugehorigen Schrittant-
wort dargestellt. (Il

1.2.11 Minimum-Phasen-Systeme

Bekanntlich heifit eine Funktion f gerade, wenn f(—t) = f(t) gilt, und ungerade,
wenn f(—t) = —f(t) gilt. Es gilt der

Satz 1.2.12 Fir jede Funktion f lassen sich eine ungerade Funktion f, und eine
gerade Funktion f, finden derart, dass

f(t) = fult) + f4(t), (1.99)

d.h. die Funktion f laf$t sich als Summe einer geraden und einer ungeraden Funktion
darstellen.
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Abbildung 1.6: Impuls- und Schrittantwort

Excitatory parts

Inhibitory part

00 25 50 75 100 125 150 175
t
Impulse function

Schrittantwort

0 2 4 6 8 1012141618
Zeitt

0,60

Inhibitory parts

045/
0,30,
0,15

0,00

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18
3,0,

2,5]
2,0
1,51
1,0
0,5
0,0

20,5]

-1,0

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18

Zeitt

Step response

Beweis: Man kann stets f(t) = f(t)/2 + f(—t)/2 + f(t)/2 — f(—t)/2 schreiben.

Etwas umgeordnet ergibt sich

F(8) = SUF0) + F(=0)) + 5 (F(8) — F(-1).
Definiert man
SUO+ 1) Y g, (1.100)
SO -0 Y g, (1101)

2

so erhdlt man gerade f(t) = fu(t) + f4(t). dass fy und f, tatséchlich gerade bzw.

ungerade Funktionen sind, ergibt sich leicht durch Einsetzen von —t fiir ¢.

Anmerkungen:

O

1. Mit sgn ¢ wird i.a. das Vorzeichen von t bezeichnet. In bezug auf (1.100) und
(1.101) findet man dann z.B. f,(t) = sgntfy(t).

2. Die Fouriertransformierte ' von f ist dann die Summe der Fouriertransfor-

mierten F, und F, von f, und f4, denn

F(w)

= /OO f(t)e @tat

= / fu(t)e ¥tdt + / folte ¥t (1.102)
Definition 1.2.8 Es sei f eine reelle Funktion. Dann heif§t
; L, [~ [
t)=_r d 1.1
ft)=— -ty (1.103)

die Hilbert-Transformierte von f; P ist der Hauptwert des Integrals.
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Anmerkung: Der Hauptwert von g(7) = f(t)/(t — T) ist

P /_ Z g(r)dt = lim ( /_ oo g(r)dt + / h g(T)dt)

Es gilt der

Satz 1.2.13 Es sei h(t) die Impulsantwort eines kausalen Systems. Dann bilden der
Realteil P(w) und der Imagindrteil Q(w) der zugehirigen Systemfunktion H (jw) ein
Paar von Hilberttransformierten, d.h.

Py =L [T LW o) = 1/00 LG (1.104)

T ) —w T oo —w

Beweis: Nach Satz 1.2.12 kann die Impulsantwort als Summe einer geraden und
einer ungeraden Funktion angeschrieben werden, so dass h(t) = hg(t) + hy(t), wobei
wieder hy(t) = 3[h(t)+h(—t)], hu(t) = 5[h(t)—h(—t)] gesetzt werden kann. Offenbar
ist hy(t) = sgnt hy(t), und so ist h(t) = hg(t)[1 + sgnt] = hy(t) + hy(t)sgnt. Nach
(1.102) ist dann die Fouriertransformierte H(w) von h(t) durch die Fouriertransfor-
mierte Hy(w) von hy plus der Faltung von H, mit der Fouriertransformierten von
sgnt gegeben. Es sei Hy(w) = F(hy), und F(hgsgnt) = —Hg * j/mw, also

- x H, .
mu* g(w)

Aber —Hy(w) * j /7w ist gerade die Hilberttransformierte von Hgy(w). Allgemein gilt
H(w) = P(w) + jQ(w), so dass

P() + Q) = Hy(w) ~ -+ Hy(w)

gelten mufl . Dann ist P(w) = Hy(w) und Q(w) = —(j/mw) * Hy(w), und somit
bilden P und @ ein Paar von Hilberttransformierten. (I

Die Aussage des Satzes 1.2.13 ist, dass der Real- und der Imaginérteil kausaler
Systeme nicht unabhingig voneinander sind; die Abh#ngigkeit zwischen diesen bei-
den Komponenten der Systemfunktion 148t sich bei ihrer empirischen Bestimmung
ausgenutzen.

Es sei nun H(jw) die Systemfunktion eines kausalen Systems. H kann in der
Form

H(jw) = Pw) + jQ(w) = A(w)el*® (1.105)
dargestellt werden, mit
Aw) = [H(jw)| = VP2(@) + @w), ow) = tan"1(Q(w)/P(w))

Dann ist
log H(jw) =log A(w)+ jo(w). (1.106)
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Dieser Ausdruck hat einen Aufbau, der analog zu dem von in (1.105) fir H(jw)
gegebenen ist, denn log H(jw) ist ebenfalls eine komplexe Zahl, und log A(w) und
¢(w) sind reell. Zwischen P und @ existieren aber die Beziehungen (1.104), d.h. P
und @ sind ein Paar von Hilberttransformierten. Die Frage ist dementsprechend, ob
nicht auch zwischen log A(w) und ¢(w) diese Beziehung besteht. Dann miifite

1 6w)

log A(w) = - u—wdu’ (1.107)
bw) = i/oowczu. (1.108)

gelten (Solodovnikov (1960), p. 45). Der Vorteil der Existenz der Beziehungen (1.107))
und (1.108) liegt auf der Hand: ist z.B. A(w) = |H(jw)| bekannt, so 148t sich iiber
(1.108) die Phasencharakteristik ¢(w) berechnen.

Um die Bedingungen zu charakterisieren, unter denen die Gleichungen (1.107))
und (1.108) gelten, mu man sich iiberlegen, dass eine Nullstelle von H (jw) eine
Singularitit fiir log H(jw) bedeutet: log H(jw) wird dann —oo, und damit auch
log A(w), so dass (1.108) nicht mehr anwendbar wird. Es 148t sich zeigen, dass (1.107)
und (1.108) nur gelten, wenn H(jw) weder Pole noch Nullstellen in der unteren
Halbebene aufweist.

Definition 1.2.9 Lineare, kausale Systeme mit konstanten Koeffizienten, fir die
Beziehungen (1.107) und (1.108) gelten, hejffen Minimum-Phasen-Systeme.

Nach Satz 1.2.9 gilt H(s) = G(s)/U(s) bzw. H(jw) = G(jw)/U(jw), d.h. die
Transfer- bzw. die Systemfunktion ist als Quotient zweier komplexer Funktionen,
insbesondere zweier Polynome darstellbar (vergl. (1.58) und (1.59)). Aus der Alge-
bra ist bekannt, dass sich ein Polynom als Produkt von komplexen Zahlen darstellen
148¢t. Es ist etwa

m n

bmsm—k'--—i-bo.s:H(s—Ei), aps" + -+ aps = H(s—si)
i=1 j=1

wobei 5; und s; die Wurzeln der entsprechenden Polynome sind. Aber die s — §; und
s — s; sind komplexe Zahlen, die sich in der Form z = |z|e/? darstellen lassen, und
ihr Produkt ist gleich dem Produkt ihrer Absolutbetrige (Moduli) sowie der Terme
e’¥?. Der Phasenwinkel des Produkts ist gleich der Summe der Phasenwinkel, bei
einem Quotienten gleich der Differenz der Phasenwinkel. Aber G(s) ist schliefilich
der Quotient zweier komplexen Zahlen, und der korrespondierende Phasenwinkel
ist gleich der Differenz der Phasenwinkel von Zéahler- und Nennerpolynom. Fiir Mi-
nimalphasensysteme nimmt diese Differenz fiir alle w den jeweils kleinstmoglichen
Wert an. Eine ausfiihrliche Diskussion findet man in Varju (1977), p.123.
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1.2.12 Transferfunktionen und Partialbruchzerlegung

Betrachtet man ein durch eine Dgl n-ter Ordnung beschriebenes System, so weifl
man (vergl. (1.88), dass die zugehorige Transferfunktion H(s) die Form

bin8™ + by 18™ L -+ bps

H(s) = 1.109
() ans™ 4+ ap_18" 1+ - 4 ags ( )
hat, wobei s = o + jw, und die Systemfunktion hat die Form
b . m b 3 . m—1 . b .

an(jw)™ + anfl(]'w)nfl + -+ ag(jw) ’

Damit ist H(s) der Quotient zweier Polynome P(s) und Q(s). Wir beschrinken uns
im Folgenden auf H(s); die Betrachtungen beziiglich H(jw) sind analog. Um die
inverse Transformation von H(s), d.h. um die Impulsantwort zu finden, kann man
nun H(s) = P(s)/Q(s) in eine Summe von Teilbriichen zerlegen, d.h. man fiihrt eine
Partialbruchzerlegung durch.

Nach Satz 1.2.11, Gleichung (1.58), p. 38, ist die Transfer- bzw. Systemfunktion
der Quotient zweier Polynome in s = a + jw. Es sei insbesondere P(s) = a,s" +
18" 14 +ag, Q(8) = bys™ +by_18™ 4+ - -+bg. Aus der Algebra ist bekannt,
dass ein Polynom in der Form eines Produktes geschrieben werden kann; man hat

n m
P(s) = H(S —5i), Q(s)= H(s — 55), (1.111)
i=1 j=1
wobei s; und s; die Nullstellen von P(s) und Q(s) sind, d.h. P(s;) =0, Q(s;) = 0.
Nun ist

nimmt s den Wert einer Nullstelle von P(s) an, so wird H(s) = 0; die s; heiflen
dementsprechend die Nullstellen von H(s). Nimmt s den Wert einer Nullstelle s;
von Q(s) an, so wird H(s) gleich unendlich. Die Nullstellen von Q(s) heilen dann
die Pole von H(s).

Die Diskussion der Eigenschaften eines Systems ergibt sich aus den Nullstellen
und Polen von H. Die Pole ergeben sich aus der Struktur von @(s), und dieses
Polynom ergibt sich, wenn man die homogenen Dgl

Q(s) = ans" +an_ 15" 1+ +ags =0

betrachtet. Man macht fiir diese Gleichung den Ansatz x(t) = . Dann gilt d*z(t)/dt* :=
z(*) = sFest und man erhilt

n

n
Z apz® (t)zzest = et Z aps® =0,
k=0

und dies kann nur gelten, wenn



Q(s) heifit auch das charakteristische Polynom der Dgl (1.54), p. 28. Die Bedingung
Q(s) = 0 liefert dann gerade diejenigen Werte fiir s, fiir die e*! eine Losung der homo-
genen Dgl ist. Die Nullstellen von P(s) beziehen sich auf die Summe » 7, bjul) (t);

setzt man hier u(t) = €%, so ist ul9)(t) = s7¢** und man hat

Z bju(j) (t) = Z bjs’est = P(s)e.
j=0 j=0

Die Nullstellen von P(s) sind dann diejenigen Werte von s, fiir die u(t) identisch
verschwindet.

Nun ist Q(s) ein Polynom n-ten Grades, und deshalb gibt es gerade n mégliche
Nullstellen. Dabei kann es sein, dass einige Nullstellen mehrfach, etwa v;-fach, vor-
kommen. Sie haben dann die Mehrfachheit v;. Gibt es r verschiedene Nullstellen mit
den jeweiligen Mehrfachheiten v, > 1, so muf} insgesamt v; + - - - + v, = n gelten.
Weiter gilt, dass eine Nullstelle entweder reell oder komplex ist. Ist eine Nullstelle s;
komplex, so existiert stets eine weitere komplexe Nullstelle s, die zu s; konjugiert
komplex ist, d.h. es gilt s; = a; + jw; und s = 5; = a; — jw;. Wie weiter unten
noch verdeutlicht werden wird, ist es gerade dieser Sachverhalt, der fiir die komple-
xen Nullstellen eine reelle Deutung beziiglich des Verhaltens ds Systems impliziert.

Um die Eigenschaften des Systems aus den Nullstellen und Polen von H (s) her-
zuleiten, wendet man die aus der Algebra bekannte Partialbruchzerlegung an: sie
erlaubt es, den Quotienten zweier Polynome als Summe bestimmter Briiche anzu-
schreiben. Diese Summanden reprisentieren dann, nach den Ergebnissen von Ab-
schnitt 1.2.12 {iber die Zusammenschaltung von Systemen, bestimmte parallelge-
schaltete Untersysteme, deren Transferfunktion dann aus der Form der Summanden
geschlossen werden kann. Wir beginnen mit dem einfachsten Fall:

a. Die Pole von H(s) sind paarweise verschieden

Wie oben bereits angemerkt, konnen die Nullstellen von Polynomen reell oder kom-
plex sein. In jedem Fall gilt nun

P(s) Ay Ay An
H(s) = — - . 1.112
() Q(s) S—Sl+3—82+ +s—sn ( )
Dabei sind die Ay, k = 1,--- ,n Konstanten, die sich aus den a; und den b; ergeben.

Da die a; und b; im Falle unbekannt sind, wenn man ein vorgegebenes System
analysiert, soll auf die Berechnung der Ay hier nicht weiter eingegangen werden.

Aus (1.112) ergibt sich durch inverse Laplacetransformation sofort ein Ausdruck
fiir die Impulsantwort h(t). Dazu betrachten wir die inverse Transformation fiir den
Ausdruck A;/(s — s;); es ist

L (‘4“') = Ajet, (1.113)

S — 55

und somit ist
h(t) = A1t 4o+ Ayett (1.114)
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Setzen wir h;(t) = A;e®it, so gilt

h(t) = hi(t) = At
1

=1 =

Vergleicht man nun (1.113) (und damit (1.114)) mit (1.65), p. 34, so sieht an, dass
das System als eine Paralellelschaltung von (Teil-) Systemen aufgefa3t werden kann,
die jeweils die Transferfunktion H;(s) = A;/(s — s;) und damit die Impulsantwort
A;e®i haben. Nun wurde in Abschnitt 2.2 gezeigt, dass ein System mit dieser Im-
pulsantwort ein System erster Ordnung ist. Fiir das i-te Teilsystem muf} also

2y — SiZ; = U.

gelten. Nach Satz 1.2.2, p. 15, hat diese Dgl die Losung

zi(t) = e 5t / eSiTu(r) dr = e~ 5t

fiir u(t) = d(t) (der Faktor A; ist hier vernachléssigt worden). Fiir das System kann
dann das System von Dgln erster Ordnung angeschrieben werden:

z=Az+ bu, (1.115)

wobei A = diag(s1, -+ ,8p), b = (1,1,---,1) und z(¢t) = (a1, -, An)z + du ge-
schrieben werden. Die Tatsache, dass A eine Diagonalmatrix ist, bedeutet, dass die
Variablen z; entkoppelt sind, denn die Z; werden nur durch die z; selbst, nicht aber
durch z;, j # ¢ beeinfluit. Die Variablen z; werden gelegentlich auch als kanonische
Variablen bezeichnet.

Zur weiteren Interpretation mufl man nun zwischen zwei Féllen unterscheiden:
(i) die s; sind alle reell, (ii) es existieren auch komplexe Nullstellen.

1.2.13 Der Fall einfacher Pole

Alle Nullstellen sind reell Den einzelnen Summanden h;(t) = A;e® koénnen als
Impulsantworten von Systemen erster Ordnung angesehen werden. Da die h; reelle
Funktionen sind, folgt, dass alle A; ebenfalls reell sind. Der Transferfunktion H (s)
entspricht damit eine Parallelverschaltung von n Systemen erster Ordnung. Offenbar
strebt h(t) nur dann gegen Null, wenn die s; alle negativ sind; in desem Fall ist
das System stabil. Ist auch nur eine der Nullstellen positiv, so bedeutet dies, dass
der entsprechende Term auch bei geringster Anregung des Systems gegen unendlich
strebt; das System ist dann instabil.

Es existieren komplexe Nullstellen Die Nullstelle s; des Polynoms Q(s), d.h. der
Pol s; von H (s), sei nun komplex; es gelte s; = a; + jw;. Dann existiert ein weiterer
Pol s; derart, dass s; = 5; = a; — jw;. Generell gelte wieder (1.112), allerdings sind
jetzt Die Koeffizienten 4; und A; ebenfalls komplex. Es gilt insbesondere A; = 4;,
d.h. A; ist zu A; konjugiert komplex, so dass A; = |A;|e?¥i, A; = |A;le”%i. In
(1.112) kann man nun die Terme mit komplexen und dazu konjugiert komplexen s;,
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5; zusammenfassen und die jeweiligen Summen h;(t) = A;e%t + Ajesjt betrachten.
Es gilt dann
hi(t) = ]Ai’eaiel(witﬂoi) + |Ai’€ai€*(3wl'+s0i)’

d.h. aber
hi(t) = 2| A;|e® cos(wit + @(w;)). (1.116)

Die Existenz einer komplexen Nullstelle von Q(s) zusammen mit der mit ihr asso-
ziierten konjugiert komplexen Nullstelle bedeutet also, dass die Impulsantwort h(t)
einen Summanden der Form (1.116) enthélt. h; ist eine (Ko-)Sinusschwingung der
Frequenz w;, die um ¢(w;) phasenverschoben ist. Zur Zeit ¢ = 0 ist die Amplitude
durch 2|A;| gegeben. Fiir

e o; < 0 fallt dann die Amplitude exponentiell gegen Null, und fiir
e «o; > 0 steigt sie exponentiell; das System ist insgesamt instabil, und fiir

e «; = 0 schwingt das System mit unverédnderter Amplitude |4;| fort.

w; ist eine Figenfrequenz des Systems. Offenbar kénnen solche, mit den Eigenfre-
quenzen verbundenen Eigenschwingungen nur dann auftreten, wenn es mindestens
zwei zueinander konjugiert komplexe Nullstellen von Q(s) gibt. Dies bedeutet, dass
die homogene Dgl von mindestens 2-ter Ordnung sein muf}, soll es iiberhaupt zu
Eigenschwingungen kommen.

Es sei a; < 0. Ist o] klein, so geht e®! nur langsam gegen Null und man spricht
von schwacher Dimpfung. Ist |a;| so groB, dass es kaum noch zu einer oszillatorischen
Bewegung kommt, so hat man es mit einer starken Ddmpfung zu tun.

Fiir die Impulsantwort eines Systems n-ter Ordnung gilt nun

Denn man erhélt fiir jedes Paar zueinander konjugiert komplexer Nullstellen von
Q(s) einen Term der Form (1.113). Gibt es r solche Paare, so gibt es r Terme der
Form (1.113) und es sind 2r Nullstellen absorbiert worden. Die verbleibenden n — 2r
Terme miissen von der Form (1.112) sein. Damit gibt es k =n—2r+r =n—r
Terme h;(t), aus denen sich die Impulsantwort zusammensetzt.

1.2.14 Der Fall mehrfacher Pole

Weist das Polynom Q(s) mehrfache Nullstellen, so ist es iibersichtlicher, den Fall aus-
schliefflich reeller mehrfacher Nullstellen und den mehrfacher komplexer Nullstellen
getrennt zu betrachten.
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Mehrfache reelle Pole Die Nullstelle s; € R des Polynoms Q(s) trete mit der
Vielfachheit n; auf, n; > 1, ny +no + -+ + ng, k < n. Dann gilt

- n; Ay A Am
S — s — 8; 1 — + e - = + . +
) = L= ==+ oy (5= s
Ll Lnk

. 1.117
Gosm) T G S
Natiirlich ist (1.112) ein Spezialfall von (1.117), denn (1.112) geht in (1.117) {iber,
wenn ny = --- = n; = 1. Wieder l48t sich sagen, dass das Gesamtsystem aus

der Parallelschaltung von Subsystemen besteht, wobei jedes Subsystem durch eine
Transferfunktion der Form H(s) = C/(s — s;)F mit k > 1, ist. C € R ist eine
der Koeffizienten Aj,---, Lj. Hy, 18t sich in der Form H(s) = C[1/(s — s;)]*
schreiben, d.h. sie ist dem k-fachen Produkt der Transferfunktionen 1/(s — s;) pro-
portional. Nach Abschnitt 1.2.10, Gleichung (1.92), p. 40, kann dieser Sachverhalt
als Représentation eines k-fach riickwirkungsfrei hintereinandergeschalteten Systems
mit der Transferfunktion 1/(s—s;) aufgefafit werden. Da s; € R vorausgesetzt wurde
sind diese letzteren Komponenten Systeme erster Ordnung. Das Gesamtsystem kann
also als eine Parallelschaltung von Teilsystemen, die aus riickwirkungsfrei hinterein-
andergeschalteten Systemen erster Ordnung bestehen, beschrieben werden.

Es soll noch die inverse Laplacetransformation der Komponenten betrachtet wer-
den; es ist

A
L' <(s—];)k> = Ajthest. (1.118)

Die Komponente h;(t) der Impulsantwort, die durch s; definiert ist, hat also die

Form
n n n
hi(t) =Y ) AgtFes’ = 5y~ Ayt (1.119)
k=1 i=1 i=1

Der Ausdruck tFest ist als Gamma-Funktion bekannt und ergibt sich als k-fache
Faltung der Exponentialfunktion e*?. Diese Impulsantwort ergibt sich, wenn man
k Systeme mit der Impulsantwort e riickwirkungsfrei hintereinanderschaltet; der
Ausgang des einen Systems dient als Eingang fiir das folgende. (1.117) entspricht im
Zeitbereich der aus (1.114) hergeleiteten Aussage.

Mehrfache komplexe Nullstellen Es sei nun s; eine k-fache, £ > 1, komplexe
Nullstelle. Das Polynom Q(s) mufl dann das Teilprodukt

n

Z(s —s;)

j=1
enthalten, dem in der Partialbruchzerlegung von H(s) der Ausdruck
Dqs; + Eq Dys; + E» Dys; + Ey,
st+pisitaq (7 +pisi+q)? o (s? +p1si + q)*
entspricht. Da der komplexen Zahl s; eine konjugiert komplexe Zahl als Nullstelle

von Q(s) entspricht, liefert die inverse Laplacetransformation den Ausdruck

hi(t) = Aite®tcos(wit + )], A; € R (1.121)

(1.120)
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als i-ten Summanden fiir die Impulsantwort h(t).

Ist also die Transferfunktion oder die Systemantwort bekannt, so liefern die kor-
respondierenden Summanden, die durch die Partialbruchzerlegung entstehen, die
entsprechenden Summanden der Impulsantwort. Die Methoden der Berechnung der
reellen Paramter A;, «; etc brauchen hier nicht angegeben zu werden, da sie bei
einer Analyse des visuellen System bestenfalls als freie Parameter geschitzt werden.

1.2.15 Elementare Systemelemente

In Abschnitt 1.2.10, (vergl. Gleichung (1.95), p. 40) wurde gezeigt, dass eine ge-
gebene Transferfunktion H(s) als Summe von Funktionen H;(s) dargestellt werden
kann, die parallelgeschaltete Systeme représentieren; die H;(s) konnen wiederum aus
riickwirkungsfrei hintereinandergeschalteten Sytemen bestehen. Es sollen hier einige
elementare Typen von Systemen betrachtet werden, die durch die H;(s) reprisentiert
werden.

1.2.16 Elementare Ubertragungsglieder

Das P-Glied Es sei H(s) die Transferfunktion eines Systems. Gilt H(s) =V € R
eine Konstante, so heifit das System ein Proportional-Glied.

Beispiel 1.2.10 In einem elektrischen Schaltkreis sind die Spannung U, der Strom
I und der Widerstand R sind geméf der Gleichung U = RI miteinander verkniipft.
Betrachtet man die Spannung U als Eingangsgrofie und I als Ausgangsgrofie, so ist

z(t) = vu(t), v=1/R (1.122)
mit z(t) = I(t), u(t) = U(t). Die Transferfunktion ist durch
G(s) = H(s)F(s) =vF(s) (1.123)

gegeben; im genannten Beispiel ist v = 1/ R eine reelle Konstante. Ein solches Glied
muf offenbar nicht durch eine Differentialgleichung beschrieben werden. O

Das Integrier-Glied (I - Glied) Hier soll gelten

z(t) = /0 u(T)h(t —7)dr = /0 u(T)dr (1.124)

d.h. das Ausgangssignal soll dem Integral des Eingangssignals sein. Daraus folgt
h(t — ) = 1. Bildet man die Laplacetransformierte von h, so hat man

L(h(t)) = /OOO Je—star = 1.

S

d.h. die Transferfunktion ist in diesem Fall durch
H(s) = - (1.125)
gegeben.
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Beispiel 1.2.11 Integrator Betrachtet man die Wechselspannung U(t) an einem
Kondensator mit der Kapazitdt C' sowie den Strom I(t), so gilt die Beziehung
dU(t)/dt = 1(t)/C oder

U =2 /0 I(r)dr

Der Kondensator wirkt wie ein Integrator. Il

Beispiel 1.2.12 Ein Neuron ”feuert” dann ein Aktionspotential (Spike), wenn das
Membranpotential V (¢) einen bestimmten Schwellenwert Vj erreicht hat. Das Mem-
branpotential wird durch erregende Impulse oder graduierte Potentiale aufgebaut.
Bezeichnet man mit u(t) das erregende Potential, so hat man

V(t) ==z(t) = /0 u(T) dr; (1.126)

fiir V(tg) = Wy wird der Spike getriggert und das Membranpotential V' wieder auf
Null gesetzt. Diese Gleichung charakterisiert den perfekten Integrator.

Ist u(7) = c eine Konstante, so ist die Feuerrate, d.h. die Rate, mit der Spikes
erzeugt werden, durch r = 1/ty = ¢/Vj gegeben, d.h. r ist proportional dem Input
u=c.

Bei einem anderen Integratortyp werden die Input-Effekte linear summiert und
zerfallen exponentiell, so lange das Membranpotential unterschwellig bleibt. Erreicht
V(t) den Wert Vj, so wird der Spike getriggert und V(¢) = 0 gesetzt. Es gilt

z(t) =V (t) = /0 t u(r)e M) dr (1.127)

fiir 0 < V(t) < V. Ist insbesondere u(t) = k eine Konstante, so erhilt man
vy = k(1 — e ) /a,

so dass

1 a
to = —alog (1 — ’Ulg) .

Die Feuerrate 1/ty = a/log(1 — v1/k) ist demnach nicht mehr, wie beim perfekten
Integrator, proportional zur Stiarke bzw. Intensitit k& des Eingangssignals. Auch fiir
dieses Modell sind die Reaktionen insbesondere auf stochastische Folgen von Impul-
sen untersucht worden; eine Zusammenfassung der Resultate findet man in Holden

(1977).

Man kann diesen Ausdruck so auffassen, dass das Neuron ein System mit der
Gewichtungsfunktion, d.h. mit der Impulsantwort h(t) = e~ ist.

Zur Erklarung des Ausdrucks ”leckender” Integrator (leaky integrator) nehme
man an, dass der Input u(7) ein Impuls md(7) sei. Aus (1.126) folgt dann V(t) =
me~*, d.h. das Membranpotential fillt exponentiell ab; der Integrator ”leckt” ge-
wissermafien.
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Besteht u(7) aus einer Folge vom Impulsen md(r — ¢;), wobei die Zeitpunkte
zuféllig sind (etwa durch einen Poisson-Prozel gegeben sind), so werden V (¢) und
damit die Folge der getriggerten Spikes ebenfalls Zufallsprozesse sein. Je grofler
dabei die Absténde zwischen den erregenden Impulsen sind, desto mehr wird V' (¢)
zwischen den Impulsen absinken und das Erreichen von V wird unwahrscheinlicher;
die Spikedichte nimmt ab.

Der Frequenzgang ist durch

t
, 1
H(jw) = [ h(t)e ¥t dt = 1.128
) = | hitge e (1128)
gegeben. Es ist
1 A—jw
_H ] = = s
U9) = 3550 = B0 = o)
d.h. \
. . w
Hiw) = v e rer
woraus 1
|H(jw)| = Xt

folgt. Hieraus folgt, dass die Ubertragung fiir w = 0 maximal ist; die Amplitude
|H (jw)| fallt monoton mit w. Der Integrator mit Leck ist also ein Tiefpaffilter.

In Abschnitt 1.2.5, Beispiel 1.2.4, p. 21, wurde eine Dgl erster Ordnung betrach-
tet; ihre Losung fiir einen Impuls als Eingang ist durch k exp(—at) gegeben. Dies ist
die Impulsantwort. Daraus folgt, dass der Integrator durch eine Dgl erster Ordnung
beschrieben werden kann. O

Das Differenzier-Glied (D - Glied): Hier wird gefordert, dass

2(t) = dZit) (1.129)

gilt. Ist etwa z(t) = U(t) die Spannung an einer Induktivitét der Grofle L und I(¢)
der Strom, so gilt U(t) = LdI(t)/dt. Die Transferfunktion H(s) ist durch

H(s) = Ls (1.130)

gegeben.

Viele Systeme konnen als aus P-, I- und D - Gliedern zusammengesetzt gedacht
werden. Bei einer solchen Zusammensetzung von Bauteilen mufl im allgemeinen die
Differentialgleichung fiir das gesamte System bestimmt werden, wenn man man das
Ubertragungsverhalten des Systems bestimmen will. Ein interessanter Spezialfall
ist aber die riickwirkungsfreie Zusammenschaltung. Diese gelingt, wenn man etwa
zwischen die Systeme einen Verstédrker mit dem Verstédrkungsfaktor 1, einem hohen
Eingangwiderstand und einem geringen Ausgangswiderstand schaltet; eine ndhere
Diskussion findet man in Varju (1977).
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1.2.17 Teilsysteme zweiter Ordnung

In Abschnitt 1.2.5 wurde gezeigt, dass einfache komplexe Pole der Transferfunktion
implizieren, dass die Impulsantwort Summanden der Form

hi(t) = 2|A;]e® cos(w;t + @(w;)) (1.131)

enthélt. Wird also das System mit einem Impuls erregt, so enthélt die Impulsant-
wort eine mit der Frequenz w; schwingende Komponente, deren Amplitude fiir a;; < 0
exponentiell abklingt. Die durch h;(t) représentierte Komponente entspricht einem
Teilsystem 2-ter Ordnung, das wiederum als aus zwei riickwirkungsfrei hinterein-
andergeschalteten Systemen 1-ter Ordnung zusammengesetzt gedacht werden kann.
Um dies zu sehen, sei das erste System durch die Dgl 1-ter Ordnung 719+ 12y = u(t),
und das zweite System durch die Dgl 01§+ 029 = y charakterisiert. Die Storung des
ersten Systems ist die Eingangsfunktion u(¢), und die Stérung fiir das zweite System
ist die Antwort y des ersten Systems. Beide Systeme kénnen zusammengefafit wer-
den, indem man die zweite Dgl noch einmal differenziert und das Resultat sowie die
zweite Dgl in die erste einsetzt. Es ist 01§ + 02¢ = ¢, und in die erste Dgl eingesetzt
ergibt sich 71(01§ + 029) + 12(01§ + 029) = u, d.h.

T101§ + (T102 + T201)§ + 72029 = u, (1.132)

also eine Dgl 2-ter Ordnung fiir die Funktion g(¢). Diese Dgl entspricht offenbar der
Dgl (1.49), p. 26, wo sie bei der Betrachtung eines harmonischen Oszillators mit
Dampfung hergeleitet wurde. Dort, d.h. in Beispiel 1.2.5, wurde auch gezeigt unter
welchen Bedingungen dieser Dgl eine Impulsantwort der Form (1.130) entspricht.
Setzt man, um die Notation einfach zu halten,

ap = 02Tz, Q1 = 01Ty + 02T, QA2 = 0171
so ergibt sich fiir das charakteristische Polynom der DGL (1.132)
as)® + a1\ +ag =0 (1.133)

Die Wurzeln des charakteristischen Polynoms fiir diese Gleichung sind durch

1
)\1,2 = —£ + —\Vva— 4&0&2.

2&2 2&2
gegeben; ob die Impulsantwort die Form (1.131) annimmt, héngt von der Relation
zwischen den Koeffizienten ag, a; und as ab. Wir betrachten hier noch einmal den
Fall, dass tatséichlich (1.131) gilt. Damit diese Beziehung gilt, miissen \; und Ay

komplex sein, und dies ist der Fall, wenn a? — 4agaz < 0 ist. Man kann demnach

)\1 2 = —ﬂ L\/ 4(100,2 —a (1134)

’ 2a9 2a9
schreiben (wird der Radikand negativ, so wird die Wurzel imagindr und Werte Aj,2
werden reell). Demnach wire in (1.131) o; = —a1/2a2 und w; ist durch die Wurzel
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definiert. Die Schwingung klingt also nur dann exponentiell ab, wenn 0 < a1; dem-
nach heiflt a1 die aktuelle Dimpfungskonstante. Ist a; = 0, so ist die Schwingung
ungedampft, und w; ist durch wo; = /ag/az gegeben; wy; ist die Figenfrequenz des
ungeddmpften Systems. Es sei a3 = 4agas; fiir a; = a1 verschwindet die Wurzel und
es folgt w; = 0; dann tritt keine Schwingung mehr auf. Deshalb heifit a; die kriti-
sche Ddmpfung. Das Verhéltnis von aktueller zu kritischer Dampfungskonstante ist
die Déamfpungskonstante ¢, d.h. also ¢ = a1/a1 = a1/(4apaz). Man kann nun das
Schwingungsverhalten der Losung g von (1.132) iiber wp; und ¢ ausdriicken. Aus
(1.133) folgt nach Division durch ag

R W ) (1.135)
agn ao

Aus der Definition von wy; folgt as/a; = 1/wg, und weiter hat man ay/ag = 2¢/woi,
so dass (1.135) in der Form

1 2
— A2+ X at1=0
Woi Woi
geschrieben werden kann. Multiplikation mit w%i liefert dann
M 4 2Cwoi\ + woi® = 0. (1.136)

Dies ist die charakteristische Gleichung des Systems 2-ter Ordnung in Standardform.
Der Ausdruck fiir Ai,» nimmt dann die Form

A2 = g + jw; = —Cuo; £ jwoiv/ 1 — (2 (1.137)
an. Man kann hieraus den Effekt der Dampfung ¢ auf w; direkt ablesen: es ist ja
w; = woi/1 — ¢2; fiir ¢ — 0 folgt w; — wo;, und fiir ¢ — 1 folgt w; — 0.

Da in (1.132) keine Ableitungen des Eingangssignales u(t) eingehen, 148t sich
der Frequenzgang H(jw) des Systems sofort angeben; es ist, wenn man von (1.136)
ausgeht,

1 1
(je) (jw)? 4+ 2¢wo; (jw) + w3,  wd; — w? + j2lwow ( )
Daraus folgt
V(@3 — 02)? + (2woiw)?
Aw) = [H(jw)| = (1.139)

(wg; — w?)? — (2lwoiw)?

Man kann nachrechnen, dass A(w) ein Maximum annimmt fiir

Wi = woi v/ 1 — C2. (1.140)

wmi ist dann die Dampfung fiir ¢ # 0; fiir ( = 0 ist dann wy,; = wg;. Das Teilsystem
mit der Impulsantwort (1.131) wird also bei einem sinusférmigen Eingangssignal um
so stérker reagieren, je ndher der Wert von w bei w,,; liegt; dieses ist das Phdnomen
der Resonanz.

Da Feedback-Systeme als riickwirkungsfreie Hintereinderschaltung von Syste-
men aufgefafit werden kdnnen, folgt, dass Subsysteme 2-ter Ordnung moglicherweise
durch Feedback-Kreise entstehen konnen und Feedback-Kreise erzeugen also mogli-
cherweise Resonanzphédnomene.
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1.2.18 Graphische Reprisentationen und Mafleinheiten

Gegeben sei ein System mit dem Frequenzgang H (jw) = Hi(jw) +iH2(jw). Graphi-
sche Darstellungen erlauben gelegentlich ein Abschétzen von interessierenden Eigen-
schaften des Systems. Es sollen deshalb kurz einige iibliche Darstellungen fiir H (jw)
zusammen mit einigen gebraduchlichen Mafleinheiten angegeben werden.

Eine erste Moglichkeit, H (jw) graphisch darzustellen, ist die Ortskurve (Nyquist-
Diagramm). H(jw) ist im allgemeinen eine komplexe Funktion von w, d.h. H (jw) =
Hy(w) +iH2(w). Man kann nun die Werte von H; und Hj, die ja beide reelle Funk-
tionen von w sind, fiir verschiedene Werte von w berechnen und dann H (jw) im
Argand-Diagramm darstellen, in der die Ortsurve des durch H(jw) = 1/(a + jw)
angegeben wird; die x-Achse représentiert die Werte von Hi, die y-Achse die von
iHy, und Hi(w) = o/(a® + w?), Ha(w) = w/(a? + w?). In der folgenden, als

Abbildung 1.7: (a) Amplitudengang fiir System 2-ter Ordnung, Démpfung ¢ = .35,
(b) entsprechender Phasengang

550 (a) 0,0} (b)
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B ]
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&5t Z 2,00
S Z

¥ 80y £
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Bode-Diagramm bekannten Darstellung wird der Amplituden- und der Frequenz-
gang getrennt dargestellt. Es ist H(jw) = A(w)e@), wobei A(w) = |H(jw),
o(w) = tan"[Hy(jw)/H1(jw)]. A(w) reprisentiert den Amplitudengang, d.h. die
Verstérkung oder Abschwichung (Attenuation) der Amplitude eines sinusférmigen
Eingangssignals, und ¢(w) den zugehorigen Phasengang, d.h. die zugehorige Pha-
senverschiebung. Wir betrachten nun den Logarithmus von H (jw). Es ist

log H(jw) = log (|H(jw)|ew<w>) = log | H(jw)| + ip(w). (1.141)

Das Bode-Diagramm (Bode-Plot) von H (jw) liefert das Bild von (i) log;y A(w) und
(ii) des Phasenwinkels ¢(w) als Funktion von log;yw; mit log; ist, wie iiblich, der
Logarithmus zur Basis 10 gemeint. Abbildung 1.7 zeigt insbesondere den Amplitu-
dengang eines Systems 2-ter Ordnung, dessen System-Funktion in Gleichung (1.138)
angegeben wurde. Dabei ist f = 2m/w, frae = 5 [Hz]; der Dampfungsfaktor ist
¢ = .35. In Abbildung 1.7 wird der Phasengang Verhalten des gleichen Systems
gezeigt. Beide Abbildungen zusammen bilden das Bode-Diagramm.

Gelegentlich wird die z- bzw. die f-Achse des Diagramms nicht direkt in [Hz],
sondern in anderen Einheiten dargestellt. Eine solche Einheit ist die Dekade. Die
Dekade ist die Lénge des Intervalls (w,10w), denn es ist log;o(10w) — log;pw =
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log(10w/w) = logyq 10 = 1. Gelegentlich wird auch von der Oktave als Einheit Ge-
brauch gemacht. Die Oktave ist die Linge des Intervalls (w, 2w); in der Musik sind
zwel Tone mit der Frequenz wy; und ws bekanntlich dann eine Oktave voneinander
entfernt, wenn wy/w; = 2. Auf der log;,-Achse entspricht der Oktave dementspre-
chend die Lénge log;(2w) — log o w = log;y(2w/w) = log;; 2 = .3, so dass 1 Oktave
~ .3 Dekaden. Einer Dekade oder einer Oktave entspricht nicht eine konstante Dif-
ferenz, sondern ein konstantes Verhdltnis.

Die Einheit der Ordinate ist im Bode-Diagramm das Dezibel; das Dezibel ist der
zehnte Teil eines Bels, dass durch

1

definiert ist, wobei hier Iy und I allgemein Intensitéiten repriasentieren. Die Definition
des Bel entspricht der Fechnerschen Beziehung fiir die Empfindungsstérke:

I
f(I) = alog —,
Iy

wobel « ein Skalenfaktor und Iy die Absolutschwelle ist. In (1.142) wurde insbe-
sondere der Logarithmus zur Basis 10 und a = 1 gewéhlt. Fiir B = k erh&lt man
insbesondere

I
— =10
Iy ’

d.h. I = 10*1, die Intensitiit I unterscheidet sich von Iy um einen Faktor, der durch
k Zehnerpotenzen definiert ist.

Die Bel-Einheit ist hdufig zu grofl im Verhiltnis zu den betrachteten I-Werten;
eine feinere Abstufung erhélt man, wenn man die verschiedenen I-Werte in bezug auf
Zehntel 10-Potenzen diskutiert. Da 10 Zehntel gerade eine Zehnerpotenz ergeben,
hat man dementsprechend

e I
Dezibel & 1010gy, — =k [dB (1.143)
0

Iy definiert den (willkiirlichen) Nullpunkt der Skala, denn L = 0 fiir I = I. Es seien
I; und I}, zwei Intensitéten derart, dass

1010g10§2 =j [dB], 1010g10§’; =k [dB], j<k
Dann folgt
10(logyg Iy — logyo I;) = 101log,g ?; =k—7J
und

Tk _gt—i/0
J
Der Unterschied zwischen I}, und I, d.h. der Quotient zwischen I}, und I; entspricht

also gerade (k — 7)/10 Zehnerpotenzen.
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Der Energie einer Frequenz entspricht das Quadrat der Amplitude, also A?(w).
Setzt man die Intensitt I(w) gleich der Energie, also I(w) = A?(w), so liefert (1.143)

A? A
10 loglo Xg =20 loglo A707 (1144)
wobei der Quotient auf der rechten Seite durch Amplituden definiert ist; dafiir ist
der Skalenfaktor jetzt 20 statt 10. Die Dezibel-Skala wird oft direkt in der Form des
Quotienten auf der rechten Seite von (1.144) eingefiihrt (z.B. Rohler (1973), p. 27)8

Auf der Ordinate wird im Bode-Diagramm die Grofe 20 log,q A(w) bzw. 201og;o A(f),
f = w/2m, abgetragen. w; und wy mogen sich gerade um eine Oktave unterscheiden,
und es sei 41 = A(wy), Ay = A(wo).

20 loglo A2 —20 loglo Al = k.

A? und A3 unterscheiden sich dann um k Zehntel Zehnerpotenzen, die Amplituden
wegen
A2 k20
1

um k Zwanzigstel 10-er Potenzen. Man betrachte nun das Ausgangssignal eines
Systems, an dem das Eingangssignal sin(wzx) bzw. sin(wt) liegt; das Ausgangssignal
ist dann durch |H (w)|(w) sin(wx) (und entsprechend fiir ¢) gegeben. Die Amplitude
des Ausgangssignals ist |H (w)|. Weiter sei H(w;)| = 1. Dann definiert

def |H(w)]
M = 201 ———— =201 H dB 1.14
(O.)) 0810 |H(W1)‘ 0 0g10 ‘ (W)’ [ ] ( 5)
die Ddmpfung (Gain, Attenuation) des Systems. Trigt man auf der z-Achse die

Frequenzen in Oktaven oder Dekaden ab, so zeigt der Bode-Plot die Démpfung in
pro Oktave oder Dekade.

Um die Beziehung zwischen A(w)— und Dezibel-Werten zu veranschaulichen, sol-
len einige numerische Beispiele gegeben werden. A(w) = .01 entspricht 20 log;y A(w) =
—40 dB. A(w) = .1 entspricht - 20 dB; Fiir A(w) = .5 erhélt man - 6 dB; A(w) =1
ist gerade 0 dB. Zusammenfassend 148t sich sagen, dass

(i) der Verdoppelung von A(w) eine Erhohung um ~ 6 dB entspricht, denn liefert
A(w) gerade y = 20 log;q A(w)dB, soist y; = 20 log;((2A(w)) = 20 log;o A(w)+
20 logip2 =20 log oy A(w) +6.0206--- ~ y + 6 dB.

(ii) Erhoht man A(w) um den Faktor 10, d.h. geht man zu 10 A(w) iiber, so bedeu-
tet dies eine Erhdhung um 20 dB. Denn 20log;((10 A(w)) = 20 log;y A(w) +
20 logyg 10, und 20 logyy 10 = 20. Einem Faktor o entspricht ein Zuwachs von
20 logg a.

Im Bode-Diagram fiir die Phase wird ¢(w) direkt, d.h. nicht logarithmiert, abgetra-
gen; die Mafleinheit ist das Grad.

8Réhler, R. Biologische Kybernetik. Teubner-Studienbiicher Biologie, Stuttgart 1973.
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1.2.19 Filter und ihre Charakterisierung

Gegeben sei ein System mit dem Frequenzgang H (jw). Dann gibt A(w) = |H (jw)|
die Amplitude der Antwort auf sin(wt) an. Die Frequenz w = 27 f kann Werte im
Bereich 0 < w < oo annehmen. Es ist aber moglich, dass A(w) nur Werte ungleich
Null in einem bestimmten Bereich der positiven Achse annimmt; dies fiithrt zu der
folgenden

Definition 1.2.10 Ein System habe den Frequenzgang H(jw), und es sei A(w) =
|H(jw)|. Es sei Ag = ma A(w), und es Aw) # 0 nur fir w, < w < wp, und
we € (wa, wp) sei derart, dass A(w.) = 3Ag. Dann heift das System ein Filter
fiir das Intervall (wq, wp) mit der Eckfrequenz w,.. Gilt insbesondere w, = 0, so
heift das System Tiefpafifilter, fir w, > 0, wy = oo heift es Hochpafifilter und fiir
0 < wg < wp < 00 heifit es Bandpaffilter. Fs sei wg = %(wb —wg); dann heifit wy die
Zentralfrequenz (center frequency) des Filters; gilt insbesondere (wp — w,) < wp, S0

heifit das System Schmalbandfilter (narrow-band filter)

Der Begriff des Filters bezieht sich also auf den Frequenzbereich, fiir den das System
durchléssig ist. Die Forderung, dass A(w) = 0 auBerhalb des Intervalles (wq, wp) ist,
wird bei tatsédchlich gegebenen Filtern kaum in strenger Form erfiillt sein; sie trifft
nur fiir den idealen Filter zu. Das Konzept des Filters soll nun an einigen Beispielen
illustriert werden.

Beispiel 1.2.13 (Einpoliger Tiefpafl) Die Transferfunktion habe nur einen Pol,
d.h. das Polynom Q(s) habe nur eine Nullstelle s = . « ist notwendig reell, denn
die Existenz einer komplexen Nullstelle impliziert die Existenz einer zweiten, dazu
konjugiert komplexen Nullstelle, im Widerspruch zur Forderung, dass Q(s) eben nur
eine Nullstelle hat. Dann 148t sich H(s) in der Form H(s) = A/(s — «) darstellen,
A € R, und die Impulsantwort ist durch

h(t) = ae™ (1.146)

gegeben. Das System ist stabil, wenn o < 0. Es ist A(w) = a/(w? + a?), p(w) =
tan™(w/a). Offenbar geht A(w) gegen Null fiir w — co. Da w? > 0 fiir alle w > 0 ist
A(w) maximal fiir w = 0; je niedriger der Wert von w, desto grofler die Amplitude
der Ausgangsschwingung, und in diesem Sinne ist der Filter ein Tiefpa8.

Betrachten wir nun einen Filter mit dem Frequenzgang H (jw) = (1/(8 + jw))™;
ihm entspricht die Impulsantwort h(t) = t"e’* (vergl. die Abbildungen A.9, 174, etc.
im Anhang). Um A(w) = |H(jw)| zu bestimmen mufl man nur von der Tatsache
Gebrauch machen, dass ja H(jw) = |H(jw)|e*?“) gilt. Es sei nun Hy(jw) = 1/(8 +
jw) = |Ho(jw)|e*°«); man hat dann sofort

o ) L\ imeot)
H(jw) = |Ho(jw)| e\ = <ﬁ2—|—w2> emPolw), (1.147)
Es werde die Verdnderung von A(w) = |H(jw)| = |Ho(jw)|™ mit w fir n > 1
betrachtet. Fiir vorgegebenes n fillt |H (jw)| monoton mit w. Von einem gewissen
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w = w an wird 1/(8? +w?) < 1, und es folgt, dass |Hp(jw)|™ um so schneller gegen
Null gehen wird, je grofler der Wert von n ist. Dies bedeutet, dass der Filter um so
undurchléssiger fiir hohe Frequenzen wird, je mehr Glieder mit dem Frequenzgang
1/(B8 + jw) riickwirkungsfrei hintereinander geschaltet sind.

Wie im Bode-Diagram werde nun der Verlauf von log;y A(w) betrachtet. In dB-

Einheiten hat man 20log;, A(w) = n20log;y \/1/(5? + w?) = —n20log; /% + w?.
Nun ist von einem gewissen Wert von w an log, /(% + w? =~ logqw, d.h. aber

M (w) = 20logy A(w) = —20nlog;, w. (1.148)

Da bei einem Bode-Diagramm 20log;; A(w) gegen log;,w aufgetragen wird geht
M (w) in eine Gerade mit der Steigung —20n dB/Dekade ~ —6 dB/Oktave iiber,
denn es ist ja 1 Oktave ~ .3 Dekaden, und 20 x .3 ~ 6. Aus der Steigung dieser
Asymptote kann also zumindest im Prinzip der Wert von n geschétzt werden. Es sei
angemerkt, dass diese Schitzung von n, also der Anzahl hintereinandergeschalteter
Filter, nicht davon abhéingt, dass die Filter alle den gleichen Frequenzgang 1/(5+jw)

haben. So sei etwa .
1
H(jw
)= H - B+ jw

Dann kann man stets eine komplexe Zahl Hj finden derart, dass

1/n

= H d = Hy,
HBJ—I—jw Hy,  oder H/J’j—i-jw 0

und es existiert eine Zahl 8 derart, dass Hy(jw) = 1/(8+ jw). Hierauf 148t sich dann
wieder (1.147) anwenden. O

Beispiel 1.2.14 (RC-Glieder) RC-Glieder spielen bei der Beschreibung der Akti-
vierung von Neuronen eine zentrale Rolle: das Membranpotential hangt vom Strom-
flul (Ionenflufl ) durch die Membran und damit von deren Widerstand sowie von
ihrer Kondensatorwirkung ab (Hodgkin und Huxley (1952)). Es gelten die folgenden
Grundbeziehungen zwischen der Spannung v(t), dem Strom I(t), der vom Strom I (t)
unabhiingigen Eingangsspannung e(t) und dem vom dem von der Spannng v(t) un-
abhéngigen Eingangsstrom i4(t), wobei R die Gréfle des (Ohmschen) Widerstandes
und C die Kapazitit des Kondensators ist:

o(t) = RI(t) (1.149)
I

v(t) = C/o i(7) dr +v(0) (1.150)

It) = Cdig) (1.151)

Es werden die folgenden Schaltungen betrachtet:

a. Hochpaffilter Hier werden der Kondensator und der Widerstand in Reihe
geschaltet (Abb. 1.8): v,(t) ist die Spannung am Widerstand, v, ist die Span-
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Abbildung 1.8: Hochpaffilter

aty o(1)

nung am Kondensator. Nach den Kirchhoffschen Regeln ist die Gesamtspan-
nung v(t) durch die Summe v(t) = v(t) + v, (t) gegeben. I(t) sei der Strom;
natiirlich mufl 7(t) = 0 sein, wenn e(t) einen konstanten Wert hat. Jedenfalls
muf nach (1.149)

op(t) = RI(t),

und

ve(t) = % /0 I(7) d + v,(0)

gelten, wobei v.(0) die Spannung am Kondensator zur Zeit t = 0 ist. Also folgt
einerseits

e(t) = et) + v, (1) = velt) + RI(t) = welt) + ROTAD
nach (1.151), oder
dv;St) _ _Rilcvc(t) + %e(t) = —av.(t) +ae(t) (1.152)

wobei @ = 1/RC die Zeitkonstante des Systems ist. Hier entspricht v.(t) der
Funktion z(¢) und ae(t) der Funktion u(t) in Beispiel 1.2.4, p. 21. Nach (1.22),
p. 1.22 ergibt sich fiir die partikuldre Losung, mit v(0) = 0,

ve(t) = a/ot e~ e (1) dr. (1.153)

Ist insbesondere e(t) ein Impuls der Stérke ¢, so erhdlt man die Impulsantwort
he(t) = mae™. Im Zeitpunkt ¢t = 0 springt also die Spannung auf h.(0) =
ma.

Die Fouriertransformierte von h.(t) liefert die Systemfunktion beziiglich der
Spannung v.. Es ist

(1.154)

und
|He(jw)| = ——— (1.155)



Fiir wachsende Frequenz w = 27 f geht demnach die Spannung v.(¢) am Kon-
densator gegen Null.

Natiirlich kann das Verhalten des Systems auch in bezug auf den Strom I(¢)
beschrieben werden. Aus e(t) = v.(t) + v, (t) folgt

e(t):é/ i() dr + RI(t) + v.(0),

und nach Differentiation erhilt man

de(t) 1 di(t)
=—=1
a C )+ R dt ’
di(t) 1 1 de(t)
-7 - ) 1.1
dt RC )+ R dt (1.156)
und nach Division durch R
di(t) 1 1 de(t)
=——I(t —= 1.1
dt RC ®) R dt (1.157)
Hier ist 2:(¢) = I(t) und u(t) = é(t)/R, so dass man fiir die partikulidre Losung
1 t
I =+ / == e(r) dr (1.158)
R Jo

erhélt. Es sei i(0) = 0 und e(t) = md(t) sei ein Spannungsimpuls. Dann muf
man erkliiren, was unter é(t) = md(t), d.h. unter der Ableitung von 8(t) ver-
standen werden soll. Da sich §(¢) durch [ f(7)d(t —7)dr = f(t) definieren l48t,
kann man analog fiir § vorgehen (Papoulis (1981), p. 13):

d(/f(T)(S(t —T7)dT)/dt = /f’(t —T1)o(T)dr = /f(7)5(t —7)dT = f'(t),

d.h. 6(t) liefert f'(t) = df (t)/dt. Da d(e=%)/dt = —ae~, erhiilt man mithin
a

Limp(t) = Ee—af. (1.159)

Der Spannungsimpuls erzeugt einen exponentiell abklingenden Strom. Die Sy-
stemfunktion ergibt sich aus der Fouriertransformierten von Ij;,(t) : es ist

a [ - 1 a
F(Limp(t)) = Hy(jw) = — “latitgy = — 1.1

so dass 1
a
H;(j = =— 1.161
) = s (1.161)
und man sieht, dass bei sinusférmigem Eingangssignal die Amplitude des
Stroms I(t) ebenfalls gegen Null strebt.

Es sei insbesondere e(t) = k eine konstante Spannung. Dann ist aber é(t) =
de(t)/dt = 0 und aus (1.158) folgt sofort I(¢) = 0; bei einer Gleichspannung
kann ja durch einen Kondensator kein Strom flielen.
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Fiir die Spannung v, am Widerstand folgt
vp(t) = e(t) — ve(t). (1.162)

Ist e(t) ein Spannungsimpuls, d.h. ist e(t) = §(t), so findet man die Impulsant-
wort h,(t) fiir v,(t) durch Einsetzen:

hy(t) = 6(t) — he(t) = 6(t) — ae™™. (1.163)

Die Fouriertransformierte von h, ist dann

Hr(jw) = / h(t)e 7" dt = / S(t)e It — a / e~(a+3%) gy
d.h. |
. a Jw
Hy(jw) =1 - ——— = ——— 1.164
(jw) p— P ( )
so dass )
|H, (jw)| =~ (1.165)

NZEET V1+a?/w?

Fiir w — oo strebt |H,(jw)| offenbar gegen 1, fiir w — 0 aber gegen Null. Ist
also e(t) = sin(wt) eine sinusformig modulierte Spannung, so ist die Spannung
am Widerstand zwar auch sinusformig (wie bei allen linearen Systemen), aller-
dings ist die Amplitude dieser Spanung fiir kleine Frequenzen gering, um dann
mit wachsendem w einem oberen Grenzwert zuzustreben. In bezug auf v, (t)
ist das RC-Glied ein Hochpaffilter. Fiir steigende Frequenz w geht die Span-
nung am Kondensator gegen Null, ebenso der Strom I(t) im Stromkreis, die
Spannung am Widerstand strebt aber gegen einen endlichen, positiven Wert.

. Tiefpaffilter Hier sind Kondensator und Widerstand parallel geschaltet. fiir
den Strom gilt nach Kirchhoff I(t) = I.(t) + I,(t). Ist v.(t) die Spannung
am Kondensator, so folgt I(t) = Cdu.(t)/dt. Offenbar ist hier e(t) = v,(t) =
ve(t) = v(t), und v(t) = RI(t). Also mufl

1 _ du(t) 1
Gl = =24 o) (1.166)
do(t) _iv(t) + l](t) (1.167)

dt RC C
Mit a = 1/RC und u(t) = I(t)/C ist also wieder

t
v(t) = é/o e 1) dr

Fiir einen Stromimpuls I(¢) = d(¢) erhélt man dann fiir die Spannung e(t) =
v(t) am Widerstand die Impulsantwort

he(t) = e . (1.168)
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Die Fouriertransformierte von h,. ist

1 [ A 1 1
Hr(jw)zc/o e‘<aﬂw)tdt:c< : ) (1.169)

so dass fiir A(w) = |H,(jw)| folgt

G = 1) 5 ( iw> (1.170)
Fir w =0 ist 11
Aw) = |(Hy ()l = 5o = R£0,

und fiir w — oo strebt A(w) gegen Null. In bezug auf e(t) = v(t) ist der Filter
also ein Tiefpafifilter, vergl. Abb. 1.9.

Abbildung 1.9: Tiefpafifilter

C
a(t) = a(t)

. Hintereinanderschaltung von Tief- und Hochpaffilter Schaltet man
einen Tief- und einen Hochpaffilter riickwirkungsfrei hintereinander, so ist die
Systemfunktion durch

W)= (I Ly Y(oow
H{jw) = c <a+ju)) <a+jw> - C <a2—w2—|—z’2aw> (1.171)

gegeben. Dann ist

. 1
[H(jw)| = NN (1.172)
und wla? — o)
$(w) = tan! (W) : (1.173)
O
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1.2.20 Maximale Antwort linearer Filter; Matched Filter

Nach Satz 1.2.9, Seite 36, kann die Antwort g(t) zur Zeit ¢ eines Filters durch
o0 .
g(t) = / H (jw)S (jw)e! dtw (1.174)
—00

dargestellt werden, wobei H die Systemfunktion des Filters und S die Fouriertrans-
formierte des Eingangssignals ist; H ist die Fouriertransformierte der Impulsantwort
h des Filters. Es werden zwei Fragen diskutiert:

1. Gegeben sei ein Filter mit der Systemfunktion G und ein Eingangssignal mit
der Fouriertransformierten S. L&t sich eine obere Grenze fiir die Antwort g
angeben?

2. L&t sich ein Eingangssignal mit der Fouriertransformierten S angeben, fiir
das der durch G charakterisierte Filter eine maximalmogliche Antwort, etwa
zu einer Zeit tg gibt?

Beide Fragen lassen sich iiber die Schwartzsche Ungleichung beantworten, derzufolge
fiir zwei beliebige (soll heiflen: reelle oder komplexe) Funktionen f; und fo

‘/Z fi(z) f3 (x)dx 2 < /Z \fl(l‘)\zd:c/(: | fo(a)|2dx (1.175)

gilt. Das Gleichheitszeichen gilt dann, wenn f; = kf5, k € R. Auf (1.174) angewendet
findet man sofort

2 00 00 )
g/ \H(jw)|2dw/ S(jw)e™ Pdw.  (1.176)

—0o0 — 00

' | Htustueta

Damit hat man mit der rechten Seite eine obere Schranke fiir |g(¢)|? und damit auch
fiir g(t), fur alle ¢ > 0 unter der Voraussetzung, dass die Integrale auf der rechten

Seite existieren.

Fiir den Spezialfall fi = k f5 folgt dann

2 00 (o)
2 < 52 / ()P / () P

| n@ri@a

und k? kiirzt sich heraus. Aber fifi = |f1]?, so dass

2

)

00 2 00
\/ ()2 s\ | @i

und natiirlich gilt nun das Gleichheitszeichen.

Man kann nun den Fall f; = kf; auf (1.176) anwenden, d.h. man betrachtet den
Fall '
H(jw) = kS*(jw)e 7«0, (1.177)
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Dann hat man

ot = [ ()5 ) i [ istepas 2 (1.178)
d.h. man hat ) h
g(to) = m?xg(t) =kE, (1.179)
wobei e
=5 _OoyS(jw)dew (1.180)

die Energie des Signals ist. Die maximale Antwort (zum Zeitpunkt tg) ist propor-
tional zur Energie des Signals.

Die interessante Bedingung dafiir, dass g zu einem Zeitpunkt ¢y die maximal
mogliche Antwort ist, ist die Bedingung (1.177). Diese Bedingung ist gleichbedeutend
mit

S(jw) = %H*(jw)ej“to; (1.181)

fiir einen gegebenen Filter mit der Systemfunktion H wird die Antwort maximal (in
to), wenn das Signal durch eine Fouriertransformierte S definiert ist, die der Bedin-
gung (1.181) entspricht. Man kann diesen Sachverhalt auch umgekehrt ausdriicken:

Definition 1.2.11 Gegeben sei ein Signal — ein Stimulus — mit der Fouriertrans-
formierten S(jw). Der Filter, der maximal auf das Signal reagiert, ist durch (1.177)
gegeben: H(jw) mup proportional zu S*(jw)e % gewdhlt werden. Dieser Filter
heifit auch Angepasster Filter oder Matched Filter fir das Signal.

Es sei s das Signal (der Stimulus), und S die Fouriertransformierte von s. Nach
Parsevals Satz (A.74), Seite 170, folgt aber mit s = f; und s = f;

/OO s(t)s(t)*dt = /oo |s(t)|?dt = /Z SS*dw = /OO 1S (jw)2dw (1.182)

—0o0 —0o0 —0o0

Nun ist generell die Antwort ¢ des Filters durch die Faltung

g(t) = /0 s(T)h(t — T)dr

gegeben. Die Fouriertransformierte von h sei H und erfiille die Bedingung (1.181),
d.h. ‘

H(jw) = kS*(jw)e 7t
Dies ist aber die Fouriertransformierte von s(t — 7): mit v = ¢ — 7 und dementspre-
chend 7 = ¢ — « hat man

00 0 oo
/ s(t—T)e ¥Tdr = —/ s(u)e It gy = e_j“t/ s(u)e?du = e S* (jw),
0

—o0 0

so dass die Impulsfunktion i des an s angepassten Filters durch
h(t) =s(t—1) (1.183)
gegeben ist.

Die Definition des Matched Filters iibertragt sich auf 2-dimensionale Signale, so
dass man angepasste Filter fiir 2-dimensionale Stimulusmuster definieren kann.
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1.2.21 Energie und Leistung

In vielen Anwendungen spielen die Begriffe der Energie und der Leistung (power)
bei der Charakterisierung oder der Entdeckung von Signalen eine Rolle. Die Begriffe
sollen kurz eingefithrt werden.

Der Begriff der Energie wird zunéchst im Rahmen der Mechanik eingefiihrt und
ist an den der Kraft gekoppelt. Ist z(¢) die Position eines Teilchens zur Zeit ¢, so ist
v(t) = dz(t)/dt seine Geschwindigkeit zur Zeit t. Die Verdnderung der Geschwindig-
keit ist die Beschleunigung b(t) = d?z(t)/dt?. Nach Newton ist die auf einen Kérper
einwirkende Kraft F' proportional zu seiner Beschleunigung,

F=mb, (1.184)

wobei die Proportionalitédtskonstante m die Masse des Korpers repésentiert. Bewegt
nn einen Korper von z1 nachzs, so verrichtet man Arbeit W, die als Kraft x Weg
definiert ist:

W=Fz=(mb)z, x=]|x;— x| (1.185)

Fiir den Weg Az = z/n wird die Arbeit AW = FAx geleistet. Insbesondere wirke
lings der Strecke Ax; die Kraft F;; hier wird dann die Arbeit W; = Ax; F; geleistet.
Die Gesamtarbeit ist dementsprechend

n
W = Z Az;F, (1.186)
i=1
Fiir n — oo streben die Ax; gegen Null, d.h. man kann zum Intergral

W= /x F(e)de (1.187)

iibergehen. Nun kann man die Geschwindigkeit als Funktion des Ortes x auffassen,
v = v(z). Fiir die Beschleunigung ergibt sich dann der Ausdruck

dv(t) _ dv(z) d:c(t).

dt de dt
Da b(t) = dv(t)/dt ist kann man nun fir (1.187)
w2 dv(§) de(t)
W = ——=d 1.188
| e (1.185)
schreiben. und erhélt, wegen
dv(§) dg(t) _ €
T d¢ = vdv(€), wegen v = o
€2
W = / movdv = %v% — %v%, ve = v(x2), v1 = v(x1). (1.189)
x1
Die Grofie m
T = 51]2 (1.190)
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ist die kinetische Energie. Der Ausdruck (1.189) bedeutet dann, dass die Arbeit W
einer Verdnderung der kinetischen Energie eines Korpers entspricht.

Um einen Korper P von der Position = 0 zu einer Position x # 0 zu bringen,
muf} eine Kraft F' lings des Weges von 0 bis x angewendet werden. In x wirke
die Kraft F'(z) auf P. Hat man etwa eine Feder bis zur Position = ausgelenkt, so
mufl man eine Kraft —F(z) aufbringen, damit sie nicht zuriickschnellt. Dies kann so
ausgedriickt werden, dass man sagt, dass die Feder in x ein Potential U(x) hat, dass
der Arbeit W entspricht, die geleistet werden mufite, um die Feder bis x auszulenken.
Man schreibt also

U(z) = =W (x). (1.191)

U(z) heifit auch potentielle Energie. Verdndert man nun W um AW, so dndert sich
U um —AU, und man hat

dU(z)  dW(x)
 dzr | dx

= F(x), (1.192)

wie man aus (1.189) sieht, denn mit zo = x erhélt man (wegen v = dx/dt)

dW(z) _m dv  dvdr = dv B

Die Gleichung (1.192) besagt dann, dass sich die Kraft als eine momentane Verénde-
rung des Potentials auffassen 148t; dies gilt zumindest im 1-dimensionalen Fall stets.
Weiter folgt

T(az) - T(n) = [ PR de = ~[Ule) - Ulan)) (1.193)

was gleichbedeutend ist mit
T(x2) + U(x2) =T (1) + U(z1). (1.194)
Diese Aussage gilt nun aber fiir alle x1 und z2, so dass man auch
T + U = E = konstant (1.195)

schreiben kann, — die Summe aus kinetischer und potentieller Energie ist konstant.
Diese Aussage gilt allerdings nicht fiir alle Systeme; Systeme, fiir die diese Aussage
gilt, heiflen konservativ. In vielen Systemen gilt die Energieerhaltung, wie in (1.195)
definiert, nicht, da Energie durch Reibungsverluste dissipiert; solche Systeme hei-
Ben dementsprechend auch dissipative Systeme. Dissipative Systeme sind also nicht
konservativ.

Der harmonische Oszillator: Betrachtet werde ein konservatives, schwingendes
System; Reibungsverluste werden also vernachlédssigt. Demnach soll T+ U = E eine
Konstante gelten. Der Auslenkung bis zur Position = entspreche nun die Potential-
funktion

Ulx) = g:l:Q. (1.196)
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Da dU(z)/dx = —F(x) ist /vergl. (1.192)), impliziert diese Potentialfunktion, dass
die Kraft geméf
F(x)=—-kx (1.197)

von x abhéngt. Aus T'+ U = FE eine Konstante folgt nun

dI'(t)dU(t) 0
dtdt
Aus der Definition von 1" folgt aber
dT'(t) dv d*z(t)  dU(t) dx
a  a T " a0 T Tt

Dartiber hinaus mufl d7'/dt = —dU/dt gelten, also hat man

d?x(t) dx(t)

Da nun v = dx/dt, folgt md?xz(t)/dt? = kxz(t), also

muv

d?x(t) k
— = ——x(?). 1.199
LIV (1.199)
Dies bedeutet, dass die zweifache Ableitung von z(t) proportiional zu —x(t) ist. Dies
legt den Ansatz

z(t) = asin(wt + ¢) (1.200)

nahe, einfach, weil die genannte Proportionalitdtseigenschaft von der Sinus-Funktion
erfiillt wird. In der Tat findet man

d*x(t)
dt?

Aus (1.199) folgt dann

= —w?a sin(wt + ¢) = —w? z(t). (1.201)

w- =

k
— 1.202
= (1.202)
so dass die Frequenz der Schwingung durch

w=+/k/m (1.203)

gegeben ist.
Die Energie des Oszillators: Wegen T+ U = F eine Konstante und

T =mv?/2, U = ka?/2 = ka®sin®(wt + ¢)

gilt
2 k 2
r+uv="21 T _p (1.204)
2 2
Weiter ist dols
v = Zi ) = —a cos(wt + ¢),
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also

k 2
%a2w2 cos?(wt + @) + % sin?(wt + ¢) = E.
Wegen (1.202) folgt aber
2
M2t = 2™k _ ke
2 2m 2

E=2>d (1.205)

Die Energie des Oszillators ist proportional zum Quadrat der Amplitude der Schwin-
gung.

Leistung (Power): Leistung ist als Arbeit pro Zeiteinheit definiert. Wird an einem
Kérper in gleichen Zeiten gleiche Arbeit W geleistet, so ist die Leistung (der Kraft)
in einem Zeitabschnitt At gleich AW/At. Die Arbeit kann von der Zeit abhéngen;
die Leistung ist dann durch

AW aw()
L) = fim = =~

(1.206)

definiert. Schreibt man dementsprechend L(t)dt = dW (t), so folgt die Beziehung

W(t) = /0 t L(r)dr. (1.207)

Andererseits 148t sich die mittlere oder durchschnittliche Leistung definieren:

L= ;/OT L(t)dt = %W(T). (1.208)

Elektrizititslehre: Die Begriffe iibertragen sich auf die Elektrizitétslehre (verg.
Westphal, p. 326). Ein Ladungstréiger mit der Ladung ) und der Masse m durchlauft
eine Spannung (Potentialdifferenz) U frei, so hat er die kinetische Energie mv?/2 =
QU gewonnen. Die Strombahn (Kabel) habe einen Querschnitt ¢, die Geschwindig-
keit, die die Ladungstriger gewonnen haben, sei v, und es seien n Ladungstriger in
der Strombahn. In der Zeit dt legen sie die Strecke vdt zuriick, und in einem Punkt
("Hindernis”) sind so viele Ladungstriger, wie sich im Volumen qudt befinden, also
nqudt. JEder hat eine kinetische Energie QU , also ist die kinetische Energie insge-
samt gleilch nQquUdt. Aber es ist nQu = i die Stromstérke in der Strombahn, —
also ist die gesmate kinteische Energie gleich Uidt, die am Hindernis frei wird. Dies
ist die Stromarbeit dA = Uidt. Sind Strom und Spannung zeitlich konstant, so hat
man fiir die Stromarbeit in der Zeit ¢

A =Uit.
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Die Stromleistung ist das Verhiltnis von Stromarbeit und Zeit, also
L =dA/dt = Ui,

wobei U und i die momentane Spannung bzw. Stromstérke sind. Allgmein (dh U
und ¢ verénderlich) hat man
t
A= / Uidt.
0

Allgemein gilt U = iR, R der widerstand. Dann
t t
dA = Uidt = i*Rdt, so dass A = / Uidt = / P’ Rdt.
0 0
Fiir die Leistung gilt

t
Ldt = dA = Uidt = i?Rdt, mithin L = / Ri?dt.
0
Diese 'Grofie entspricht der insgesamt umgesetzten Energie. Diese Beziehung moti-
viert die folgende Definition der Signalenergie.

Signalenergie und - leistung: Es sei x ein Signal; = ist eine Funktion der Zeit.
Die Signalenergie ist definiert durch das Intgegral

E, = /Oo |2(t)|dt. (1.209)

—00

z kann insbesondere die Trajektorie eines stochastischen Prozesses sein, etwa
x(t) = s(t) + £(t), wobei s ein Signal und ¢ die Trajektorie eines stochastischen
Prozesses &, der Rauschen reprisentiert. & sei stationér. die Energie von x wird
dann eine zuféllige Verdnderliche sein. Die Autokorrelation von x sei durch R(7)
gegeben. Es soll nun das Leistungsspektrum von x definiert werden. Es sei

1] (7 il
- — i 1.21
Srlw) = o ’/_Tx(t)e dt (1.210)
Dann 148t sich der folgende Satz beweisen:
Satz 1.2.14 FEs gelte
/ T R(r)|dr < oo. (1.211)
Dann gilt
lim E[S7(w)] = S(w) = / R(T)e T dr (1.212)
T—o0 —00

Beweis: Das Quadrat in (1.210) kann zunéchst als Doppelintegral geschrieben wer-
den:
1 (T . T ,
Sr(w) = 2T/ x*(u)e“"“du/T z(v)e™dv,
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wobei x* die konjugiert komplexe zu x sei, d.h. x darf komplex sein. Dann folgt

1 /T T _—
Str(w) = 2T/T/T z(u)z*(v)e dudv.

Nun ist aber

E[z(u)z*(v)] = R(u - v),
so dass

1 T T )
E[ST(w)] = / / R(u — v)e =) dud.
oy )y

Schreibt man nun v — v = 7, so folgt?

2T
/ (2T — |T))R(r)e”“"dr.
—2T

Dies bedeutet

2T 2T

E[Sr(w)] = / R(r)e " dr —

— ’T‘R(T)(B_indT.
_or 2T ) ot

Das zweite Inegral ist nach Voraussetzung (1.211) beschrinkt, so dass wegen der
Division durch 27T

1 [2r .
o | o |7|R(T)e™""dT — 0
folgt. Damit ist (1.212) gezeigt worden. O

Anmerkung: Die Fouriertransformierte von x sei

X(w) = / h z(t)e “iat.

—0o0

Nach Parsevals Satz A.3.10, Seite 170 gilt aber

Bo= [ opi= [ 1x@)Pd

Andererseits )

T
X (w)|> = lim/ z(t)e it

T—o00 T

Nun ist X = X1 +iXo, X; der Real-, X5 der Imaginirteil von X, und | X|? = X X* =
X 12 +X 22, d.h. | X|? ist das Quadrat der Amplitude, mit der w in z eingeht, und damit
gleich der Energie, die w zur Energie von z beitriigt. |X|? und S(w) unterscheiden
sich dann, fiir endliches T', durch den Faktor 1/T’; deshalb ist S die durchschnittliche
der mittlere Leistung bzw. Energie pro Zeiteinheit.

9Papoulis, p. 325
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1.2.22 Linearisierung nichtlinearer Systeme
Die Nichtlinearitit neuronaler, allgemein biologischer Systeme

Biologische Systeme sind im allgemeinen nichtlinear. Dies ergibt sich schon daraus,
dass chemische Prozesse involviert sind, fiir die das Massewirkungsgesetz gilt, dem-
zufolge die Intensitdt chemischer Reaktionen proportional zu den Konzentrationen
der reagierenden Substanzen sind. Dieser Sachverhalt impliziert, dass bereits in die
einfachsten Differentialgleichungen, die die Dynamik solcher Prozesse beschreiben,
Produktterme eingehen, die die Linearitdt der Gleichungen zerstéren. Fiir kleine
Auslenkungen aus den Gleichgewichtslagen (den Fizpunkten) kénnen die Systeme
aber oft durch lineare Systeme, den Linearisierungen des Systems, angenéhert wer-
den. Fiir eine weite Klasse von Systemen ist das Verhalten der linearisierten Systeme
in der Néhe der Gleichgewichtslagen qualitativ identisch ist mit dem des zugehérigen
nichtlinearen Systems. Auf diese Weise liefern die linearen Anniaherungen Aufschlufy
iiber die Struktur des betrachteten nichtlinearen Systems; das Verhalten des nichtli-
nearen Systems in der Nachbarschaft eines Fixpunktes 148t sich aus dem Verhalten
des in bezug auf den Fixpunkt linearisierten Systems. Dementsprechend soll der
Begriff der Linearisierung eines nichtlinearen Systems diskutiert werden.

Bei nichtlinearen Systemen kann zusétzlich zu den Fixpunkten eine Art dynami-
scher Gleichgewichtslage auftreten. Dies sind periodische oder oszillatorische Bewe-
gungen. Da physiologische Befunde darauf hinweisen, dass oszillatorische Reaktionen
fiir die Informationsverarbeitung im visuellen System moglicherweise eine zentrale
Rolle spielen, soll kurz aufgezeigt werden, wie periodische Aktivititen entstehen
konnen.

Beispiel 1.2.15 (Aktivator-Inhibitor-Systeme) Es sei z(t) die Aktivitéit eines neu-
ronalen Systems zur zeit ¢, y(¢) die eines anderen neuronalen Systems. dz(t)/dt =
#(t) sei die Verdnderung von z zur Zeit ¢, und dy(t)/dt = y sei die Verdnderung von
y zur Zeit t. Dazu werde der Begriff der Aktivierungsrate eingefiihrt. Diese Rate ist
das Verhéltnis @/x bzw. y/y, also das Verhéltnis der Verdnderung einer Grofie (&
oder ¢) zum Wert (z) bzw. (y) der GroBe zu einem gegebenen Zeitpunkt; sie ent-
spricht der Wachstumsrate in der Okonomie oder beim Studium von Populationen.
Fiir die Aktivierungsraten sollen die folgenden Annahmen gelten:

= a—pFy, a>0 pB>0

= v+déx, v>0, 6>0 (1.213)

Q| 8|8

Fiir y = 0 soll demnach @/x = o > 0 gelten; dies bedeutet & = ax und damit
x(t) = kjexp(at), also exponentielles und unbeschrénktes Anwachsen der Aktivie-
rung (k; ist eine Konstante). Aber ein unbeschrinktes Anwachsen der Aktivierung
ist biologisch nicht moglich (schon weil die Spikerate von Neuronen durch die Re-
fraktérzeit begrenzt ist). Fiir y # 0 soll dann der Term —fy die nétige Ddmpfung
besorgen.

73



Fiir = 0 soll §/y = —v, v > 0 gelten, also y(t) = koe™ . Die Aktivitit des
zweiten neuronalen Systems geht demnach exponentiell gegen Null zuriick, falls sie
durch irgendeinen Prozefi von Null ausgelenkt worden ist. Der Term dx bewirkt
aber, dass y mit x wéichst. Fiir x # 0 aktiviert  also das y-System, und sobald
y # 0 ist, iibt das y-System einen inhibierenden Einflufl auf das z-System aus. Die
Differentialgleichungen fiir x und y sind dann

= z(a—PBy)
y = y(dz —~). (1.214)

Dem Modell entspricht ein chemischer Reaktionsmechanismus (Murray (1989)): Aus
einer unbeschrankt vorhandenen Substanz A plus einer Substanz X entstehen geméf
A+X — 2X zwei Teile X . Dies ist ein autokatalytischer Prozef3. Eine dritte Substanz
Y liefert gemédB X + Y — 2Y, ebenfalls in einem autokatalytischen Proze3 , und Y
zerfallt gemif Y — B. Das Massewirkungsgesetz!? fithrt dann auf die Gleichungen
(1.214). X +Y — 2Y wandelt X in die Substanz ¥ um und hemmt damit das
unbeschréinkte Wachsen von X. Dies ist ein Beispiel fiir Substratinhibition.

Die Gleichung (1.214) ist bekanntlich auch ein einfaches Modell fiir die Interak-
tion von Populationen: die Population A (Hasen) wichst unbeschrinkt, wenn die
Population B (Fiichse) sie nicht daran hindert. (1.214) ist auch als Lotka-Volterra-
Modell bekannt.

Nun ist & = dz/dt,y = dy/dt, und mithin ist &/ = dz/dy; (1.214) impliziert

dann
dz _ z(a—By).
dy  y(0z—7)’
hieriiber 148t sich x als Funktion von y ausdriicken, wobei der Parameter ¢ elimi-

niert wird. (1.215) liefert dann eine Darstellung der Trajektorien des Systems im
Phasenraum. Aus (1.215) folgt

(1.215)

ox — 7y a— By

dr =

dy
i

und die Integration liefert dann
dx —log,. (y*z7) + py = K, (1.216)

wobei K eine Konstante ist, die sich aus den Integrationkonstanten ergibt, die
bei der Integration von (1.215) resultieren. Fiir verschiedene Werte von K sind
die Trajektorien gemifl (1.216) in angegeben. Die Trajektorien sind geschlossene
Kurven; offenbar beschreiben x(¢) und y(t) periodische Bewegungen. O

Das Lotka-Volterra-System ist, wie noch deutlich werden wird, unrealistisch. Es zeigt
aber exemplarisch die Entstehung von nichtlinearen Gleichungen, ist einfach und hat
den Vorzug, dass geschlossene Ausdriicke fiir die Trajektorien sowie fiir (¢) und y(¢)
hergeleitet werden konnen. Fiir realistischere Modelle kénnen solche Modelle im
allgemeinen nicht hergeleitet werden, allerdings kénnen wesentliche Eigenschaften
eines solchen Systems iiber die Linearisierung erschlossen werden.

%Dje chemische Wirkung eines Stoffes ist proportional zu seiner Konzentration.
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Abbildung 1.10: Lotka-Volterra-System
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Abbildung 1.11: Lotka-Volterra-System: Trajektorien als Funktion der Zeit
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Zur Linearisierung nichtlinearer Systeme

Zunichst sei daran erinnert, dass die meisten Funktionen f(¢) in eine Taylor-Reihe
entwickelt werden kénnen. Will man das Verhalten von f in der Nachbarschaft eines

Punktes ty untersuchen, so gilt
At At?
fto + At) = f(to) + Atf'(ty) + > "(to) + = "(tg) 4 - - -

Fiir hinreichend kleines At gilt dann die Approximation
flto + At) = f(to) + Atf'(to).

Eine dhnliche Entwicklung 148t sich auch fiir Funktionen herleiten, die von mehr
als einer unabhéngigen Variablen abhéngen. Der Einfachheit halber sei f nun eine
Funktion zweier Variablen z und y; fiir f(z¢ 4+ 2, yo + y) hat man insbesondere die
Approximation

f(zo+ 90 +y) = f(@0,y0) + f(zo,90)T + fy (0, yo)y + - - (1.217)
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wobei f, die partielle Ableitung von f nach z und f, die partielle Ableitung von f
nach y ist.

Gegeben sei nun ein System von zwei nichtlinearen Differentialgleichungen

r=f (.CC, y)

y=g(z,y) (1.218)
In Beispiel 1.2.15, (1.214), p. 74, war insbesondere f(z,y) = z(a — By), g(z,y) =
y(dx —~). Eine Linearisierung des Systems (1.218) erhélt man, indem man die Funk-
tionen f und g um einen Gleichgewichts- oder Fixpunkt (z*, y*) in eine Taylor-Reihe
entwickelt und nur die linearen Glieder beibehilt. Fiir einen Fixpunkt (x*, y*) gilt
also mit x = 2" + Az, y = y* + Ay

T = f(xa y) = fm<l‘*,y*)A(L' + fy(x*vy*)Ay
v = g(r,y) = g(z",y") Ay + gy (2", y") Ay, (1.219)

da ja f(z*,y*) = g(z*,y*) = 0 gilt. Diese Gleichungen lassen sich in Matrixschreib-
weise kompakter formulieren. Dazu sei

A= ( Jo Ty ) (1.220)
9z Gy

wobei die Ableitungen f,, fy, etc. fiir den Punkt (z*, y*) berechnet werden. A heifit
auch Jacobi-Matriz. Statt (1.219) 148t sich dann schreiben

()-(2)

wobei fiir Az und Ay wieder x und y geschrieben wurde. Dies ist ein lineares System
mit konstanten Koeffizienten f,(z*,y*), fy(z*,y*), ---. A ist die Systemmatrix. Es
beschreibt das Verhalten des Systems fiir hinreichend kleine z und y (d.h. fiir die
Auslenkungen Az und Ay).

Das System (1.221) beschreibt das urspriingliche, nichtlineare System in einer
Nachbarschaft eines Fixpunktes in angendherter Form. Genauer 148t sich das Verhal-
ten des Systems beschreiben, wenn man die Nichtlinearitit nicht ganz vernachléssigt.
Dazu sei h = (hi,hg) ein Vektor von zwei Funktionen, die jeweils von z und y
abhingen, also h; = hi(z,y), he = ho(x,y). Dann soll gelten

(§>:A<§)+<Zlg§§) (1.222)

hi und ho représentieren alle Terme der Taylor-Entwicklung (1.217) hoherer Ord-
nung. Die lineare Approximation (1.221) ist dann verniinftig, wenn fiir hinreichend
kleine z und y (d.h. fiir kleine Az und Ay), h; — 0 und hg — 0. Die Art und Weise,
wie diese Groflen gegen Null gehen miissen, wird wie folgt spezifiziert:

Definition 1.2.12 Es sei (1.218) ein nichtlineares System, das in der Nachbar-
schaft eines Fizpunktes (z*,y*) in der Form (1.222) geschrieben werden kann. Wei-
ter sei r = /22 +y2. Gilt nun (hi(z,y)/r) = 0 firr — 0, i = 1,2, so heifit das
durch die Matriz A definierte lineare System (1.220) eine Linearisierung des Systems
in (z*, y*). Man spricht auch vom linearen Teil des Systems (1.218).
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Die Forderung (hi(z,y)/r) — 0 fiir r — 0 spezifiziert die Art, wie die Funktionen
h; gegen Null gehen sollen: schneller, als r gegen Null geht, wenn (x,y) — (z*, y*).
Ist diese Bedingung nicht erfiillt, so liefert das System (1.221) kein ”verniinftiges”
Abbild des urspriinglichen Systems. Im Ubrigen ist die Definition auf Systeme mit
mehr als zwei Variablen verallgemeinerbar.

Lineare Systeme mit konstanten Koeffizienten ”beherrscht” man mathematisch.
Die Frage ist, ob man diesen Sachverhalt nutzen kann, um nichtlineare Systeme
zumindest qualitativ zu untersuchen. Dazu werden die folgenden Begriffe eingefiihrt:

Definition 1.2.13 Gegeben sei ein Punkt (xg,yo) der reellen Ebene R x R. Eine
Nachbarschaft oder Umgebung N des Punktes ist eine Teilmenge von R x R, die
Scheibe

{(@,9)|V(z = 20)? + (y —y0)?) <7}
fiir ein r > 0 enthdlt. Derjenige Teil eines Phasenportrits eines dynamischen Sy-
stems, der in die Nachbarschaft N fillt, heiffit die Beschrankung des Phasenportrdts
auf N oder lokales Phasenportrit genannt.

Nichtlineare Systeme kénnen mehr als einen Fixpunkt haben, und die lokalen Pha-
senportréits in der Nachbarschaft dieser Fixpunkte bestimmen nicht notwendig das
globale Phasenportrit des Systems. Gleichwohl ist das Verhalten eines Systems in
der Nachbarschaft der Fixpunkte von Interesse: bei instabilen Fixpunkten kann ein
Ubergang zu anderen Fixpunkten und damit zu einem anderen qualitativen Ver-
halten erfolgen. Die Frage ist, wieweit das Verhalten in der Nihe eines Fixpunktes
durch das dort linearisierte System beschrieben werden kann. Ist das System in ei-
nem Fixpunkt angelangt, so findet keine Bewegung statt; Fixpunkte sind ja gerade
dadurch definiert, dass in ihnen die Ableitungen der z;(t) verschwinden. Die Frage
ist, wie stabil diese Ruhepunkte sind. Man betrachtet die folgenden Stabilitéitsarten:

Definition 1.2.14 FEin Fizpunkt x¢ eines Systems heifit asymptotisch stabil, wenn
es eine Nachbarschaft N von xq gibt derart, dass jede Trajektorie, die durch N geht
auch gegen xg geht fiir t — oo. xg heifit stabil, wenn es fir jede Nachbarschaft
N eine in N enthaltene Nachbarschaft N C N gibt derart, dass jede Trajektorie,
die durch N geht in N bleibt fir t — oo. Ein Fizpunkt xo, der stabil, aber nicht
asymptotisch stabil ist, heif$t neutral stabil.

Jeder asymptotisch stabile Fixpunkt ist auch stabil; dies sieht man, indem man
einfach N = N wahlt.

Beispiel 1.2.16 Man betrachte das durch die Dgln i = z9, 73 = —} gegebene
System. Es ist stabil im Nullpunkt, aber nicht asymptotisch stabil. Man rechnet
leicht nach, dass das linearisierte System durch &1 = 9, 3 = 0 gegeben ist, und
findet, dass der Fixpunkt xg = 0 nicht einfach ist. Daraus folgt, dass das linea-
risierte System kein lokales Phasenportrit liefert. Beriicksichtigt man aber, dass
i1 = dxy/dt, i3 = dxy/dt, so findet man 9 /i1 = drvy/dr) = —23 /2, und diese Dgl
hat Losungen, die der Bedingung

1
ix +x =c¢, konstant
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geniigen. Man ersieht aus der Bedingung, dass keine der Trajektorien den Nullpunkt
xg = 0 je erreicht, was eben bedeutet, dass der Fixpunkt nicht asymptotisch stabil
ist. Andererseits findet man fiir jede Umgebung N eine in N enthaltene Umgebung
(Nachbarschaft) N derart, dass jede durch N verlaufende Trajektorie in N bleibt;
xg = 0 ist also stabil, insbesondere neutral stabil. O

Definition 1.2.15 Gegeben sei ein lineares System. Das System heiffit Zentrum,
wenn die Dimpfungskonstante gleich Null ist.

Die Beziehung zwischen dem Verhalten eines Systems in der Nachbarschaft eines
Fixpunktes und dem des dazu korrespondierenden linearen Systems wird im folgen-
den Satz formuliert:

Satz 1.2.15 FEin nichtlineares System habe einen einfachen Fizpunkt an der Stelle
(z*, y*). In der Nachbarschaft von (x*,y*) sind dann die Phasenportrits des Systems
und seiner Linearisierung in (x*,y*) qualitativ dquivalent unter der Voraussetzung,
da die Linearisierung kein Zentrum ist.

Beweis: Knobloch und Kappel (1974), p. 207.

Die Koeffizienten des Systems, d.h. die Elemente von A, die vom speziellen Fix-
punkt (z*,y*) abhéngen, liefern ein qualitatives Bild des Verhalten des nichtlinearen
Systems in der Nachbarschaft dieses Fixpunktes. Die Losung des homogenen Systems
(1.221) ist nach Satz 1.1.2, Gleichung (1.21), p. 15, durch (2(t), y(t))" = e**(x0, yo)’
gegeben. Dieses Verhalten héngt von den Eigenwerten von A ab (vergl. Abschnitt
1.2.2, 22). Die Eigenwerte A von A ergeben sich als die Wurzeln des Polynoms

fm_)\ fy _)\2_

G g | (fz + gy) A+ fogy = 0. (1.223)

Beispiel 1.2.17 Es werde noch einmal das Lotka-Volterra-System (1.214) betrach-
tet. Es war f(z,y) = z(a — By), g(x,y) = y(dx — 7). Das System hat offenbar zwei
Fixpunkte: (z*,y*) = (0,0) und (z*,y*) = (v/d, a/B). Allgemein findet man

Jo(@*,y%) = a— By*,  fy(z*,y*) = —pa*
gz(z*,y*) = by, gy(x*,y*) = 0z — v

Fiir den Fixpunkt (z*,y*) = (0,0) erhilt man die Eigenwerte

a— A 0

N e ORGP VE 0

Diese Gleichung ist erfiillt, wenn entweder o — A = 0 oder v+ A = 0, also gibt es stets
zwei Losungen fiir A\, A\ = a, Ao = —7, denn a > 0, ¢ > 0 nach Voraussetzung. Nach
(1.39), p. 22, ist aber eAt = TeMT—1, A = diag(\1, A\2), und ein positiver Eigenwert
bedeutet, dass das entsprechende Element der Impulsantwort unbeschrankt wéchst.
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Damit ist gezeigt, dass der Fixpunkt (0,0) des Lotka-Volterra-Systems instabil ist,
die kleinste Storung treibt das System von diesem Gleichgewichtspunkt fort.

Fiir den zweiten Fixpunkt ergibt sich die Determinante

A —py/é

A=1ws/8 —a

‘ =AM 4ay=0
und man erhélt die beiden Eigenwerte

)\1,2: :l:%\/—ﬁlory = j:%v40ry.

Die Eigenwerte sind rein imaginér, das linearisierte System ist ein Zentrum. Dies
bedeutet, dass jede Auslenkung des Systems aus dem Fixpunkt (v/d, a/3) zu einer
periodischen, nicht abklingenden Antwort fithrt. Dieser Sachverhalt entspricht den
in (1.216) gefundenen geschlossenen Orbits im Phasenraum. Jede kleine Stérung,
die zu einer Abweichung von einem solchen Orbit fiihrt, veranlafit das System sofort
dazu, zu einem neuen Orbit iiberzugehen und bei diesem zu bleiben, so lange es nicht
weiter gestort wird. Dies ist eine der Eigenschaften, die das System unrealistisch sein
lassen. Man sagt, das System sei strukturell instabil. (I

Fiir ein stabiles, lineares System mit einem wohldefinierten Fixpunkt gibt es qualita-
tiv gesehen nur eine Reaktion auf eine Auslenkung: die Trajektorie bewegt sich auf
den Fixpunkt zu. Ist er erreicht, so verbleibt das System in Ruhe. In nichtlinearen
Systemen kann ein anderes Verhalten auftreten. Die Trajektorie kann sich u. U. an
eine geschlossene Trajektorie, die kein Punkt ist, anndhern. Wird diese Trajektorie
erreicht, so wird die Bewegung des Systems durch diese geschlossene Trajektorie
beschrieben. Die Geschlossenheit dieser Trajektorie bedeutet, dass eine bestimmte
Zustandsmenge zyklisch durchlaufen wird. Dementsprechend hat man die folgende

Definition 1.2.16 Fine geschlossene Trajektorie in einem Phasenportrit heiffit Grenz-
zyklus genau dann, wenn sie von allen anderen geschlossenen Trajektorien getrennt
15t.

Aus den vorangegangenen Bemerkungen ist die Wahl des Ausdrucks Grenzzyklus
klar. Ein Grenzzyklus ist dann gegeben, wenn es einen Tubus gibt, in dem die be-
trachtete geschlossene Trajektorie liegt und in dem es keine andere geschlossene
Trajektorie gibt. Ein Beispiel verdeutlicht den Begriff:

Beispiel 1.2.18 Gegeben sei das System!!

&1 = —x2+x1(1—7) (1.224)

g =x1 +x2(l —7) '
mit r = \/a% 4+ 3. Das System hat einen durch die Gleichung 22 +13 = 1 gegebenen
Grenzzyklus. Denn setzt man z; = rcosf, zo = rsinf, so geht (1.224) iiber in

1 Arrowsmith und Place (1982), p. 107
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i =r(1—r), § = 1. Man iiberpriift leicht, dass r(t) = 1, (t) = t eine Losung ist,
die einer geschlossenen Trajektorie entspricht, die der Bedingung x 4+ x = 1 geniigt
und diesen Kreis entgegen dem Uhrzeigersinn mit konstanter Winkelgeschwindigkeit
0 = 1 durchluft. Fiir 0 < r < 1 ist 7 > 0 und die Trajektorien spiralen nach auien
gegen den Wert » = 1. Fiir r > 1 ist < 0 und die Trajektorien spiralen nach innen
mit steigendem ¢. O

Es gibt drei Arten von Grenzzyklen:

a. Der stabile Grenzzyklus. Fiir t — oo spiralen die Trajektorien von auflen sowie
von innen gegen den Grenzzyklus.

b. Den instabilen Grenzzyklus. Fiir ¢ — oo bewegen sich hier die Trajektorien
vom Grenzzyklus weg in beide Richtungen.

c. Der semistabile Grenzzyklus. Hier bewegen sich die Trajektorien von der einen
Seite auf den Grenzzyklus zu und bewegen sich auf der anderen Seite von ihm
fort.

Grenzzyklen miissen natiirlich nicht kreisférmig sein und werden dementsprechend
nicht notwendig durch Ubergang zu Polarkoordinaten erfaBt. Kriterien fiir das Vor-
handensein von Grenzzyklen werden in der Poincaré — Bendixson Theorie behan-
delt, auf die an dieser Stelle nicht weiter eingegangen werden kann.

Es soll noch kurz betrachtet werden, was geschieht, wenn sich die Parameter
dynamischen Systems verdndern.

Dazu werde zunéchst das einfache System & = ax betrachtet. Offenbar ist z =
be®, b € R, eine Losung. Fiir a > 0 wichst z unbegrenzt, d.h. es bewegt sich vom
Nullpunkt fort: der Nullpunkt ist ein Repellor. Fiir a < 0 bewegt es sich auf den
Nullpunkt zu, der Nullpunkt ist dann ein Attraktor. Fiir ¢ < 0 und fiir a > 0 erhéilt
man also verschiedene Phasenportrits. Anders ausgedriickt heifit dies, dass man
beim Ubergang von a < 0 zu a > 0 ein anderes qualitatives Verhalten des Systems
erhalt. Der Punkt, an dem das Verhalten des Systems sich qualitativ verdndert,
ist a = 0. Dieser Punkt heiflt Bifurkationspunkt; das System zeigt in a = 0 eine
Bifurkation.

Das System &1 = px, o = —xy zeigt ebenfalls fiir u = 0 eine Bifurkation, s.
Fig. 2.9.5.

Das folgende Theorem ist fiir die qualitative Betrachtung nichtlinearer Systeme
von grofer Bedeutung:

Satz 1.2.16 Betrachtet werde das von dem Parameter p abhdngige System

1 = filzr, 2o, 1),  E2 = folx1,z2, 1) (1.225)

Das System habe den Fizpunkt xo = 0 fiir alle Werte des Parameters p, und fiir
= po seien die Eigenwerte \1(p), A2(p) des linearisierten Systems rein imagindr.
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Fiir p # po gelte fir den Realteil o = Re(A1(pn)) = Re(A2(p)) die Bedingung

da

@‘#ZM -0 (1.226)

und xg = 0 set asymptotisch stabil. Dann gilt

a. p = po ist ein Bifurkationspunkt des Systems.

b. Es existiert ein py < p derart, dass fir alle p € (pu1, ) der Punkt xo = 0 ein
stabiler Fokus ist.

c. Es existiert ein uy > p derart, dass fir alle p € (po, p2) der Punkt xg = 0
ein instabiler Fokus ist, der durch einen stabilen Grenzzyklus umgeben ist. Die
Grife des Grenzzyklus wichst mit .

Beweis: Ein Beweis kann hier nicht gegeben werden; vergl. Marsden et al. (1976).

Bifurkationen der in Satz 1.2.16 beschriebenen Art heiflen Hopf-Bifurkation.
Hopf-Bifurkationen spielen eine wichtige Rolle bei der Betrachtung komplexer Sy-
steme (vergl. Nicolis und Prigogine (1987)).

Fig. 2.9.5 Bifurkation von & = px1, 42 = —x2, (a) u <0, (b)u =10, (c)pu >0

Hier Kapitel iiber Entdeckensmechanismen
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Kapitel 2

Die allgemeine Theorie der
Signalentdeckung

Die allgemeine Theorie der Signalentdeckung soll hier nicht in aller Allgemeinheit
dargestellt werden (vergl. Whalen (1971), Macmillan and Creelman (2005)), sondern
nur so weit, wie es notig ist.

Der Begriff der Schwellenintensitét oder des Schwellenkontrasts ¢ bezieht sich auf
eine Wahrscheinlichkeit des Entdeckens: gegeben ein bestimmter Wert von ¢, soll die
Wahrscheinlichkeit des Entdeckens gleich P(c) sein. Dabei wird ¢ hinreichend klein
gewihlt, so dass P(c) < 1. Fiir einen derartigen ¢-Wert wird der Stimulus also in ei-
nigen Versuchsdurchgéingen wahrgenommen — entdeckt —, und in einigen nicht. Dies
bedeutet, dass die Wahrnehmung einerseits und der Stimulus mit gegebenem c-Wert
nicht deterministisch, sondern stochastisch gekoppelt sind. Als Hintergrund fiir diese
Art der Kopplung kann man statistische Fluktuationen in der Stimulusprésentation
(Photonen sind Poisson-verteilt) und Fluktuationen in der Stimulusverarbeitung an-
nehmen. Bei den meisten Experimenten werden die Stimuli vor einem Hintergrund
mit Luminanz Ly > 0 dargeboten, d.h. die Versuchsperson ist nicht vollstindig
dunkeladaptiert und die Stimulusintensitét ist so hoch, dass zwar Photonenfluktua-
tionen existieren, aber relativ zur durchschnittlichen Anzahl emittierter Photonen
vernachléssigbar sind. Der Fokus der Modellierung des Entdeckensprozesses wird
also auf den Fluktuationen in den Signalverarbeitenden Mechanismen liegen. Eine
Moglichkeit besteht darin, Fluktuationen in den ”héheren”, entscheidenden Zentren
zu suchen; hier kiimen zufiillige Schwankungen der Aufmerksamkeit in Frage. Eine
andere Moglichkeit besteht darin, zufillige Effekte in der priméren Signalverarbei-
tung anzunehmen. In der Tat ist die Aktivierung individueller Neurone als stocha-
stischer Prozess zu beschreiben. In angendherter Form sind die Folgen von Aktions-
potentialen (Spikes) in guter N#herung als Poisson-Folgen zu beschreiben (wegen
der Refraktérzeit nach erfolgter Spike-Produktion kann die Spike-Folge nicht einem
echten Poisson-Prozess entsprechen). Am Entscheidungszentrum wird die Aktivitéit
dementsprechend ebenfalls durch einen stochastischen Prozess zu beschreiben sein;
die Aufgabe der Versuchsperson (Vp) besteht darin, zu entscheiden, ob die beobach-
tete Aktivitdt als durch einen Stimulus generiert oder nicht durch einen Stimulus
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Tabelle 2.1: Entscheidung und Wirklichkeit (state of nature; ”ja” steht fir ” Stimulus

wahrgenommen”, "nein” fiir ”Stimulus nicht wahrgenommen”.)

state of nature

Entscheidung || Stimulus (o) | kein Stimulus (&)

ja 1-p Q@

nein I} 11—«

generiert anzusehen ist. Damit wird man sofort auf das iibliche, in Tabelle 2.1 angege-
bene entscheidungstheoretische Schema gefiihrt. Darin ist o die Wahrscheinlichkeit,
einen Reiz wahrzunehmen, obwohl kein Reiz prisentiert wurde (falscher Alarm), und
5 ist die Wahrscheinlichkeit, keinen Reiz wahrzunehmen, obwohl einer prisentiert
wurde. Ist D das zufillige Ereignis, dass die Vp meint, einen Reiz wahrgenommen
zu haben, und D das dazu komplementiire Ereignis, keinen Reiz wahrgenommen zu
haben, so hat man also

a = P(D|o)
B = P(D|o)

Die Werte von a und 8 héngen einerseits von der Stimulusintensitéit, andererseits
vom Kriterium der Vp ab, nach dem die Vp urteilt, ob die Aktivitit in einem
Versuchsdurchgang indikativ fiir einen Reiz ist oder nicht.

Es wird im Folgenden davon ausgegangen, dass die neuronale Aktivitat, die zum
Entdecken eines Stimulus fiihrt, als stochastischer Prozess charakterisiert werden
muf}, wobei die mittlere Aktivitit durch eine deterministische Funktion — also eine
Funktion, in deren Definition keine Terme eingehen, die zufillige Groflen reprisen-
tieren — beschrieben werden kann. Im Allgemeinen wird dann angenommen, dass
diese Funktion durch eine deterministisches dynamisches System spezifiziert werden
kann. Grundbegriffe der Theorie stochastischer Prozesse werden in Abschnitt A.9,
Seite 185 gegeben. Demnach werden im Folgenden mit n; bzw. & stochastische Pro-
zesse bezeichnet; dies sind Familien von Funktionen der Zeit 1 oder n(-) bzw. £ oder
€(+). n und & sind die Trajektorien des jeweiligen Prozesses. Gelegentlich wird auch
n(t) oder £(t) geschrieben, um anzuzeigen, dass eine bestimmte Funktion aus 7; oder
& gemeint ist. Andererseits sind 7(¢) und £(¢) natiirlich die Werte der Funktionen 7
und &.

Es sei nun 7; der die relevante neuronale Aktivitdt reprisentierende Prozess,
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wenn ein Stimulus gezeigt wurde, und &; sei dieser Prozess, wenn kein Stimulus
gezeigt wurde. Es wird angenommen, dass

=& +9, (2.3)

wobei g eine deterministische Funktion der Zeit ist, die die durchschnittliche Akti-
vitat abbildet. Dies bedeutet

E(m) =g, E(&) =0. (2.4)

Mit E ist der Erwartungswert gemeint. Demnach ist & = n; — ¢, & ist also zunéchst
einfach die Abweichung von der mittleren Aktivitdt. Nimmt man zusétzlich an, dass
& stationédr ist, so wird impliziert, dass & unabhingig von g ist. Diese Annahme
ist nicht trivial. Betrachtet man etwa fiir 7; einen Poisson-Prozess, so gilt diese
Annahme nicht mehr. 7 sei die Funktion, die die Aktivitdt wiahrend eines Versuchs-
durchganges reprisentiert. Die Vpn steht vor der Aufgabe, zu entscheiden, ob n € n;
oder n € & gilt, — wird also davon ausgegangen, dass n; N & # 0 gilt. Formal las-
sen sich die Hypothesen, zwischen denen sich die Versuchsperson entscheiden muf,
durch

Ho: ne =&

Hi: m=&+y,

charakterisieren. Die bedingten Wahrscheinlichkeiten P(D|o), P(D|a) etc. miissen
also in Bezug auf die Trajektorie n getroffen werden. Man kann annehmen, dass die
Entscheidung nach Mafigabe des Wertes einer zufilligen Verédnderlichen X vorge-
nommen wird; fiir X > ng wird ein Stimulus wahrgenommen, fiir X < S nicht. Die
Wahrscheinlichkeit ¢(c), den Stimulus zu entdecken, wenn die Stimulusintensitét
gleich ¢ ist — 1&8t sich {iber die Verteilungsfunktion von X definieren:

0<t<T (2.5)

¥(e) =1 - P(X < o). (2.6)

Die néchste Frage ist nun, wie die zufillige Verinderliche X und damit die Vertei-
lungsfunktion P(X < x) definiert ist.

2.1 Entdeckenswahrscheinlichkeiten als bedingte Wahr-
scheinlichkeiten

Es seien P(Hy|n) und P(Hi|n) die bedingten Wahrscheinlichkeiten fiir die beiden
Hypothesen Hy und Hi, gegeben die durch 7 reprisentierte Aktivitdt. Man kann
dann

P(n|Ho)p(Ho)
P

P(n|Hy)P(Hy)

P(Ho|n) = P

P(Hyln) =

schreiben. Dann ist
P(Holn)  P(n|Ho) P(Ho) '




Die Wahrscheinlichkeiten P(Hp) und P(H;) kénnen als a priori- Wahrscheinlichkeiten
fiir einen Versuchsdurchgang mit oder ohne Stimulusdarbietung betrachtet werden.
Der Quotient
P(n|H,)
) =57
(n|Ho)

ist hierin der Likelihood-Quotient. Die Versuchsperson koénnte nun nach Mafigabe
des Wertes des Quotienten P(Hi|n)/P(Hy|n) entscheiden, also nach

(2.8)

P(Hiln) P(Hy) P(Hy)
Pl ~ "B, ~ T pim)

(2.9)

Dazu mufl angenommen werden, dass sie nicht nur den Wert von A(n) evaluieren
kann, sondern auch noch den Quotienten P(H;)/P(Hp) mit in ihr Urteil eingehen
lassen kann. Alternativ dazu kann man annehmen, dass sie sich nur nach dem Wert
von A(n) richtet. A(n) ist eine zuféllige Verdnderliche und die Vp entscheidet, es
sei ein Stimulus prisentiert worden, wenn A(n) > no; es wird also angenommen,
dass X = A(n). Der Wert kann implizit durch Variation der pay-off-Bedingungen
vom Experimentator manipuliert werden, d.h. es wird angenommen, dass die Vp die
Moglichkeit hat, den Wert von 79 implizit zu setzen.

Es mufl noch gekldrt werden, in welcher Beziehung die Wahrscheinlichkeiten
P(H;|n) und P(n|H;),i = 0,1, zu den Wahrscheinlichkeiten P(D|o), P(D|o), P(D|5)
und P(D|7) stehen. Denn zuniichst einmal kénnen die P(n|H;) und P(H;), i = 0,1,
als objektive Wahrscheinlichkeiten gesehen werden. Damit wiren dann auch die
P(H;|n) objektive Groflen. Setzt man nun

Pn|H;) = { P(n|s), i=1, d.h. Stimulus présentiert 7 (2.10)

P(n|a), i=0, d.h. kein Stimulus présentiert

so impliziert man, dass die jeweilige objektive Wahrscheinlichkeit von n gleich der
entsprechenden subjektiven Wahrscheinlichkeit ist, mit der die Versuchsperson die
neuronale Aktivitdt mit der Moglichkeit einer Reizdarbietung in Beziehung setzt.
Ob die Beziehung (2.10) tatséchlich gilt, ist eine Frage, die empirisch entschie-
den werden mufl. Andererseits kann man auch einfach die beobachteten bedingten
Wahrscheinlichkeiten P(D|o) etc. betrachten. Die Receiver-Operator-Characteristics
(ROC), d.h. die Plots von P(D|ng) versus P(D|np), fur konstante Stimulusintensitét
zeigen, dass eine Manipulation des Schwellenwertes 7g tatséchlich moglich ist. Unter
der iiblichen Annahme, dass & Gauflschen Weiflen Rauschens ist, 148t sich zeigen,
dass A Gauss-verteilt ist. Damit hat man eine zuféllige Veréinderliche derart, dass

P(Dlno) = P(A > Xolmo), (2.11)

d.h. die Wahrscheinlichkeit des Entdeckens lé3t sich {iber die Verteilungsfunktion
von X = X definieren.
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2.2 Der Likelihood-Quotient fiir Weifles Rauschen

Eine Moglichkeit, die Wahrscheinlichkeiten P(n|s), P(n|o) und damit A(n) zu schitzen
besteht darin, das Signal 7(t) an m Stellen abzutasten; man erhélt die Werte

s(tx) + €(tx), Stimulus
n(ty) = k=1,....m (2.12)
&(tr), kein Stimulus

Die Wahrscheinlichkeit P(n|s) &8t sich nun als Grenzwert

P(ls) = lm_Ply(ty) nn(t2) 0= At n(te) = o(te) +E(t), 1<k <m

(2.13)
ansetzen; der Ausdruck fiir P(n|o) ist analog. Kénnte man die zufélligen Variablen
n(tx) als stochastisch unabhéingig annehmen (wie es Forscher in der visuellen Psycho-
physik es gelegentlich tun), wire man schnell fertig. Es wird aber gezeigt werden,
dass diese Annahme zu inkonsistenten Modellen des Entdeckens fiihrt. Man kann
aber die — immer noch vereinfachende — Annahme machen, dass die Autokorrelation
des Rauschens (das durch die Trajektorien &(t) représentiert wird — durch

No§2 sin(Qr
k(r) = 2m éT :

(2.14)

gegeben ist, wobei die implizite Annahme ist, dass das Rauschen ein stationérer
Prozess ist. Diese auf den ersten Blick willkiirlich anmutende Annahme iiber R(7)
wird motiviert durch eine vereinfachende Annahme iiber die Spektraldichte des Rau-
schens. Die Spektraldichte ist als Fouriertransformierte der Autokorrelationsfunktion
definiert (vergl. Definition A.9.6, Seite 188):

F(w) = /_00 R(r)e “T dr, (2.15)

und natiirlich gilt dann auch

R(r) = — /OO F(w)eT du (2.16)

=0 )
Man kann zwei Félle betrachten: (i) das weifle Rauschen:

Flw)=K, —o0o0<w< o0, (2.17)
und (ii) das bandbegrenzte Rauschen

Flw)=K = Ny/2, |w|l<Q (2.18)

Fiir das weifle Rauschen (?7) liefert (vergl. Abschnitt A.4.3, Seite 173) die Beziehung
(2.16)
K [e.e]

:% .

R(7) F(w)e™T dw = Ko(T). (2.19)
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Abbildung 2.1: Spektraldichte (a) und korrespondierende Autokorrelationsfunktion
eines stationéiren Gauss-Prozesses (b). R(7) =0 fiir 7 = kn/Q, k= £1,+2,...
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Dies heifit R(7) = 0 fiir alle 7 # 0, und fiir einen GauB-Prozess (die £(t), also die
Werte von £ zum Zeitpunkt ¢, sind GauB-verteilt) sind £(t) und &(¢') fiir alle ¢, ¢/
mit ¢ # ¢’ stochastisch unabhéingig. Das Rauschen ist dann Weifles Rauschen. Das
Rauschen heifit 'weif}’, weil wegen S(w) = K wie beim weiflen Licht alle Frequen-
zen mit konstanter Amplitude benttigt werden, um eine beliebige Trajektorie als
Superposition von Sinus-Funktionen darzustellen. Dies wiederum bedeutet, dass der
Prozess beliebig schnell fluktuiert. Es bedeutet dariiber hinaus, dass die Energie

o0 o0

Ee = / |F(w)]? dw = / K%dw = oo (2.20)
—0o0 —00

des Prozesses unendlich ist. Das Weifle Rauschen ist also allenfalls eine Idealisierung,

die physikalisch nicht realisierbar ist. Weitere unplausible Implikationen einer allzu

freiziigigen Annahme des Weiflen Rauschens werden im Zusammenhang mit der

Definition von psychometrischen Funktionen angegeben.

Fiir das bandbegrenzte weifle Rauschen erhélt man aus (2.16) eben die Autokor-
relationsfunktion (2.14), und fiir die Energie E¢ des Prozesses & erhdlt man gema8
(2.20)

0 Ny Q
E¢ = / |F(w)|? dw = / dw = Nof < oo. (2.21)
oo 2 J_q

Der erste Nulldurchgang von R(7) erfolgt zum Zeitpunkt 7 = 7 /€. Da die Null-
durchgéinge gleichabsténdig sind, sind die zufélligen Verénderlichen fiir 7, = k7 /Q
stochastisch unabhéngig (dies folgt wegen der zusétzlichen Annahme, dass & ein
Gauss-Prozess ist). Im Zeitintervall (0,7") kann man

T Qr
At o7
unabhéngige Werte 7(t;) = n;, j = 1,...,m messen. Der Erwartungswert und die
Varianz von n; sind

m

(2.22)

s(tj), Stimulus présentiert

E(n;) = (2.23)
0, kein Stimulus prisentiert
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und

V(ny) = V() = 0® = (2.24)

o

Fiir die Likelihood-Funktionen beginnt man mit dem Ansatz

1 \™? " (n; — s(t))?
P(n]s):<27m2> exp —Zj%gj) (2.25)
j=1
und
m m 2
P(nl3) = ! " — 777] 2.26
09 = (5g) o0 [~ o, (2:26)
j=1

und erhélt den Likelihood-Quotienten

Anp) = 18 S (2.27)
P(i5) exp[ Zmz}

geschrieben werden, und wenn die Entscheidung, dass ein Stimulus prisentiert wurde
gefallt werden soll, wenn A(n) > Ag. Nun ist

m 7,’2 m (17 S')2 1 _m m
_ J i — 5 _ 2 2
logA\(n) =) 5% = “o 5 = o5 |20 =D (=)
j=1 =1 | j=1 =1
1 _m m m m
_ 2 2 2 .
= 5oz |2 DM = D8 2 s
=1 j=1 j=1 j=1
1 & 1 )
Jj=1 J=1

Die Summen lassen sich durch einen Grenzwertprozess in Integrale verwandeln.
Denn aus (2.22) und (2.24) folgt

1 2m 2
= = = At 2.29
02 QNO N(] ’ ( )

so dass (2.28) zu

2 « 2 1
log A\(n) = N ansjAt N2 S?At (2.30)
j=1



wird. Fiir m — oo und At — 0 derart, dass T = mAt = konstant kann das > -
Zeichen durch ein f -Zeichen und At durch dt ersetzt werden und man erhilt die
Gleichung

T T
log A1) = ]30 /0 n(8)s(t)dt — J\lfo /0 2(t)dt. (2.31)

/OT 2(t)dt — /OT () 2dt = E,

die Energie des Signals im Intervall [0, 7. Das Integral

Hierin ist

T
Ry = /0 n(t)s(t)dt (2.32)

kann als Korrelation zwischen der Aktivitdt und dem Signal aufgefasst werden. R
ist eine zufillige Verdnderliche, da 7 eine Trajektorie eines stochastischen Prozesses
7 ist.

Der Ubergang m — oo impliziert At — 0, so dass nach (2.29) Q — oo folgt.
Damit ist aber das Spektrum S(w) des Rauschens nicht mehr auf ein endliches
Intervall begrenzt, und R(7) — (No/2)d(t), d.h. der Grenziibergang impliziert einen
Ubergang zum Weien Rauschen. In (2.30) tritt die Summe > ey mysiAt auf, die

in (2.31) durch das Integral fOT n(t)s(t)dt ersetzt wird. Die n); sind unabhéngige
GauB-Variable, und die (”gewichtete”) Summe von unabhéngigen Gaufl-Variablen
ist wiederum GaufB-verteilt. Dieses Merkmal vererbt sich, wenn weifles Rauschen
angenommen wird, auf das Integral. Damit folgt, dass die zuféllige Verdnderliche
R7 normalverteilt ist.

X = log \(n) ist eine zufillige Verédnderliche, von deren Wert die Entscheidung
iiber die Darbietung eines Stimulus abhéngt; dies erklidrt den gelegentlich beniitzten
Ausdruck Entscheidungsvariable. Man kann demnach

Es
0

schreiben. Hierin ist Es/Np eine Konstante. Der Erwartungswert und die Varianz
sind dann durch
Eq
No’

gegeben. Unter Hy ist n(t) = £(t) + g(t) und E(n(t)) = g(t), also E(£(t) = 0 fiir alle
t. Dann ist

E(X) = E(Ry) V(X) = E(R}) — EX(Ry) (2.34)

T T T
/O n(0)s()dt = /0 ()s(t)dt + /0 o(®)s()dt, (2.35)
so dass -
B(Rr|) = = [ g(0)s(o)in, (2.36)
0

denn

T T
IE[ /0 §(t)s(t)dt}: /0 E[£(t)]s(t)dt = 0, wegen E[£(1)] =0,
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woraus sofort auch

E(Rr|[Ho) = po =0 (2.37)
folgt, da unter Hy n(t) = &£(t).
Varianz:noch offen!!!

Der Erwartungswert von X unter H; ist dann

E
E(X|H1) = m — - (2.38)

0

und unter Hy
Es
E(X|Hy) = ——. 2.

Cx|Hy) =~ (2:39)

Die Differenz | E
g =tL"H _ =5 (2.40)

Oz Og NO’

wobei 0, = \/W , heifit Sensitivitatsmayf$, und der Quotient /Ny ist das Signal-
Rausch-Verhéltnis. Allgemein ist das Signal-Rausch-Verhéltnis — abgekiirzt SRV,
oder SNR, wegen des englischen Ausdrucks signal-to-noise ratio — ist das Verhéltnis
der Nutzsignalleistung zur Rauschleistung, oder von signal power zu noise power. Je
grofler die Nutzsignalleistung im Vergleich zur Rauschleistung, desto leichter kann
das Signal entdeckt werden.

SVR — Nutzsignalleistung b Signal

_ ) 2.41
Rauschleistung P Rauschen ( )

Dabei ist PSignal die durchschnittliche Leistung des Signals, und PR,uschen di€
durchschnittliche Leistung des Rauschens. Leistung ist Energie pro Zeiteinheit, P =
E/t; die Signalenergie ist
oo
B, - / 1s(8) 2. (2.42)
—0oQ

Nach Parsevals Satz (vergl. Satz A.3.9 im Anhang, Seite 170) gilt dann

o
E, = / 1S (w)|? dw, (2.43)
—o
wenn S(w) die Fouriertransformierte des Signals s(t) ist. Analog dazu ist die Energie
des Rauschens durch ~
E, = / |F(w)|? dw (2.44)
—00
gegeben, wenn F' die Spektraldichtefunktion des Rauschens ist. In Abschnitt A.9 des
Anhangs wird gezeigt, dass
E, = o? = R(0) (2.45)

gerade die durchschnittliche Energie des Rauschens ist, vergl. insbesondere (A.163),
Seite 188. Das Signal-Rausch-Verhéltnis ist dann durch

E, E,
VR =2 == 2.4
SVR = % = 3 (2.46)
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definiert, — die Zeiteinheit kiirzt sich heraus.

In géngigen Lehrbiichern iiber Anwendungen der Signalentdeckungstheorie in
der Psychophysik wird die in (2.40) eingefiihrte GroBe d’ ohne den Umweg iiber
die Definition von X = log A(n) eingefiihrt; es wird einfach angenommen, dass d’
ein Maf} fiir die Sensitivitdt ist und die Entdeckenswahrscheinlichkeit vom Wert
normalverteilter zufilliger Verdnderlichen abhéngt, die aber nicht notwendig gleiche
Varianzen haben miissen (vergl. etwa Thomas (1999, 2003)).

2.3 Spezielle Modelle des Entdeckens

Die Annahme, dass Versuchspersonen sich nach Mafigabe des Likelihood-Quotienten
entscheiden, ob ein Stimulus gezeigt wurde oder nicht, ist ein mdogliches, aber kein
zwingendes Postulat. Insbesondere mufl geklart werden, welche Interpretation dem
Term Rp, wie er in (2.32) eingefiihrt wurde, zugeordnet werden kann. Dass man
Rr als Korrelation zwischen dem Signal s und der mittleren Antwort g bezeichnen
kann, ist zunéchst eine formale Interpretation, denn es bleibt ja offen, wie ein ent-
deckendes System diese Grofie berechnen soll. Eine Moglichkeit besteht darin, s als
gespeichertes Bild des Stimulus zu interpretieren. Das unterstellt, dass ein exaktes
Bild von s gespeichert werden kann. Eine Moglichkeit, diesen Fall zu interpretieren,
besteht in der Annahme, dass ein Filter mit der Impulsantwort

W(T —t) = s(t) (2.47)

existiert; dann folgt

T T
/ G(OR(T — t)dt = / o(D)s(b)dt. (2.48)
0 0

Es ist unplausibel, dass fiir einen beliebigen Stimulus korrespondierende Filter exi-
stieren; es ist aber denkbar, dass sich solche Filter im Laufe eines Entdeckensexpe-
riments bilden. Darauf wird spéter noch eingegangen.

In der visuellen Psychophysik sind dann auch zwei andere, allerdings miteinan-
der konkurrierende Modelle des Entdeckens populédr: Peak-Detection und zeitliche
Wahrscheinlichkeitssummation. Diese beiden Modelle werden im Folgenden vorge-
stellt.

2.3.1 Peak-Detection

Hier wird angenommen, dass die Wahrscheinlichkeit des Entdeckens durch den Wert
des Maximums der deterministischen Antwort bestimmt wird. Der Ausdruck peak-
detection erklart sich aus der Definition dieses Kriteriums: wenn der peak — also der
Maximalwert — einen Wert 79 erreicht, wird der Stimulus mit der Wahrscheinlichkeit
p erreicht. Ein einfaches Modell zur Peak-detection-Annahme besteht in der Annah-
me deer Existenz einer zufilligen Verdnderlichen &, tiber die die Wahrscheinlichkeit
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¥ (c) des Entdeckens in Abhéngigkeit von der Stimulusintensitit oder Stimuluskon-
trast ¢ definiert wird: mit X = gy + £ soll dementsprechend gelten

P(c) = Plgo+£>5)=1-P(<5—g0(c)), golc) = tgfgégﬂ(t@)- (2.49)
1) ist eine Funktion von ¢, d.h. v ist eine psychometrische Funktion. 1) wird durch die
Wabhrscheinlichkeitsverteilung der zufélligen Verédnderlichen ¢ bestimmt. Formal ist
die Definition von 1 einfach, die Frage ist aber, welche Bedeutung £ hat. So lange
man nur an der Charakterisierung der deterministischen Antwort und damit des
Systems interessiert, kann man die Frage zunéichst unbeantwortet lassen, die Frage,
ob das Peak-detection-Kriterium iiberhaupt gilt, ist zunéchst wichtiger. Sie 148t sich
empirisch angehen; darauf wird weiter unten nochausfiihrlich eingegangen.

2.3.2 Wahrscheinlichkeitssummation

Es wird zunéchst die zeitliche Wahrscheinlichkeitssummation betrachtet. Der Aus-
druck Wahrscheinlichkeitssummation reflektiert eigentlich eine begriffliche Ungenau-
igkeit und ist dementsprechend in der Wahrscheinlichkeitstheorie oder der Statistik
nicht iiblich, hat sich aber insbesondere in der visuellen Psychophysik eingebiirgert
und wird nur deswegen hier {ibernommen. Fiir den Zeitbereich erkléirt er sich durch
die Annahme, dass der Stimulus zu irgendeinem Zeitpunkt innerhalb des Versuchs-
durchganges entdeckt werden kann. Formal 148t sich das Postulat der Wahrschein-
lichkeitssummation formulieren, wenn man die Aktivitéit als Funktion der Zeit n(t)
konzipiert, wobei man

nt)=g@)+£@), 0<t<T (2.50)

schreiben kann. Definiert man die Erwartungsfunktion E(n(t)) = g(t), so ist £(t) =
n(t) — g(t) einfach die Abweichung der Aktivitdt von der mittleren Aktivitét, jeweils
zur Zeit t. Sicherlich erreicht n(¢) mindestens einmal wihrend der Versuchsdurchgan-
ges, représentiert durch das Intervall [0, T, den Wert 79, wenn max;cio 7] 7(t) > S.
Dann ist die psychometrische Funktion durch

Y(c) = P(tgﬁg;]n(t) > Sle) =1 P(tlén[%n(t) < Sle) (2.51)
definiert. Das Problem, einen Ausdruck fiir die Wahrscheinlichkeit P(maxe(o ) 7(t) <
S) zu finden, ist schwierig. Es 1483t sich aber eine allgemeine Form fiir ¢ anschreiben,
die sich aus der Tatsache ergibt, dass die Frage nach der Verteilung von max;co 1 n(t)
als Frage nach der Verteilung einer Wartezeit 7 formuliert: 7 ist die Zeit, die ver-
streicht, bis a zum ersten Mal den Wert 79 erreicht. Fiir 7 < T" wird der Stimulus
entdeckt, fiir 7 > T nicht, d.h.

P(c) = P(tg&);]n(t) > Sle) = P(r <T|c). (2.52)

Man kann nun die bedingte Wahrscheinlichkeit

P(r € [t,t + At)
P(r > t)
92

P(t,t+ At) =

(2.53)



betrachten; dies ist die Wahrscheinlichkeit, dass « im Intervall [¢,¢ 4+ dt) den Wert
no erreicht, unter der Bedingung, dass der Wert 7y im Intervall [0,¢) nicht erreicht
wurde. Fiir beliebig kleines At = dt wird aus P(t,t 4+ At)
f(t)dt
P(t,t+dt) = ———— = ¢(t)dt; 2.54
(1t + ) = TR0 = (0 (2:54)
o(t) = f(t)/(1 — F(t)) heifit Hazardfunktion, und F ist die Verteilungsfunktion der
Wartezeit, f die zugehorige Dichtefunktion f(t) = dF(t)/dt. Es 1afit sich zeigen,
dass 1 dann die Form

W(e)=P(r <T)=1—-exp {— /0 ! ot c)dt} (2.55)

annimmt. Die psychometrische Funktion hat im Falle von Entdecken durch Wahr-
scheinlichkeitssummation stets diese Form, wird also stets durch ein Integral iiber
das Intervall, das einen Versuchsdurchgang reprisentiert, bestimmt. Das Problem
besteht nun darin, die Hazardfunktion ¢ zu bestimmen.

Die Annahme der Wahrscheinlichkeitssummation erscheint zunéichst als plausi-
bel: es soll ja nur darauf ankommen, dass die Aktivitit zu irgendeinem Zeitpunkt
wéhrend des Versuchsdurchganges einen kritischen Wert erreicht, damit der Stimu-
lus entdeckt wird. Die Peak-Detection-Annahme erscheint dagegen als artifiziell, —
denn es ist nicht klar, warum es nur auf den Wert von gp = max; g(¢) ankommen
soll. Diese Annahme hat aber den Vorteil, dass sie eine ziemliche direkte Erfassung
der deterministischen Antwort g des entdeckenden Systems erlaubt. Der Ausdruck
(2.89) erlaubt es tiberdies, empirisch zu testen, ob Entdecken durch Peak-Detection
oder durch Wahrscheinlichkeitssummation geschieht; darauf wird weiter unten noch
eingegangen. Zunéchst wird die Systemidentifikation iiber die Annahme von Peak-
Detection illustriert.

Das Modell der Wahrscheinlichkeitssummation kann auch auf den Ortsbereich
iibertragen werden, bzw. auf Modelle, denen zufolge ein Muster durch Aktivierung
verschiedener ”Kanile” — etwa Ortsfrequenzfilter — reprisentiert wird. Bie diesen
Modellen wird dann im Allgemeinen stillschweigend zeitliche Peak-Detektion voraus-
gesetzt und als Annahme auch nicht weiter iberpriift. Der Grund hierfiir ist wohl,
dass dadurch das jeweils betrachtete Entdeckensmodell sehr vereinfacht wird, — ei-
ne zusétzliche Beriicksichtigung von zeitlicher Wahrscheinlichkeitssummation wiirde
die Komplexitit des Modells sehr erh6hen, zumal nach nicht ausgeschlossen werden
kann, dass verschiedene Ortskanile verschiedene zeitliche Charakteristika haben.
Kanaile fiir niedrige Ortsfrequenzen kénnten sehr viel schneller reagieren als Kaniile
fiir hohere Ortsfrequenzen.

2.4 Psychometrische Funktionen

2.4.1 Allgemeine Modelle

Ein grofler Teil der Versuche, sensorische Systeme systemtheoretisch zu chrakterisie-
ren, bezieht sichaus Daten aus Entdeckensexperimenten: Stimuli werden mit scha-
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cher Intensitéit bzw. schwachem Kontrast ¢ gezeigt und die Aufgabe der Versuchs-
person ist, den Stimulus zu entdecken (Detektion), oder es werden sich nur wenig
unterscheidende Stimuli priasentiert und die Aufgabe besteht darin, den Unterschied
zu entdecken (Diskrimination). Die Stimuli werden dann variiert und die Intensitét
bzw. der Kontrast werden fiir jede Variation so bestimmt, dass die Wahrschein-
lichkeit 1(c) des Entdeckens des Stimulus oder des Unterschieds zwischen Stimuli
konstant bleibt.

Definition 2.4.1 Es sei ¢(c) die Wahrscheinlichkeit des Entdeckens eines Stimu-
lusmusters, oder ¥(Ac) die Wahrscheinlichkeit des Entdeckens eines Unterschieds
zwischen Stimulusmustern, wobei ¢ der Kontrast des Musters bzw. Ac der Unter-
schied der Kontraste der Stimulusmuster ist, und ¢ € R bzw. Ac € R. Die Abbildung
¥ : R — [0, 1] heifst psychometrische Funktion.

Dementsprechend gilt fiir ¢ > 0 stets 0 < ¥(c) < 1; ebenso gilt 0 < ¥(Ac) < 1,
wobei aber nicht Ac > 0 gelten muf}. Fiir die im Folgenden behandelten Fille gilt,
dass 1 monoton mit ¢ wiichst, also ¢(c) < ¥(c¢'), wenn ¢ < /. Weiterhin findet
man i. A., dass ¢ sigmoidal, also irgendwie S-férmig ist. Gilt 1(cp) = p, so heifit ¢,
die Schwellenintensitit oder der Schwellenkontrast beziiglich p. Ublicherweise wird
p = .5 oder p = .75 gewihlt. Es bedeutet keine Einschrinkung der Allgemeinheit, 1)
als stetige Funktion von ¢ zu konzipieren, d.h. den Fall

0, c<c

(o) = (2.56)

1, c > cp.

auszuschlieflen; empirisch ist dieser Fall wohl kaum jemals aufgetreten. Demnach sind
die Reaktionen des Entdeckens und Nichtentdeckens stochastisch mit den Werten
von ¢ verkniipft. Die Frage ist, wie diese Verkniipfung zu konzipieren ist.

Die iiblicherweise gefundene S-Formigkeit legt zunéchst nahe, die Gauf3-Verteilung
an die Daten anzupassen, d.h. die psychometrische Funktion iiber die Gauf}-Verteilung
zu definieren. Dementsprechend werden die stochastischen Effekte als normalverteilt
angenommen. Damit wird postuliert, dass die durch den Stimulus erzeugte Aktivie-
rung durch eine zuféllige Verénderliche X représentiert wird mit einem Erwartungs
Wert p = E(X), der wiederum eine Funktion von c ist, also pr = u(c). Die néchstein-
fache Annahme ist dann, p also proportional zu ¢ anzusetzen, also u = cug, wo-
bei nun g eine Konstante ist, die von der experimentellen Situation abhéngt, also
von den Bedingungen, unter denen der Stimulus présentiert wird (Adaptationszu-
stand der Versuchsperson, aufmerksamkeitssteuernde Instruktionen, Elemente wie
flankierende Linien, die wahrnehmungsméfig mit dem zu entdeckenden Stimulus in
Wechselwirkung stehen, etc.). Die psychometrische Funktion hat dann die Form

S - 2 zgple)+o
P(c)=1- = / exp {—(liu(c))} dr =1-— 1/ e 24z,

oV 2w 202 Vor
(2.57)
oder kurz
¥(c) =1—@(zsp(c) +0), zs=(5—plc)/o, (2.58)
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wobei ® wie iiblich die Verteilungsfunktion einer N (0, 1)-verteilten zufélligen Veradnder-
lichen ist. Dieser Ausdruck kann noch verallgemeinert werden, indem man die Moglich-
keit, dass die Versuchsperson korrekt rét, dass ein Reiz prasentiert wurde, obwohl sie
ihn nicht wahrgenommen hat. Ist v die Wahrscheinlichkeit, korrekt zu raten, kommt
es mit einer Wahrscheinlichkeit 1 — ® zu einer korrekten Antwort, dass ein Stimu-
lus gezeigt wurde, wenn die Versuchsperson den Stimulus tatsédhlich wahrgenommen
hat, oder mit der Wahrscheinlichkeit ® hat sie ihn nicht wahrgenommen, rét aber
korrekt mit der Wahrscheinlichkeit v, so dass

Pja")=1-®4+~4P=1—(1—~)P

gilt, d.h.
$le) = 1— (1= )®(zsu(c) + o), 25 = (5 — p(c)/o. (2.50)

Man kann den Faktor 1 — v als Ratekorrektur bezeichnen; v ist ein freier Para-
meter, der zusitzlich aus den Daten geschitzt werden mufl. Nimmt man p = cuyg
an, so sind die iibrigen freien Parameter ¢ und pg. Unabhéngig von der Methode
der Bestimmung der psychometriscen Funktion (Methode der konstanten Stimuli,
Grenzmethode (method of limits), up-down-Methode, etc) wird man auf die Probit-
Analyse zur Schitzung der Parameter gefiihrt.

Die Frage nach einer Begriindung fiir die Wahl einer normalverteilten zufilligen
Verdnderlichen X als Reprisentation der Aktivierung durch den Stimulus wird tibli-
cherweise durch den globalen Hinweis auf den Zentralen Grenzwertsatz beantwortet,
demzufolge die Summe vieler, voneinander unabhéngiger Effekte zu einer normal-
verteilten Grofle fiihrt. Da die Daten héufig mit dem Ansatz (2.59) kompatibel sind
und man nicht primér an den stochastischen Effekten, sondern an der Funktion p(c)
interessiert ist, da sie mit den Eigenschaften des System in Beziehung gesetzt wird,
wird dieser Hinweis als hinreichende Motivation fiir die Definition (2.59) von v ak-
zeptiert. In Pracomputerzeiten kann aber die Berechnung von ® eine listige Aufgabe
sein, die eine Suche nach Alternativen erzeugt. Eine rechnerisch angenehme Form,
die von der GauB-Verteilung praktisch nicht zu unterscheiden ist, ist die logistische
Verteilung, die auf die Definition

1 1

- X—p(c) /7 -
1+ exp (_%%) 1+ exp(au(c) + B)

¥(c) (2.60)

fithrt, wobei der rechte Ausdruck einfach eine Reparametrisierung der urspriinglichen
Form ist. Die Ratekorrektur ist hier der Einfachheit halber fortgelassen worden.

Im Zusammenhang mit der Hypothese, dass visuelle Muster durch Zusammen-
schaltung neuronale Kanile, die fiir verschiedene Ortsfrequenzen spezifisch sind,
wahrgenommen werden, wurde die These aufgestellt, dass diese Ortsfrequenzkaniile
unabhéingig voneinander arbeiten; im Rahmen eines Entdeckensexperiments sollte
dies insbesondere stochastische Unabhégigkeit bedeuten. Sachs, Nachmias und Rob-
son (1971) formulierten dementsprechend die Hypothese, dass ein Stimulusmuster
dann entdeckt wird, wenn mindestens einer von insgesamt n solcher Kanéle, die
durch das Muster aktiviert werden, eine hinreichend grofie Aktivitit zeigt. Dement-
sprechend soll dann fiir jeden Kanal eine zuféllige Verdnderliche X;, j = 1,...,n
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definierbar sein, und die psychometrische Funktion ist nun definiert durch
P(c) = P(max(Xy,...,X5) > 5), (2.61)

wobei S ein bestimmter, minimaler Wert ist, der erreicht werden muf}, damit die
Aktivierung als indikativ fiir die Prasentation eines Stimulus interpretiert wird. Nun
ist sicherlich

P(c) =1— P(max(Xy,...,X,) <5),

und die Annahme der stochastischen Unabhéngigkeit bedeutet

{max(X1,...,X,) <8} ={X<SNXy<Sn---nX, <5} =[[P(X; <9),
7=1

so dass die psychometrische Funktion durch

n

P(e)=1-[[P(X; <8 (2.62)

j=1

definiert ist. P(X; < S) ist eine Verteilungsfunktion, die fiir den j-ten Kanal cha-
rakteristisch ist. Die einfachste Anname ist nun, dass die Verteilungen der X alle
vom gleichen Typ sind und sich allenfalls durch die Werte der Parameter dieser Ver-
teilungen unterscheiden. Sachs et al. (1971) gingen von der iiblichen Annahme der
GauB-Verteilung der X; aus, so dass die psychometrische Funktion insbesondere die

Form
n

v(e) =1 - [[ (zsms(c) + o)) (2.63)

J=1

hat. Weitere Vereinfachungen ergeben sich, wenn man insbesondere 1(c) = cpg; und
oj = o fiir alle j postuliert und po; = |Hj(w;)| setzt. Wahrend die Daten von Sachs
et al. insgesamt mit der Hypothese der W-Summation zwischen Kanélen kompatibel
erschienen, ergaben sich eine Reihe von neuen Fragen, — etwa nach der Bandbreite
der Ortsfrequenzkaniile, und wie die Hypothese der stochastischen Unabhéngigkeit,
die ja eigentlich nur der Vereinfachung dienen soll, damit vertraglich ist, dass das
Ortsfrequenzspektrum eines Musters ja im Allgemeinen eine stetige Funktion der
Ortsfrequenzen w = 27 f ist und der j-te Kanal wohl auch fiir der Ortsfrequenz w;
benachbarte Frequenzen empfindlich ist, da sonst angenommen werden miifite, dass
die Systemfunktionen der einzelnen Kanéle durch Dirac-Delta-Funktionen definiert
sind, was extrem unplausibel ist. Rechnerisch erweisen sich sowohl die Gauf}- als
auch die logistische Verteilung als umsténdlich, und so liegt es nahe, nach rechnerisch
einfacheren Alternativen zu suchen.

2.4.2 Das Quick-Modell: W-Summation zwischen Kanilen

In einem kurzen Artikel hat Quick (1974) diese Alternative geliefert. Quick verweist
zunéichst auf eine Arbeit von Abadi und Kulikowski (1973), denen zufolge die (hypo-
thetischen) Ortsfrequenzkanile vor dem neuronalen Ort der Entscheidung einerseits
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Abbildung 2.2: Quicks Schemata: (a) W-Summation, (b) Nichtlineare Summation
(Vector-magnitude-Modell. Aus Quick (1974).

in guter Ndherung linear und unabhéngig voneinander sind. Die 'Nettoaktivierung’,
wie Quick die Aktivierung nennt, bezeichnet Quick mit R;, um dann eine magnitude

function zu definieren:!
1/B

1Bl = | D (Ri(s))"| - (2.64)

J
R;(s) ist die Antwort des j-ten Kanals auf den Stimulus s. Quick bezeichnet das
n-Tupel (R1,. .., Ry) als Vektor R; fiir 3 = 2 ist || B|| gerade die iibliche Liinge dieses
Vektors. Fiir 5 # 2 kann man || R|| die verallgemeinerte Vektorlénge nennen. Dies

motiviert den Ausdruck vector-magnitude model, den Quick fiir sein Modell gew#hlt
hat.

Fiir beliebiges 8 € R représentiert einen Ausdruck, der formal dhnlich einem
Ausdruck ist, den Minkowski im Zusammenhang mit Fragen der Relativitédtstheorie
(Raumkriimmung) diskutiert hat und der in der Multidimensionalen Skalierung als
Minkowski-Metrik auftritt, wobei die R; durch Distanzen d; auf der j-ten latenten
Dimension, hinsichtlich der Stimuli beurteilt werden, ersetzt werden. Deswegen wird
auch gelegentlich in Bezug auf (2.64) von der Minkowski-Summation geredet.

Die Frage ist nun, wie ||R| zur Wahrscheinlichkeit des Entdeckens in Beziehung
gesetzt wird. Wenn nun die Verteilung des Rauschens derart sei, dass

Yo(c) =1 - 27I1EI° (2.65)

gelte, so Quick, so kénne man auch
vole)=1- [0 - —27%) (2.66)
j=1

schreiben (der Index @ soll das Quick-Modell indizieren). Damit ist das Vektor-
grofenmodell (2.65) auch ein W-Summationsmodell. Abbildung 2.2 zeigt die Sche-

! Quick schreibt « statt 5. In den Anwendungen des Quick-Modells hat sich dann die hier gew#hlte
Schreibweise — also f fiir den Exponenten — durchgesetzt. Um die Diskussion der Bedeutung des
Parameters in der Literatur nicht zu verwischen, ist hier die jetzt gebrauchliche Schreibweise benutzt
worden.
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mata fiir W-Summation (a), und das Magnitude-Modell (b). Eine etwas direktere
Weise, 1)g anzuschreiben, ist natiirlich die zu (2.65) dquivalente Form

bale) =1~ f[ 2 R, (2.67)
j=1

Die Modelle unterscheiden sich in Bezug auf den Ort des neuronalen Rauschens:
im W-Summationsmodell hat jeder Kanal eine eigene Rauschquelle, und der Ent-
deckensmechanismus ist eine ODER-Schaltung, wahrend im Summations- oder Magnituden-
Modell die Aktivitéiten der individuellen Kanéle zuerst deterministisch in einer UND-
Schaltung zusammengefait werden, und erst die zusammengefasste Aktivitdt wird
durch Rauschen gestort. Abb. 2.3 zeigt einen Vergleich des W-Summationsmodells

Abbildung 2.3: (a) Vergleich der Vorhersagen des W-Summationsmodell von Sachs
et al. (1971) und dem Vektor-Magnituden-Modell von Quick (1974), (b) Verlauf von
g fur verschiedene Werte von N. Nach Quick (1974).
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1

von Sachs et al. (1971) mit dem Quickschen Vektor-Magnituden-Modell. Obwohl
beim Modell von Sachs et al. Gau-Verteilungen angenommen werden und das
Magnituden-Modell durch die zunéchst nicht weiter einsichtigen Annahme (2.65)
charakterisiert wird, ist die Ubereinstimmung bemerkenswert gut. Erst bei einer

Anzahl von 10* Kaniilen zeigen sich Abweichungen der Vorhersagen der beiden Mo-
delle (vergl. Abb. 2.3), (c).

Quick gibt nicht an, welche Betrachtungen ihn auf sein Modell gefithrt haben,
und insbesondere die Wahl der Funktion 2%l in (2.65) bleibt unerliutert, und
dementsprechend werden auch keine theoretischen Griinde fiir die Ubereinstimmung
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des Sachs et al.schen und des Quickschen Modells, wie sie in Abb. 2.3), (a) zum
Ausdruck kommt, diskutiert. Eine Auflésung des Ritsels ergibt sich aber, wenn man
den Term 271187 in (2.65) betrachtet. Nimmt man den natiirlichen Logarithmus
dieses Terms, so erhélt man

log 211" = || Rl|” log 2,
und dementsprechend
p g exp <—VHRH’B) , v =Ilog2.

Ersetzt man also in (2.65) den Ausdruck 2-IRI” qurch exp (=v||R||?), so erhilt man

via(e) = 1—exp (—v|R|”). (2.68)

Quick hat also implizit die Weibull-Funktion gewéhlt, wie es scheint, ohne sich dessen
bewuflt gewesen zu sein. Macht man noch von der Linearitdtsannahme Gebrauch,
so 148t sich

Rj(c) = ¢ Ro;

schreiben, wobei Ry; die Antwort des j-ten Kanals auf die Intensitét 1 ist. Dann
148t sich (2.68) in der Form

YPo(c) =1 —exp (—I/HCR()H6>

schreiben, und absorbiert man v in den Term || Rp||, so erhélt man die psychometri-
sche Funktion

1/8
va(e) = 1—exp | [kl %), | Roll = | Ry, (2.69)
J

oder ;
o) =1—(1—7y)e ™, a=|R|’ (2.70)

wenn man die Moglichkeit des korrekten Ratens berticksichtigen will. Der Einfachheit
halber wird im Folgenden Bezug auf (2.69) genommen.

Anmerkung: Quick hat bei seinen Simuluationen die Maxima von nor-
malverteilten Variablen betrachtet. Die Grenzverteilung des Maximums
normalverteilter Variablen ist aber gar nicht die Weibull-Verteilung, son-
dern die Extremwertverteilung oder auch Doppelte Exponentialverteiltung

G(X <z)=-exp(—e®). (2.71)

Dass die Weibull-Verteilung so gut fiir die Maxima von Gauf-verteilten
Variablen passt, wie in Abb. 2.70 (c) angedeutet, zeigt, wie gut die
Weibull-Verteilung an Daten angepasst werden kann. Weitere Beispie-
le findet man in Mortensen (2002). Auch die in Gleichung (2.89), Seite
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107 gegebene psychometrische Funktion, der die Annahme eines Gauf3-
Prozesses mit nachgerade beliebiger Autokorrelation zugrundeliegt, kann
durch eine Weibull-Verteilung approximiert werden. Inspektion von (2.89)
zeigt iibrigens, dass sie mit der doppelten Exponentialverteilung (2.71)
verwandt ist. Diese Verwandschaft resultiert eben aus der Tatsache, die
die Maxima korrelierender Gauf3-Variablen betrachtet werden.

Das Quick-Modell ist in der Form (2.69) zum Standardmodell in der visuel-
len Psychophysik geworden, gelegentlich in seiner Form als Weibull-Funktion. Die
Hauptgriinde dafiir scheinen (i) seine Einfachheit und (ii) der im Allgemeinen gu-
te Fit fiir die verschiedensten Daten aus Entdeckensexperimenten zu sein. Dariiber
hinaus wird darauf hingewiesen, dass die Weibull-Funktion in der Reliabilitdtstheo-
rie, in der die Zuverlédssigkeit von Materialien bzw. von aus vielen Komponenten
bestehenden Apparaten in Abhéingigkeit von der Zuverldssigkeit der Komponenten
untersucht wird, eine zentrale Rolle spielt, wobei angemerkt wird, dass insbesondere
die Wahrscheinlichkeit des Brechens von Ankerketten — die ja brechen, wenn das
schwiichste Glied bricht — durch die Weibull-Funktion gegeben ist. Wie das Paradig-
ma brechender Ankerketten auf das Entdecken von Reizen zu iibertragen ist, bleibt
eine offene Frage, deren Beantwortung der Kreativitidt des Lesers iiberlassen bleibt.
Man mag das Paradigma in die Sprache des Entdeckens durch unabhéngige neurona-
le Kanile iibersetzen: ein Muster wird entdeckt, wenn der Damm, der die Aktivitit
der Kanéle begrenzt, bei mindestens einem Kanal bricht. Ob diese Analogie hilfreich
ist, ist eine andere Frage.

Die psychometrische Funktion (2.69) definiert ein Hochschwellenmodell. Fiir
c = 0ist || Ro||c” = 0 und ¥g(c) = 0; falsche Alarme kénnen nur erklirt werden, wenn
man die Ratewahrscheinlichkeit v wie in (2.70) einfiihrt. Nachmias (1981) diskutiert
die Schétzungen der freien Parameter und deren Deutung, ohne auf die Mdglichkeit,
das Hochschwellenmodell, aufzugeben, hinzuweisen. Die Problematik der Annahme
stochastisch unabhingiger Kanile oder benachbarter retinaler Positionen (spatial
probability summation) wird dabei ebensowenig wie die Hochschwellenannahme so-
wie der ebenfalls implizit geforderte Rektifikator — die Antworten der Kanéle gehen
ja betragsméBig, also in der Form |g;|, in die psychometrische Form ein — nie the-
matisiert, — man denke an die Modelle von Graham und Rogowitz (1976), Graham
(1977), Wilson und Giese (1977), Wilson (1978), Wilson und Bergen (1979), Wilson,
Philipps, Rentschler und Hilz (1979), Wilson (1980), um nur einge der ”fritheren”
Arbeiten zu nennen, in denen nicht nur Ortsfrequenzkanile, sondern auch spatial
probability summation, also W-Summation zwischen benachbarten retinalen Posi-
tionen anhand des Quickschen Ansatzes modelliert wird. xxx

Zumindest das Hochschwellenmodell sowie die dadurch erzwungene Forderung
nach einem Rektifikator sind aber nicht notwendig, wenn man von der Weibull-
Verteilung ausgeht. Die Weibull-Verteilung wird in Anhang A.10, Seite 194, be-
handelt. Geht man, will man W-Summation zwischen stochastisch unabhéngigen
Kanélen modellieren, davon aus, dass ein Kanal K; die Présentation eines Stimulus
signalisiert, wenn die durch die zuféllige Verénderliche X; Weibull-verteilt ist und
einen Wert grofler als S annimmt, wenn entdeckt wird, ist der Typ (A.181), Seite
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194, indiziert:

n; — S B

P(X;<S)=exp |— < J ) . Xj <y (2.72)
0j

Es sei noch einmal darauf hingewiesen, dass die X; nun als auf dem Intervall (—oo, 7;]

verteilt angenommen werden; 7; kann vielleicht als maximale Spike-Rate interpre-

tiert werden. Mit X; = g;(c) + §; erhélt man dann

G e\ P
P(Xjss>:P<£jss—gj<c>>:exp[—(’” C gﬂ“))], S — gi(0) <

9j

und daraus die psychometrische Funktion

(S — g (NN P
d(e) =1 — exp —Z("J (5= 951 ))> . (2.73)

- gj
j J

Wenn es Sinn macht, n; = n und ¢; = o fiir alle j anzunehmen, kann 1/0 in 7, S
und g;(c) absorbiert werden; insbesondere mit g;(c) = cgg; erhélt man dann

d(e)=1—exp |= > (0" —cgoy))|, " =n—-85. (2.74)
J
Fiir n* > 0 sind echte falsche Alarme moglich und die Annahme eines Rektifikators
wird unnotig.

Die Problematik eines Hochschwellenmodells kann also vermieden werden, wenn
man Weibull-verteilte zufillige Variable zur Reprisentation der Aktivitdten der
Kanéle annehmen mochte. Es bleibt die Frage, warum man iiberhaupt die Weibull-
Verteilung fiir die Aktivitdten annehmen mochte. Was benétigt wird ist ein Modell
— also Grundannahmen — der Aktivierung, dass die Weibull-Verteilung impliziert.
Es ist gegenwiirtig kein solches iiberpriifbares Modell bekannt: Modelle der Akti-
vierung von Neuronenpopulationen kéonnen hiufig als Diffusionsmodelle formuliert
werden und implizieren dann die die Gauf-Verteilung. Man kann natiirlich einen
rein pragmatischen Standpunkt einnehmen und darauf verweisen, dass Modelle, die
auf der (ad-hoc-)Annahme der Weibull-Verteilung basieren, im Allgemeinen gut an
die Daten anzupassen sind, was fiir viele Fragestellungen auch gentigt, sofern die In-
terpretation der Daten nicht von der postulierten Verteilungsfunktion der zufélligen
Veranderlichen abhéngt. Vielfach werden allerdings Aussagen iiber das sensorische
oder neuronale Rauschen aus dem Wert des Exponenten [ abgeleitet, dessen Wert
eben als indikativ fiir das Ausmafl des Rauschens gilt: ein grofler Wert von § impli-
ziert eine steile psychometrische Funktion, und da dariiber hinaus die Varianz der
zufélligen Verénderlichen umgekehrt proportional zum Wert von § ist, wird gefolgert,
dass ein groBer Wert von /3 ein geringes Rauschen bedeutet (so etwa Watson (1981),
Blommaert und Roufs (1987)). Ob dieser Schlufl gerechtfertigt ist, bleibt allerdings
zu diskutieren, ebenso wie die Frage, in welcher Weise eine zufillige Veradnderli-
che denn iiberhaupt die zeitlich ausgedehnte Aktivierung eines neuronalen Kanals
repriasentieren kann
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Problematisch ist die Annahme der stochastischen Unabhéngigkeit zwischen
Kanélen oder benachbarten spatialen Positionen. Zur Illustration wird zunéchst die
Anwendung des Quickschen Modells auf die zeitliche W-Summation betrachtet.

2.4.3 Zeitliche Wahrscheinlichkeitssummation

Dass zeitliche W-Summation im Entdeckensprozess eine Rolle spielen kénnte, kann
anhand vieler Daten vermutet werden. Nimmt man zeitliche W-Summation an, so
erhélt die Représentation der Aktivitdt durch eine zufillige Verédnderliche sofort
Sinn. Denn es wird ja nun gefordert, dass der Stimulus entdeckt wird, wenn

X = max X;(t) > S,
A A (*)
damit der j-te Kanal den Stimulus entdeckt; dabei ist X;(t) eine Funktion der
Zeit, insbesondere ist X;(t) die Trajektorie eines zufilligen Prozesses. Die zufillige
Verdnderliche, die die Aktivitdt des j-ten Kanals représentiert, ist jetzt Xf. Dabei
kann man

X;(t) =g;t) +&(t), tel[0,T] (2.75)

setzen, wobei [0,7] ein Zeitintervall ist, dass einen Versuchsdurchgang der Dauer
T reprasentiert, g; ist die mittlere Aktivierung, wie sie durch den Stimulus erzeugt
wird, und ;(t) ist eine Trajektorie des Rauschprozesses im j-ten Kanal.

Die Aufgabe ist nun, die Verteilungsfunktion der X;r bzw. der £;(t) zu bestim-
men. Ein Ansatz, diese Aufgabe zu l6sen, besteht im ersten Schritt darin, die Auf-
gabe ein wenig umzuformulieren. Der Stimulus wird, so die Annahme der zeitlichen
W-Summation, durch den j-ten Kanal entdeckt, wenn

Xj(t) = g;(t) + &(t) > S
fiir mindestens ein ¢ € [0, 7], d.h. wenn
&;(t) > S — g;(t) fiir mindestens ein ¢ € [0, 7. (2.76)

Der index j wird im Folgenden unterdriickt, um die Notation zu vereinfachen, die
Betrachtung gilt ja fiir alle Kanile. Man teilt nun das Intervall [0, 7] in n Teilinter-
valle Iy, der Lange T'/n, k = 1,...,n. Man definiert dann eine zufillige Verénderliche,
die das Maximum von &(¢) im k-ten Teilintervall I}, représentiert:

+

= t 2.77
€ = maxg(t), (277)
bestimmt dann die Verteilung des Maximums der ffr ,o. o, & und 148t anschlieend

n — oo und damit die Lénge der I}, gegen Null gehen. Man wird auf diese Weise auf
eine Aufgabe der Extremwertstatistik gefiihrt, fiir die sich relativ einfache Losungen
finden lassen, sofern man annehmen kann, dass die 51": auch fiir n — oo stochastisch
unabhéngig sind. Diese Annahme ist allerdings problematisch, denn sie bedeutet,
dass &(t) eine Trajektorie eines Prozesses ist, der als Weiles Rauschen bekannt ist.
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Fiir Prozesse dieser Art ist die Autokorrelation durch eine Dirac-Delta-Funktion
gegeben:
R(1) = 0%5(7). (2.78)

Die Fourier-Transformierte von R ist bekanntlich eine Konstante, d.h.
F[R(7)] = H(w) = K eine Konstante fiir alle w (2.79)

was den Ausdruck Weifes Rauschen erklirt?, und da die Energie des Prozesses durch
0o 0o

o / | H ()P = /K%zw . (2.80)
—o0 “o0

hat man einen Prozess mit unendlicher Energie, was physikalisch unméglich ist. Die
Unmoglichkeit resultiert natiirlich aus der Forderung (2.78), die ja beliebig schnelle
Anderungen der Funktion £(t) bedeutet, was nicht moglich ist3. Nun fithrt die An-
nahme des Weiflen Rauschens in der Signaltheorie hiufig zu keinen Problemen, und
so kann gefragt werden, warum sie im gegenwiértigen Zusammenhang problematisch
sein soll. Der Punkt ist, dass Weiles Rauschen in den genannten Anwendungen als
Approximation verwendet wird, wenn von vornherein klar ist, dass der Frequenz-
bereich beschriankt ist, wenn also |H(w)| ~ K einerseits und |H(w)| = 0 fiir alle
w > wy < oo gilt. Diese Einschrdnkung wird aber nicht gemacht, wenn die Forde-
rung (2.78) aufgestellt wird, damit man von der Unabhingigkeit der 51': flir n — oo
ausgehen kann, denn nur dann kann man ohne weitere Zusatzbetrachtungen die
Grenzwertsatze der Extremwertstatistik Gebrauch machen. Dass man in der Tat zu
absurden Folgerungen gelangt, wird weiter unten noch verdeutlicht. Vorher soll die
Losung von Watson (1979) genannt werden, da sie zur Interpretation von experi-
mentellen Ergebnissen, in denen der Effekt der zeitlichen W-Summation eine Rolle
zu spielen scheint, ungepriift zur Interpretation der Daten herangezogen wird.

Watsons Modell Watson (1979) ging ebenfalls von der Aufteilung (2.77) aus, ver-
wies auf das Quick-Modell und nahm deshalb an, dass die Wahrscheinlichkeit, dass
der Stimulus im k-ten Intervall nicht entdeckt wird, durch

1 —pp = exp (—Ig(tk)|5> (2.81)
gegeben ist, wobei er sich auf die Version (2.69) des Quickschen Modells bezog. Dann

ist die Wahrscheinlichkeit, dass in mindestens einem der n Intervalle der Stimulus
entdeckt wird, durch

dw(e) =1 (1 =) [Texp (~lg(tn)?) =1 - exp [— > \g(tk)\B] (2.82)
k=1 k

gegeben, wenn man annimmt, dass die Entdeckensereignisse in den einzelnen Inter-
vallen I, alle — also auch die unmittelbar benachbarten — stochastisch unabhéngig

2Im weilen Licht sind bekanntlich alle Frequenzen bzw. Wellenlingen vertreten.
3Wie man seit Einstein weif.
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sind. Die Ratewahrschenlichkeit wird hier beriicksichtigt, um die Ubereinstimmung
mit den Watsonschen Formeln aufrechtzuerhalten. Die Summe iiber endlich viele
Intervalle bereitet komputationale Miihsal, die Watson iiberwindet, indem er (i)
n — oo und damit |Ix| — 0 fiir alle & fordert (|I| ist die Linge des k-ten Intervalls).
Watson &duflert die Ansicht, dass man einfach zum Integral {ibergehen kénne und
offeriert deshalb die Formel

bw(e) =1—(1—)exp |- / roan (2.83)

Dieser Ausdruck (Gleichung (4) in Watson (1979)) ist in der visuellen Psychophysik
zum Standardmodell zur Beriicksichtigung zeitlicher W-Summation geworden (vergl.
auch Watsons Homepage: http://vision.arc.nasa.gov/mathematica/psychophysica/).

Ein allgemeiner Ausdruck fiir Entdecken durch zeitliche W-Summation ist in
(2.55), Seite 93, gegeben worden. Die Wahrscheinlichkeit héngt demnach vom In-
tegral der Hazard-Funktion iiber dem Intervall [0,7] ab. Watson integriert iiber
(—00,00). Das ist insofern problemlos, als fiir t < 0 g(¢) = 0 gilt, die untere Grenze
also durch 0 ersetzt werden kann. Weiter wird fiir hinreichend grofles ¢ g(t) = 0
gelten; Watson nimmt also an, dass der Versuchsdurchgang stets mindestens so lan-
ge dauert, bis g(t) = 0 gilt. Gleichwohl kann sich hier ein Problem ergeben, denn
nach (2.55) héngt die Wahrscheinlichkeit des Entdeckens eben von einer bestimmten
Dauer T der Versuchsdurchganges ab, und werden Signale mit verschiedener Dauer
betrachtet, werden die Effekte von Darbietungsdauer einerseits und Lénge T des
Versuchsdurchganges miteinander konfundiert. Weiter ergibt sich die Frage, warum
denn iiberhaupt die Annahme (2.81) gelten soll, d.h. warum von vornherein ein
Hochschwellenmodell gelten soll, — der Hinweis auf das Quicksche Modell macht die
Annahme verstdndlich, aber deshalb noch nicht plausibel, zumal der gewissermafien
rasante Ubergang zum Integral fragwiirdig ist. Zudem impliziert das Hochschwel-
lenmodell, dass die unterliegende zuféllige Veréinderliche X auf (—oo, 0] definiert ist,
der maximale Wert der représentierenden zufilligen Verénderliche also gleich Null
ist. Die Frage ist nun, was X bedeutet. Dieser Punkt mufl néher erlautert werden.

Extremwertstatistik W-Summation wird fiir endlich viele stochastisch unabhéngi-
ge Kanile bzw. fiir endlich viele Intervalle mit stochastisch unabhéngigen X7 zunéichst
durch (2.62), Seite 96, d.h. durch

Yn(e)=1-][F, 0<F=PX;<5)<1

charakterisiert; F; > 0 fiir alle j, weil andernfalls das Produkt stets gleich Null wére,
und Fj < 1, weil der Fall F; =1 das Produkt invariant 1afit.

Es sei .
Gn = H Fjju
j=1

so dass Pn(c) =1 — Gy, bzw. G,, = 1 — Yy (c). Es sei ¥, (c) = p ein vorgegebener
Wert, so dass G,, = 1—p ebenfalls eine Konstante. Offenbar ist n ein Parameter, von
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dessen Wert die Werte der F; abhingen. Um diese Abhéngigkeit zu verdeutlichen,
werde zunéichst der Einfachheit halber angenommen, dass F; = F' fiir alle j. Dann
gilt

n
[[Fi=F"=F; 0<F<1 (2.84)
j=1

Die Bezeichnung F), soll anzeigen, dass F' u.a. von n abhingen muf}, damit F" fiir
gegebenen p-Wert den entsprechenden Wert annimmt: denn angenommen, es sei F'
ein konstanter Wert, 0 < F' < 1; fiir grolere Werte von n wiirde F™ kleiner werden
(fiir das Produkt a - b zweier Zahlen a,b € (0,1) gilt a - b < min(a,b)), oder fiir
n — oo wiirde F'™ — 0 folgen und damit ¢, — 1, oder

l—p=F"= lim (1-p)Y/"=F, -1, (2.85)
n—oo

da ja 1/n — 0 fiir groBer werdenden Wert von n. Also miissen die Paramter von
F = F,, in bestimmter Weise von n abhingen, damit F,, = 1 — p fiir verschiedene
Werte von n und konstantem Wert fiir p gilt. Diese Betrachtung iibertrigt sich
auf den Fall unterschiedlicher Verteilungsfunktionen F;. Man betrachte etwa das
geometrische Mittel F der Fy:

1/n

j=1 Jj=1

d.h.
Pn(c) =1—F".

Fiir ¢,(c) = p und gegebenen Wert von n muf also F einen bestimmten Wert
haben. Je groBer der Wert von n ist, desto gréfer mufl der Wert von F sein. So
findet man fiir p = .75 und n = 10 den Wert F = .871, fiir n = 100 ergibt sich
F = .986, fiir n = 1000 hat man F = .999, etc. Je gréfer der Wert von F, desto
grofler miissen auch die Werte der Fj sein. Die fiir jeden Wert von n richtigen Werte
fir F; kénnen demnach mit F),; bezeichnet, um die Abhéngigkeit der F; von n zu
betonen. Will man also einen Grenziibergang n — oo durchfiithren, etwa um zu einer
einfachen Integraldarstellung zu gelangen, so mufl man dabei beriicksichtigen, dass
mit wachsendem n die F,; in geeigneter Weise gegen 1 streben miissen, und zwar
derart, dass fiir n — oo das Produkt der Fj,; immer noch den vorgegebenen Wert
p # 0 hat.

Es sei S ein fester Wert; die Wahrscheinlichkeit, dass die zufillige Verdnderliche
X mit der Verteilungsfunktion Fj einen Wert kleiner (oder grofer) als S annimmt,
hingt vom Erwartungswert und der Varianz von X; ab. Man kann deshalb den
Ansatz machen, den zu n korrespondierenden Wert von F),;(S) durch eine geeig-
nete Transformation der Skala von X; zu erreichen: fiir X,; = b,X; + a, sind der
Erwartungswert und die Varianz durch

E(Xnj) = baE(X)) + an, V(Xnj) = b V(X;)
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gegeben. Die sogenannten Normierungskonstanten a, und b, miissen so gewéhlt
werden, dass fiir n — oo

Foi(S) = P(byX; +an, < S) — 1

derart, dass
Un(e) =9(c), 0<¥(c) <1,

fur alle n. Es 148t sich nun zeigen, dass fiir eine vorgegebene Verteilung F}(S) =
P(X; < S) die Normierungskonstanten a,, und b,, entweder existieren oder nicht, und
dass sie, wenn sie existieren, fiir die Verteilungsfunktion F}; charakteristisch sind, und
dass P(b,X; + ay) fiir n — oo gegen eine von nur drei moglichen Grenzverteilungen
strebt. Eine analoge Aussage gilt fiir die Verteilung des Minimums von n zufilligen,
unabhéingig und identisch verteilten Variablen. Die Weibull-Verteilung ist eine dieser
drei Grenzverteilungen, fiir die iiberdies gilt, dass die Grenzverteilung von Weibull-
verteilten Variablen wiederum Weibull-verteilt ist. Eine knape Einfithrung in die
Theorie der Extremwertstatistik findet man in Mortensen (1998), Kapitel 7; hier soll
nur auf einige Ergebnisse eingegangen werden. Fiithrt man nun den Grenziibergang
korrekt unter der Beriicksichtigung der Re-Skalierung der X; fiir Weibull-verteilte
Variablen aus, so folgt nicht die Watsonsche Formel (2.83), sondern

T
W) =1— (1 —~)exp [—;/0 (g(t, c) — S)ﬁdt] ) —S8>0.  (2.86)

(Mortensen (2007a)). Hier ist angenommen worden, dass alle Xf — auch im Falle
n — 0, so dass die a:j beliebig nahe benachbart sind, stochastisch unabhéngig sind,
dass also das Rauschen weif ist. Fiir den Fall ¢ = 0, der g(¢;0) = 0 fiir alle ¢ € [0, T]
bedeuten soll, folgt dann aber (fiir v = 0))

o (0) = 1 — exp [;(_5)5} —1—exp [—;T(—S)ﬁ] =1-exp [-(-5)7] . (287)

d.h. die Wahrscheinlichkeit eines echten Falschen Alarms ist unabhingig von der
Dauer T des Intervalls, im Gegensatz zu (2.55), wo gezeigt wurde, dass die Wahr-
scheinlichkeit, dass £(¢) mindestens einmal wihrend des Intervalls [0, 7] den Wert S
erreicht, von der Dauer T' des Versuchsdurchgangs abhéngt. Das gilt natiirlich auch
fiir den Spezialfall S = 0, d.h. fiir das Hochschwellenmodell. Man erinnere sich, dass
nach (2.55) stets

Y(c) =1—exp [— /OT d)(t,c)dt}
gilt. ¥(0) = 0 impliziert dann
[ otoi=o
und diese Bedingung impliziert wegen ¢(t) > 0 fiir alle ¢ den Spezialfall ¢(¢) = 0 fur

alle ¢, d.h. die Dichtefunktion f der Wartezeit 7 € [0,T], also der Zeit, zu der zum
ersten Mal £(t) > S ist, ist identisch gleich Null.
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Ein zu (2.85) analoges Ergebnis findet man, wenn man statt der Weibull-verteilten
X, GauB-verteilte Variable betrachtet:

Ye(0) =1 —exp (—e ) (2.88)
(Mortensen (2007a), Gl. (14)) Das Ergebnis iibertrigt sich auf den Ortsbereich, wo
dann statt tiber ein Zeitintervall iiber ein Ortsintervall integriert wird.

In (2.55), Seite 93, ist die allgemeine Form der psychometrischen Funktion fir
den Fall der zeitlichen W-Summation angegeben worden; es gilt demnach allgemein

(o) =1 — exp [— /0 ' ¢(t>dt} ;

zeitliche W-Summation kann ja als ein Wartezeitproblem aufgefasst werden. Die
Weibull-Verteilung vom Typ (A.182) (Anhang, Seite 194) kann als Wartezeitvertei-
lung interpretiert werden. Die Dichte der Wartezeit ist dann durch (A.184) gegeben,
also hat man die Hazard-Funktion

o(t) = g (‘U_C"())B_lexp [— (y _ano)ﬁ

Leider ist nicht klar, wie die Systemantwort ¢(¢) in diese Hazard-Funktion eingehen
soll, — der Hinweis, dass die Weibull-Verteilung auch eine Verteilung einer Wartezeit
ist, ist also so lange nicht hilfreich, wie nicht gesagt wird, wie nun ¢ in ¢ eingeht.

T (2.89)

Kritische Anmerkungen Quicks Modell und die diversen Adaptationen dieses
Modells — fiir die zeitliche W-Summation insbesondere Watsons (1979) Modell, fiir
W-Summation zwischen Ortsfrequenzen (Graham (1977), fiir Kombinationen von
Ortsfrequenzen und Positionen im Ortsbereich (Wilson und Bergen (1979), etc. — ist
zu einem Standardmodell geworden, dessen Grundannahmen gar nicht mehr hinter-
fragt werden. Das folgende Zitat ist in vielerlei Hinsicht typisch:

"The probability-summation models suppose that the filtered response to a
stimulus is perturbed by additive noise that influences the stimulus visibility
(Sachs et al. 1971, Quick 1974, Watson and Nachmias 1977, Watson 1979).
Regarding noise fluctuations as independent from point-to-point and moment-
to-moment, the probability of seeing the moment is expressed as the joint pro-
bability that one sample in space and time of the noisy response has exceeded
the criterion level at least once. The probability-summation models for contrast
detection are able to explain a lot of data of contrast detection.” Aus Manahilov
and Simpson (1999), p. 61.

Diese Bemerkungen sind insofern korrekt, als das Quick-Modell und seine verschie-
denen Anwendungen im Zeit- und Ortsbereich in der Tat stets in der genannten Art
angewendet wird: es wird nicht hinterfragt, ob die Annahmen (i) vollstdndige stocha-
stische Unabhéngigkeit, und (ii) Giiltigkeit der Hochschwellenannahme iiberhaupt
gelten. Plausibel sind diese Annahmen keineswegs. Die generelle Interpretation des
Exponenten § als ”Rauschparameter” ist ja nur gerechtfertigt in Bezug auf die Va-
rianz der zufilligen Verénderlichen £(¢); — hier mufl darauf hingewiesen werden, dass
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&(t) einerseits als Trajektorie eines stochastischen Prozesses betrachtet werden kann,
wobei die Schreibweise £(t) irrefithrend ist, denn es ist bei dieser Interpretation ja
nicht der Wert der Funktion ¢ zum Zeitpunkt ¢ gemeint. Ist dieser Wert gemeint, so
wird £ als zufillige Verdnderliche zum Zeitpunkt ¢ aufgefasst, die einen Erwartungs-
wert E(£(¢)) und eine Varianz V(£(¢)) hat. 8 bestimmt die Varianz dieser zufiilligen
Verdnderlichen, — aber nicht die Autokorrelation, von der ja implizit angenommen,
dass sie durch die Dirac-Delta-Funktion gegeben ist. Diese Annahme ist aber kei-
neswegs verniinftig und kann zu Fehlinterpretationen der Daten fiihren.

Farbiges Rauschen In Mortensen (2007a) wird angenommen, dass das Rauschen
durch einen GauB-Prozess mit einer Autokorrelation R(7) ist, fiir die R(7) # o2(7)
gilt; R(7) ist beliebig bis auf die Einschrinkung, dass R in eine Taylorreihe ent-
wickelbar sein mufi:

R(r) = R(0) + 7R'(0) + T22R”(0) +0(r), (2.90)

wobei 0(7) eine Funktion von 7 ist, die schneller gegen Null geht als 7. In diesem
Fall resultiert fiir die zeitliche W-Summation die psychometrische Funktion

T — ot e))2
Y(c) =1—exp [—\2/5/0 exp <_(Sg2(t,))>] , 0< A< (2.91)

Hierin ist Ao = —R"(0) das zweite Spektralmoment. Ay geniigt der Bedingung
0 < A2 < o00. (2.92)

Fiir kleine Werte von Ag fluktuiert das Rauschen langsam, fiir grofle schnell: fiir
A2 — 0ist £(t) = & eine Konstante, und fiir A\ — 0o approximieren die Trajektorien
£(t) das Weile Rauschen. Der Ausdruck (2.89) wird die Basis fiir die Diskussion der
Frage sein, ob in einem Experiment das Entdecken Peak-Detection oder zeitliche
W-Summation ist.
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Kapitel 3

Visuelle Psychophysik

3.1 Psychophysik im Zeit- und Ortsbereich

Die Beziehung zwischen Stimulus und Wahrnehmung des Stimulus ist der Gegen-
stand der Psychophysik, wobei ein Stimulus ein kleiner Lichtfleck oder eine komplette
Szenerie, ein einfacher Sinuston, eine Sinfonie oder der Larm einer Straflenkreuzung
sein kann.

Visuelle Szenen kénnen, wenn man von der Farbe absieht, durch eine Funktion
der Form o(x,y,t) beschrieben werden, wobei ¢ ein Luminanzwertist, (z,y) Orts-
koordinaten (retinale Koordinaten) sind und ¢ die Zeit ist. Insbesondere kann ein
Stimulusmuster in der Form o(x,y,t) = s(z,y)r(t) geschrieben werden. Zur Verein-
fachung wird im Folgenden die ¢-Variable unterdriickt, wenn die zeitliche Modulation
nicht explizit diskutiert werden soll, und s(z,y) wird als Luminanzwert am Ort (z,y)
genommen.

Das visuelle System kann als ein einziger ” Ubertragungskanal” oder als ” Mehrka-
nalsystem” konzipiert werden. Ein Kanal kann — fiir Kontraste im Schwellenbereich
— durch eine Impulsantwort A(z,y,t) bzw. durch die Systemantwort H (u,v,T) be-
schrieben werden, wobei H die Fouriertransformiert von h ist. Wird das System
im zeitlich eingeschwungenen Zustand betrachtet, kann die Zeitkomponente ver-
nachléssigt werden und man betrachtet das Paar

h(z,y) < H(u,v), (3.1)
wobei

H(u,v) = // h(z,y)e "WtV d dy, (3.2)

—0o-00

1 [eelNe ) '
h(z,y) = 47r2// H (u, v) Y dy, dy (3.3)

—0e-00

H wird wie folgt interpretiert: nach (A.146) im Anhang ist

w = Vu?+ v? (3.4)
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die Ortsfrequenzkomponente in der Orientierung (vergl. (A.147)

1

p = tan~ (3.5)

gl

Die Funktion h(x,y) wird in der deutschen Literatur auch Punktverwaschungs-
funktion genannt; im Fachjargon hat sich eher der englische Ausdruck point spread
function (PSF) durchgesetzt. Integriert man A iiber y, so erhilt man die Linienver-
waschungsfunktion, oder auch line spread function (LSF) beziiglich der x-Achse:

ha() = [ by (3.6)

—0o0

3.2 Erste empirische Befunde

Im Allgemeinen wird man zunéchst einfache Stimulussituationen wéhlen, um zu
grundlegenden Einsichten zu gelangen. Kelly (1972) merkt an, dass allein Experi-
mente mit intermittierendem Licht, also mit periodischen Folgen von Lichtblitzen
oder sonstwie zeitlich moduliertem Licht, seit mehr als 200 Jahren durchgefiihrt
werden. Es seien zunéchst einige empirische Befunde genannt:

e Webers Gesetz: Es sei I die Intensitit eines Stimulus, und Al der Zuwachs
an Intensitdt, der notig ist, damit eine Person den Stimulus mit der Intensitét
I und den mit der Intensitédt I + Al gerade unterscheiden kann. Nach Weber
(1834)! soll der Quotient (I +AT)/I gleich einer Konstanten, also unabhingig
von [ sein. Dieses ” Gesetz” gilt nur approximativ in einem bestimmten Bereich
von [.

e Fechners Maf3formel: G. A. Fechner leitete aus dem Weberschen Gesetz sei-
ne berithmte Mafiformel ab, nchder die Empfindungsstéirke proportional zum,
Logarithmus der Stimulusstérke ist.

e Bloch’s Gesetz (1885): Es sei T' die Dauer, mit der ein Stimulus gezeigt
wird, und L, sei die Luminanz, die notwendig ist, damit der Stimulus in p%
der Darbietungen entdeckt wird. Dann soll L,T" = ¢ eine Konstante sein fiir
t <Tp; Ly ist demnach eine Funktion der Dauer 7. Die Konstante ¢ hingt von
einer Reihe von Faktoren ab: von der Hintergrundhelligkeit, Vom Adaptati-
onszustand der Versuchsperson, etc. Dies ist ein Summationsgesetz: fiir einen
groferen T-Wert geniigt ein kleinerer Luminanzwert, ndmlich L, = ¢/T, damit
der Stimulus mit gegebener Wahrscheinlichkeit entdeckt wird. Die durch L,
erzeugte neuronale Aktivitat wird gewissermaflen aufsummiert, um die Schwel-
lenaktivitdat zu erzeugen.

¢ Riccos Gesetz (1877): Dies ist das Pendant zu Blochs Gesetz im Ortsbe-
reich: Demnach gilt L,F' = ¢, c eine Konstante. F' ist die Fliche, die der

"Weber (1834) De pulsu, resorptione, auditut et tactu annotationes anatomicae et physiologicae.
Leipzig, 1834
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Stimulus iiberdeckt (gemessen in Sehwinkel). Spitere, genauere Messungen
fithrten auf die als Piérons Gesetz (1920), demzufolge L, F 1/3 = ¢ gelten soll.

e Ferry-Porter-Gesetz: Dieses Gesetz bezieht sich auf die Frequenz f., bei
der flickerndes Licht zu einem konstanten Licht verschmilzt: nach Ferry (1892)
und Porter (1898) soll

fe=alogL,, +b

gelten, wobei L,, die Luminanz ist, bei der das Licht als perfekt konstant wahr-
genommen wird. L,, wiederum ist durch das Gesetz von Talbot und Plateau

(1834) gegeben, demzufolge
1 t
Ly, =~ / Ldt,
t Jo

wobei ¢ eine ganze Zahl von vollstédndigen Zyklen ist.

Eine ausfiihrliche Diskussion dieser Befunde findet man in Le Grand (1968). Ge-
nerell gilt aber, dass es sich bei diesen Gesetzen eigentlich nur um empirische Re-
gelméBigkeiten handelt, fiir die der Ausdruck ”Gesetz” vielleicht ein wenig zu hoch
gegriffen ist, da sie immer nur als Ndherungen gelten und die Parameterwerte von
den spezifischen experimentellen Bedingungen abhéingen. Eine Erklarung dieser Be-
funde durch Angabe der neuronalen Mechanismen, die die Befunde implizieren, wird
zunéchst nicht gegeben.

Der systemtheoretische Ansatz in der Psychophysik stellte einen Versuch dar, die
empirischen Befunde durch neuronale Modelle zu erkldren. Es ist dann zu erwarten,
dass durch diesen Ansatz neue Arten von Experimenten entstehen, die sich aus der
Konzeption der neuronalen Mechanismen als dynamische Systeme ergeben. Aller-
dings sagt die Modellierung eines neuronalen Mechanismus noch nichts dariiber aus,
wie der Entdeckensprozess zu charakterisieren ist, wobei der Begriff des Entdeckens
auch das Entdecken von Unterschieden (Diskrimination) umfassen soll. Bevor due
Rede auf systemtheoretische Modelle kommt, sollen kurz die iibloichen Entdeckens-
modelle vorgestellt werden.

3.3 Systemidentifikation im Zeitbereich

Die Frage, bei welcher Frequenz f. flickerndes Licht zur Wahrnehmung eines homo-
genen Lichtes in Abhéngigkeit von der Hintergrundshelligkeit, dem Adaptationszu-
stand und anderen Variablen fiihrt hat die Forschung spétestens seit der Erfindung
der Filmkamera interessiert. f. ist die Flimmerverschmelzungsfrequenz oder critical
flicker frequency CFF (vergl. das Ferry-Porter Gesetz in Abschnitt 3.2); von die-
ser Abkiirzung wird im Folgenden Gebrauch gemacht. De Lange (1952) scheint der
erste gewesen zu sein, der CFFen bestimmt hat, um sie als Frequenzcharakteristik
eines linearen, dynamischen Systems zu interpretieren. De Lange konnte nicht mit
sinusférmig moduliertem Licht experimentieren, sondern mufte seine periodischen
Funktionen durch rotierende Scheiben, auf denen sektorweise weifle und schwarze
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Abbildung 3.1: De Langes (1952) CFF-Kurven
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Felder angebracht waren, erzeugen. Die Kurven beziehen sich dementsprechend auf
die erste Harmonische. Der Abbildung des Logarithmus von ¢ versus den Logarith-
mus der CFF f.(m) liefert dann die Attenuationscharakteristik* (A.C.), die dem
Faktor A(w) in Definition 1.2.6, Seite 36, entspricht.

Man kann sagen, dass Flicker dann wahrgenommen wird, wenn die Maxima von
g(t) einen bestimmten Schwellenwert S erreichen. Sinken sie, bei zu kleinem ¢, unter
diesen Wert, so gilt das Talbot-Plateau-Gesetz und es wird nur eine homogene Hel-
ligkeit wahrgenommen. Macht man nun die Peak-Detection-Annahme, so soll also

max; g(t) > S gelten. Die Antwort
g(t) = A(w) sin(wt + ¢(w))
hat aber so viele Maxima, wie wt das Intervall [0, 27] durchlduft.

Abb. 3.1 zeigt zeigt De Langes (1952) Resultate fiir drei verschiedene Werte der
Hintergrundsluminanz L,. Die Abzisse gibt die f.-, die Ordinate die Attenuation 7,
d.h. die r-Werte an, wobei r durch

~ Amplitude der Fundamentalfrequenz (3.7)
~ durchschnittliche retinale Luminanz Ly, '

definiert ist. De Lange nennt r auch den der ripple-ratio. Offenbar haben die A.C.s fiir
grofere Hintergrundshelligkeit L, ein Maximum in der Nachbarschaft von f. = 10
Hz, d.h. die Empfindlichkeit des Systems ist nahe dieser Frequenz am grofiten. Die
Kurven dhneln dann den Resonanzkurven, die man z.B. bei Systemen zweiter Ord-
nung kennt, und tatséichlich vermutet De Lange (1952), dasses sich hier um Reso-
nanzphidnomene handelt. Fiir niedrige Werte von L, zeigt das System Tiefpaflver-
halten. De Lange folgert hieraus, dass das System insgesamt nicht linear ist und

2attenuiueren = verdiinnen, abschwiichen
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vermutet, dass der Zusammenhang zwischen der Form der A.C.s und der Luminanz
L, sich mathematisch nicht einfach beschreiben l4ft.

Die Darstellungen log f. versus den Logarithmus der Schwellenmodulation, wer-
den auch kurz De Lange-Kurven genannt.

Kellys Daten Fiir verschiedene Stimuluskonfigurationen &ndern sich die De Lange-
Kurven nicht qualitativ, aber die genaue Form der Kurven hingt von der Stimu-
luskonfiguration ab, d.h. von der Gréfle des Feldes, auf dem der flickernde Stimulus
erscheint, und von der Grofle des flickernden Stimulus selbst. Bei De Lange hatte das
flickernde Feld eine GroBe von 29 und die stationire Umgebung eine Gréfe von 6°.
Kelly (1959) experimentierte mit einem flickernden 65°-Feld, und beobachtete eine
leichte Verschiebung der f.-Werte nach oben und eine Verringerung der Empfind-
lichkeit fiir niedrige Frequenzen. Kellys (1959) Hypothese, dass Augenbewegungen
diese Verénderungen der Kurven bewirken, liefl sich nicht bestétigen (Kelly (1972)).
Ausgedehnte Untersuchungen mit verschiedenen Reizmustern fiithrten Kelly (1969)
zu der Hypothese, dass eine Vergroflerung des Reizfeldes die Empfindlichkeit fiir alle
Frequenzen erhoht, dass aber fiir Frequenzen gréfer als 10 Hz die laterale Hemmung
im visuellen System unwirksam wird.

Kellys Untersuchungen zeigten, dass die Kurven logc versus log f[Hz], die fiir
verschiedene L,-Werte erhoben werden, fiir hohe Frequenzen eine gemeinsame Asym-
ptote haben, wenn man Luminanzwerte in Trolands ausdriickt, d.h. in Einheiten ab-
soluter retinaler Helligkeit (1 Troland [td] = Luminanz von 1 candela/m?, gesehen
durch eine 1 mm?2-Pupille (zit. nach LeGrand (1968), p. 107)). Fiir einen grofien
Bereich von Hintergrundshelligkeiten (.06 td < Lg[td] < 9300 td) zeigt sich nun,
dass die CFF f, eine Modulation m = m/L, = 1 gegeben ist; daraus folgt ,

(i) dass die Antwort auf den flickernden Teil des Stimulus (d.h. auf sin(wt)) un-
abhingig von L, ist und damit die Annahme gerechtfertigt erscheint, dass das

System fiir die betrachteten Amplituden tatséchlich im linearisierten Bereich
arbeitet (Kelly (1961)), und

(ii) das Ferry-Porter Gesetz modifiziert werden muf. Denn ¢ = ¢/L, = 1 fiir alle L,
bedeutet ja, dass die Modulation unabhéngig von L, ist. Dagegen héngt c,, die
absolute Amplitude, von L, ab, und Kelly schligt statt (??) die Modifikation

m(f.) =alog L, + b, (3.8)

m fiir Modulation, vor. Fiir die Interpretation der Kurven hinsichtlich der
Signaliibertragungsmechanismen wird (3.8) eine Rolle spielen.

Die Kellyschen Untersuchungen sind hier keineswegs vollstdndig referriert worden,
sondern nur so weit, wie sie fiir die im folgenden betrachteten Modellbildungen von
Bedeutung sind.

Roufs Daten In einer Reihe von Untersuchungen hat Roufs (1972a), (1972b),
(1973), (1974) nicht nur CFFen in Abhéingigkeit vom jeweiligen Adaptationszustand
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untersucht, sondern ebenfalls die Beziehung der entsprechenden De Lange-Kurven
zu den Schwellenwerten fiir Rechteckpulse (vergl. (??)) und fiir Folgen solcher Pulse.
Dabei hat der Reiz geometrisch die Form einer Kreisscheibe mit 1° Durchmesser; die
Versuchsperson sah den Stimulus durch eine kiinstliche Pupille von 2 mm Durch-
messer.

Die Kurven fiir die CFFen entsprechen qualitativ den von De Lange und Kelly
gewonnenen Kurven, und die Schwellenwerte fiir Rechtecke zeigen, dassBlochs Ge-
setz (?77?) erfiillt ist (Roufs, 1972a). Aus den Schwellenwerten fiir Rechteckpulse 148t
sich der Wert der kritischen Zeit t; berechnen: es sei ¢, der Schwellenwert fiir Recht-
eckstimuli mit Dauern t; > t3, fiir die also keinerlei Summation mehr zu beobachten
ist; €, héngt von L, ab, und natiirlich ¢, = konstant fiir t5 > t;. Dementsprechend
entspricht den Werten von ts > t in Fig. 3.2. x eine Gerade parallel zur x-Achse.
Den Zeiten t; < tp entspricht die Gerade mit der Steigung —1. Der Schnittpunkt
dieser beiden Geraden kann als Schétzung fiir ¢, gewihlt werden. Definiert man
F, = 1/¢, als "Empfindlichkeit” des Systems (Roufs (1972a)), so zeigen die Roufs-
schen Messungen, dass F, mit steigendem Wert von L, kleiner werden, d.h. ¢, steigt
mit L,. Dieses Resultat wiirde man natiirlich schon aufgrund der Weberschen Be-
ziehung erwarten. Gleichzeitig fillt aber auch die kritische Zeit ¢, mit L, von 110
ms (L, ~ .8 tr) auf 20 ms (103 tr).

Wihrend aber die Daten fiir Darbietungszeiten ¢ < ¢, stets auf die Giiltigkeit des
Blochschen Gesetzes weisen, sind die Daten fiir Zeiten t5 > t; keineswegs eindeutig.
Insbesondere prisentierte Roufs (1974) Daten zur zeitlichen Summation, die weder
auf eine Unabhéngigkeit der Entdeckensschwelle fiir Zeiten grofer als ¢, noch auf
die Beziehung (??) (Piérons Gesetz) verweisen. Vielmehr findet sich, wenn man nur
den Bereich der t,-Werte in der Nachbarschaft von ¢; hinreichend genau untersucht,
eine ”Delle”, oder, wie Roufs sagt, ein ”Dip”: die Schwellen sinken bis zu einem
bestimmten Wert von g, um dann wieder anzusteigen, bis ein bestimmtes Niveau
erreicht wird, auf dem der Schwellenwert dann bleibt. Fiir die Modellierung der
Dynamik im Zeitbereich hat dieser Dip einige Implikationen, auf die in den folgenden
Kapiteln noch weiter eingegangen wird.

Roufs (1974) liefert weitere Daten iiber die Entdeckung von Folgen zweier Recht-
eckreize ("Doublets”), die u. a. relevant sind fiir die Frage, ob die Schwellen fiir
Inkremente andere Werte haben als die fiir Dekremente. Diese Frage ist relevant
fiir die Diskussion der Eigenschaften der Teilsysteme, die von den ON- bzw. den
OFF-Zellen gebildet werden (dies ist das B- und D-System Jungs (1977)), beziiglich
ihrer Rolle im Mustererkennungsprozess. Boynton, Ikeda und Stiles (1954) fanden
fiir Dekremente einen geringeren Schwellenwert als fiir Inkremente (fovealer, ro-
ter Stimulus mit 10" Durchmesser. Patel und Jones (1968) bestitigten das Resul-
tat fiir einen peripher dargebotenen (7°) Stimulus, allerdings in Abhingigkeit von
der Hintergrundshelligkeit L,, der Darbietungsdauer sowie vom Durchmesser. Short
(1966) fiihrte Schwellenbestimmungen fiir Stimuli durch, die ebenfalls im Bereich
peripheren Sehens (15°) dargeboten wurden. Er fand, dass die Dekrementschwellen
fiir einen Hintergrund im skotopischen Bereich .4 log-Einheiten niedriger waren als
die Inkrementschwellen, dass die Unterschiede aber im photopischen Bereich fast
verschwanden.
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Andere Autoren (Blackwell (1946), Vos, Lazet und Bouman (1956), Herrick
(1956) und Rashbass (1970) dagegen fanden gelegentlich kleine, aber im allgemei-
nen nicht signifikante Differenzen zwischen den beiden Schwellenarten. Roufs (1974)
berichtet ebenfalls gelegentliche, aber nicht systematisch auftretende Differenzen.

Es wird zunéchst der grundsétzliche Ansatz skizziert. Der Stimulus s(t) erscheine
auf einem (Bild-)Schirm mit durchschnittlicher Luminanz Lj. Durch Présentation
von s wird diese Luminanz moduliert. s spreche einen linearisierbaren Kanal an,
der fiir hinreichend schwache Intensitdten durch eine zeitliche Impulsantwort h(t)
charakterisiert ist. Der retinale Bereich, der durch s iiberdeckt wird, wird dann in
der Form

L(t) = Lo + cs(t) (3.9)
moduliert, wobei ¢ die Modulation ist: s hat die Modulation von 1, und
Lmaa: - Lmin
= 3.10
¢ Lmax + Lmin ( )

s(t) habe die Fouriertransformierte S(w) — er Einfachheit halber wird im Folgenden
einfach halber j = +/—1 fortgelassen —

S(w) = / s(tye “tdt, warf, (3.11)
f die Frequenz in Hertz [Hz]. Die Antwort des Kanals ist dann durch die Faltung
von s und h gegeben:

c o¢]

() = ¢ /0 s(F)h(t — 7)dr H (w) S (w)ei duo. (3.12)

2 )
Diese Darstellung der Antwort g gilt nur fiir kleine Werte von ¢, und ’klein’ wird
nun so interpretiert, dass die Antwort im Schwellenbereich ist. Dies soll insbesondere
bedeuten, dass die Antwort g nur mit einer bestimmten Wahrscheinlichkeit zu ei-
ner Wahrnehmung fiihrt. Es wird nun postuliert, dass die Versuchsperson nach dem
Peak-Detection-Kriterium entscheidet: sie signalisiert ”ja” (fiir: es wurde ein Stimu-
lus priisentiert), wenn max; g(t) = go(p), wobei go(p) derjenige Wert von max; g(t)
ist, fiir den die Wahrscheinlichkeit des Entdeckens gerade gleich p ist, — etwa p = .5
oder p = .75.

3.3.1 Schitzung der Amplitudencharakteristik

Das Ziel ist, die Impulsantwort h zu bestimmen. Da die Systemfunktion H die
Fouriertransformierte von h ist, kann ebensogut H bestimmt werden. Durch inverse
Transformation erhédlt man dann daraus eine Schéatzung fiir h. Dazu werde

s(t) = sin(wot), wo = 27fo (3.13)

gewdhlt; fo ist die Frequenz, gemessen in Hertz ([Hz]). Die Fouriertransformierte
von s ist dann

S(wo) =27mj[0(w +wp) — d(w —wp)], w=2mf. (3.14)
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Nach Satz 1.2.10, Seite 37, gilt dann
9(t) = c[H (jw)| sin(wt + ¢(w)), (3.15)

(vergl. (1.82), wobei L in Satz 1.2.10 die Bedeutung eines linearen Operators und
nicht, wie hier, der Luminanz hat). Es ist aber

mfuxg(t) = go(c) = c|H(w)| max sin(wt + p(w)) = c|H (jw)|, (3.16)

denn max; sin(wt + ¢(w)) = 1. Also ist

Lo HEr), fo=2m/wn, e = elfo) (317)

wobei ¢ der Kontrast ist, bei dem das Flickern gerade verschwindet (Flickerkontrast).
Die Schreibweise ¢( fy) soll andeuten, dass ¢ von der Frequenz fy der Sinusfunktion
abhingt.

Man kann nun c¢(fy) fiir eine Reihe von fp-Werten bestimmen und die 1/¢(fp)
gegen die fy bzw. die log fy auftragen und erhélt so eine Schétzung der Transferfunk-
tion bzw. der Amplitudencharakteristik der Systemfunktion. Macht man zusétzlich
die Annahme, dass der getestete Kanal als Minimumphasensystem beschreibbar ist,
188t sich daraus die Systemfunktion selbst abschétzen. Abb. 3.2 zeigt die entspre-
chend dem Ansatz (3.17) geschitzten Amplitudenspektren fiir verschiedene Hinter-
grundshelligkeiten. Die Daten legen ein Bandpassverhalten des entdeckenden Filters
nahe, das mit niedriger werdender Hintergrundshelligkeit in ein Tiefpassverhalten
iibergeht. Die Parameter der Linearisierung hingen also vom Adaptationszustand
relativ zur Hintergrundshelligkeit ab.

Rechteckstimuli

Hat man eine Schétzung von H(w) gefunden, so 148t sich daraus die Impulsant-
wort h(t) durch inverse Transformation bestimmen. Man kann dann versuchen, die
Schwellendaten fiir Versuche mit Rechteckpulsen vorherzusagen, — man erhélt damit
eine Kreuzvalidierung der Ergebnisse. Rechteckpulse sind gemé&f

1, 0<t<T,
0, t<0 oder t >1Tj

definiert. Die Antwort den entdeckenden Kanals mit der Impulsantwort A ist

to
_ _ t7 tO S Ts
o) = [Mntto = nistrar, w={ 5 5 (3.19)
Eine generelle Frage ist, ob Befunde wie Blochs Gesetz, also ¢(Ts)Ts = k eine

Konstante, erklirt werden kénnen, wobei ¢(Ts) die Schwellenintensitét eines Recht-
eckpulses der Dauer Ty ist, und Ts < Ty, wobei Ty eine kritische Dauer des Pulses
ist: bis zu dieser Dauer soll das Blochsche Gesetz gelten, dariiber hinaus nicht mehr.
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Abbildung 3.2: (a) Sinusoidaler Flickerstimulus und vermutete Form des Amplitu-
denspektrums. (b) Schétzungen des Amplitudenspektrums fiir verschiedene Werte
der Hintergrundshelligkeit (gemessen in Troland). Die Kurven legen fiir niedrige Hi-
untergrundshelligkeiten ein Tiefpass-, fiir hohere Hintergrundshelligkeiten ein Band-
passverhalten des entdeckenden Filters nahe. Aus Roufs (1972a).
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Abbildung 3.3: (a) Schema des Rechteckpulses und Vorhersage des Blochschen Ge-
setzes. € ist die Intensitéit des Pulses, J(= T5) seine Dauer. (b) Daten fiir verschiedene
Hintergrundshelligkeiten. Aus Roufs (1972a).
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In Abb. 3.3 wird in (a) das Schema der Vorhersage fiir das Blochsche Gesetz gezeigt
(nach Roufs (1972a)): logarithmiert man das Produkt ¢(T5)Ts = k, so erhélt man

log ¢(Ts) + log Ts = log k. (3.20)

log ¢(T%) ist demnach eine lineare Funktion von log Ty, und jenseits einer kritischen
Dauer bleibt log ¢(Ts) konstant. Die in (b) gezeigten Daten (fiir verschiedene Hin-
tergrundshelligkeiten) sind mit dieser Vorhersage kompatibel. Wie in Abb. 3.2, so
sind die Daten abhéngig vom Hintergrund, — was natiirlich zu erwarten ist.

Man wird die Frage nur im Zusammenhang mit einer Annahme iiber den Ent-
deckensmechanismus diskutieren kénnen. Wie bei der Interpretation der sinusoida-
len Flickerstimuli liegt es nahe, zunéchst den Peak-Detection-Mechanismus anzu-
nehmen. Dann wird man auf die Vermutung gefiihrt, dass das Blochsche Gesetz
vermutlich eine Implikation der Form von g in Abhéngigkeit von der Dauer T des
Stimuli ist. Dazu werde zunéchst angenommen, dass Ty = oo ist.Praktisch bedeutet
dies, dass Ty gleich der Dauer des Versuchsdurchgangs ist, dass also der Stimulus
etwa eine Sekunde gezeigt wird, oder vielleicht zwei. Der Stimulus wird dann durch
eine Schrittfunktion definiert:

1, t>0
S(t)Z{ 0 t<0 (3.21)

und g ist dann durch

g(t) = C/O h(t —7)s(7)dr (3.22)
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Abbildung 3.4: (a) Amplitudenspektren mit angepasster Vorhersage durch ein Fil-
termodell. (b) Aus dem Modell fiir die Amplitudenspektren vorhergesagte Impuls-
und Schrittantworten. Ein expliziter Ausdruck fiir die Impulsantworten wird nicht
angegeben, die Funktionsverldufe der Impulsantworten ergeben sich durch numeri-
sche Inversion der Transferfunktion (3.23). Aus Roufs (1972b).
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erkldart. Es werde nun angenommen, dass das Integral mit ¢ monoton wéchst. Dann
ist
max g(t) = g(t)

und damit ¢(7%s)go(Ts) = k eine Konstante gilt, muB} ¢(7s) monoton mit Ty fallen, im
Widerspruch zum Blochschen Gesetz, nach dem der Trade-off zwischen T und ¢(75)
fiir Werte T > Ty nicht mehr gilt. Dies bedeutet, dass h nicht von der Art ist, dass
das Integral monoton mit Ty wéchst, sondern fiir ein Ty ein Maximum annimmt und
danach kleiner oder hochstens gleich diesem Mximum ist. Solche Impulsantworten
wird man fiir Kanéle vermuten, in denen Riickkopplungsmechanismen wirken, die
einen inhibitorischen Effekt haben. In Abb. 3.4 werden noch einmal die Amplitu-
denspektren gezeigt, zusammen mit den Vorhersagen eines Filtermodells. Es wurde
angenommen (Roufs (1972b)), dass der entdeckende Filter ein Minimum-Phasen-
System ist, das durch die Transferfunktion

10 : 2

3.93
TAF juT) 0 (1 + jwy)? (3.23)

charakterisiert ist, wobei G; und G4 bestimmte Konstante (Gain factors) sind, und
T; und Ty Zeitkonstanten. Cy ist eine Photometerkonstante. Die inverse Transfor-
mation von H liefert die Impulsantworten in Abb. 3.4. Offenbar besteht der Filter
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Abbildung 3.5: Flash-trains und ”gated sinuoids”

T

—time

—sintensity

insgesamt aus 12 hintereinandergeschalteten Teilfiltern, von denen jeweils 10 bzw.
2 von gleicher Bauart sind. Die korrespondierenden Impulsantworten (durch nume-
rische Inversion von H gewonnen) zeigen deutlich die inhibitorische Reaktion, die
nach einer von der Hintergrundshelligkeit abhédngenden Zeit eintritt und die Ein-
deutigkeit von max; g(t) bedingen. Roufs (1972b) merkt an, dass andere, dhnlich
definierte Transferfunktionen die Daten ebenfalls gut beschreiben. Hier wird eine
Problematik der Charakterisierung neuronaler Systeme durch psychophysische Da-
ten der betrachteten Art deutlich: die mangelnde Eindeutigkeit. Natiirlich ist diese
Problematik typisch fiir jeden Versuch, empirische Daten durch den Fit von Mo-
dellen zu erkldren. Einzelne Datensétze werden kaum jemals nur durch ein Modell
zu erkldren sein. Es soll deshalb auch nicht weiter versucht werden, die neurona-
len Mechanismen zu diskutieren, die der Transferfunktion (3.23) entsprechen. Der
Hauptzweck der Présentation der Roufschen Daten ist denn auch, das Prinzip zu
illustrieren, nach dem vorgegangen werden kann, empirische Befunde systemtheore-
tisch zu deuten.

Die Beziehung zwischen Flicker- und Pulsdaten wurde hergestellt durch die An-
nahmen (i) linearisierbarer Filter, und (ii) Entdecken durch Peak-Detection. Die
Vorhersage des Blochschen Gesetzes scheint diese beiden Annahmen zu rechtferti-
gen, allerdings sind nicht alle Daten, die in der Literatur zu finden sind, so eindeutig.
Die Amplitudenspektren variieren nicht nur mit der Hintergrundshelligkeit, sondern
auch mit der spatialen Struktur des Stimulus, und die Moglichkeit der Wahrschein-
lichkeitssummation kann insofern nicht ausgeschlossen werden, als z.B. die Darbie-
tungsdauer des flickernden Stimulus selten explizit kontrolliert wurde. So ist es denk-
bar, dass bei der Darbeitung kurzer zeitlicher Rechteckstimuli die Peak-Detection-
Annahme gilt, bei der Darbietung von Sinusflicker aber dennoch Wahrscheinlich-
keitssummationseffekte auftreten. Denn jedesmal, wenn csin(27 ft) maximal, also
gleich 1, wird, wird ja (nach von der Frequenz f abhingender Phasenverschiebung
ein ”Peak” der internen Antwort erzeugt. Nimmt man etwa an, dass es eine lang-
sam variierende stochastische Komponente in der Aktivierung gibt, so ist denkbar,
dass einige dieser Maxima den Wert der internen Schwelle erreichen, andere aber
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Abbildung 3.6: Flash-trains und ”gated sinuoids” — (a) Schema, (b) Daten
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nicht. Je ldnger der flickernde Stimulus présentiert wird, desto grofler wird dann die
Wahrscheinlichkeit, der einer der Maxima den Schwellenwert erreicht und die Vp ei-
ne ”Ja”-Antwort gibt. Dieser Wahrscheinlichkeitssummationseffekt wiirde niedrigere
Amplitudenschitzungen erzeugen als ein "reiner” Peak-Detection-Mechanismus.

Stochastische Effekte und Peak-Detection Die vorangegangenen Ubrlegungen
legen nahe, dass man die Peak-Detection-Annahme nicht unhinterfragt iibernehmen
kann. In der Tat hat Roufs (1974) einen ersten Test unternommen. Dazu zeigte er
"flash trains”, d.h. Folgen von Rechteckpulsen, und zeitlich sinusf6rmig modulierte
Stimuli, vergl. Abb. 3.5.

In Abb. 3.6 (a) wird der Entdeckensprozess angedeutet: der Grundmechanismus
ist Peak-Detection, da es aber Folgen von Peaks gibt, kann es zwischen den Peaks
zu Wahrscheinlichkeitssummationseffekten kommen. Die Anzahl n der Rechteckpul-
se kann systematisch variiert und fiir jeden Wert von n kann die Schwellenintensitét
bestimmt werden, fiir die der ”train” gerade wahrgenommen wird. Das gleiche kann
fiir ” gated sinusoids” durchgefiihrt werden. Hier wird der Sinusflicker nicht mit voller
Amplitude eingeschaltet, sondern die Amplitude wird, wie in der Abb. 3.5 angedeu-
tet, langsam erhoht. Dadurch werden transiente Effekte in der Antwort g vermieden.
Variiert wird die Anzahl der Zyklen fiir feste Frequenz f. Abbildung 3.6 (b) zeigt die
resultierenden Daten. Mit groBer werdendem Wert von n fillt die Schwellenintensitét
bzw. — kontrast ab. Der Abfall entspricht der Annahme, dass die jeweiligen Maxima
unabhéngig voneinander zur Entdeckung des Gesamtstimulus beitragen. Die Ergeb-
nisse zeigen, dass Peak-Detection entweder nicht streng gilt, oder abhéingig von der
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Instruktion ist. In jedem Fall legen die Befunde von Roufs (1974) nahe, dass man
nicht unbenommen Flickerdaten, aus denen unter Annahme des Peak-Detection-
Mechanismus Schéitzungen der System- bzw. Transferfunktionen gewonnen wurden,
nicht notwendig valide Schitzungen der Impulsantworten implizieren. Es folgt, dass
direkte Schiatzungen der Impulsantworten notwendig sind. Darauf wird im folgenden
Abschnitt eingegangen.

3.3.2 Die Perturbationsmethode

Diese Methode wurde von Roufs und Blommaert (1981) vorgeschlagen. Das Ziel der
Experimente, bei denen diese Methode angewendet wird, ist die direkte Bestimmung
des zeitlichen Verlauf der Antwort auf einen Stimulus, dessen Verlauf im Prinzip
beliebig sein darf. Das Wort "direkt” darf nicht allzu wortlich genommen werden,
wie die folgende Beschreibung der Methode deutlich machen wird; gemeint ist die
"indirekte”, iiber die Schatzung der Transferfunktion gewonnene Abschitzung der
Impulsantwort.

Die Methode basiert einerseits auf dem Superpositionsprinzip, das fiir beliebi-
ge lineare Systeme gilt, andererseits auf der Annahme des Peak-Detection-Prinzips.
Gelten beide Annahmen, so sollten aus den Daten, die anhand sehr kurzer Recht-
eckpulse erhoben wurden, die Daten fiir einen als Schrittfunktion présentierten Reiz
vorhergesagt werden kénnen und umgekehrt, aus den Daten fiir die Schrittfunkti-
on sollten die Impulsfunktion vorhergesagt werden kénnen. Diese Kreuzvorhersagen
liefern einen Test fiir beide Annahmen: Linearitéit und Peak-Detection.

Es sei s(t) die Funktion der Zeit, die den zeitlichen Verlauf des Stimulus be-
schreibt, der bestimmt werden soll; in Abbildung 3.7 ist dies ein Rechteckpuls. Er
wird auf einer Hintergrundsluminanz E présentiert. In Roufs Blommaerts Notation
ist die Intensitét dieses Stimulus e. Der perturbierende Stimulus s, ist stets ein sehr
kurzer Puls der Dauer 6:

1, 0<t<#
sp(t) = (3.24)
0, t<0, t>10

Fiir hinreichend kleinen Wert von 6 kann man dann s,(t) = 04(t) schreiben, so dass
die Antwort auf s, durch

¢
gp(t) = c,0 / S(tYh(t —t')dt' = c,0h(t)
0
gegeben ist3. Fiir hinreichend kleinen Wert von 6 ist also

up(t) = cp0h(t). (3.25)

3Das kann auch explizit gezeigt werden: es sei H(t) = Jh(r)dr + C, C eine Integrations-
konstante. Dann gilt insbesondere foe h(t — 7)dr = ng h(t)dt' = H(t) — H(t — 0), und wegen
limg_,0 W = h(t) folgt fiir hinreichend kleinen Wert von 6 dann H(t) — H(t — 0) ~ 6h(t),
so dass (3.25) folgt.
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Abbildung 3.7: Das Prinzip der Perturbationsmethode (Roufs und Blommart (1981))

N

Es sei weiter s die Funktion der Zeit, die den zeitlichen Verlauf eines Stimulus
definiert; es soll der zeitliche Verlauf der entsprechenden Antwort des entdeckenden
neuronalen Kanals bestimmt werden. s wird zeitlich versetzt zum Puls s, présentiert,
d.h. es wird die Superposition

o(t) = c[sp(t) + gs(t = 7)]

gezeigt; der Puls hat also die Intensitéit ¢, und s hat die Intensitéit gc. Die Antwort
des Kanals auf s(t — 7) sei u(t — 7). Gilt die Peak-Detection-Annahme, so wird der
Stimulus entdeckt, wenn

mgx[c(&h(t) +qu(t — 7)) =k, (3.26)
k eine bestimmte Konstante. Es seien
dh(t) du(t — 1)
T Ip _ ) —
R'(t) = T w(t—7) e
Mit o(t) = 0h(t) + qu(t — 7)) gelte o(tmax) = max; o(t), d.h. es gilt dann
do(t) = c[0h (tmax) + qu' (tmax — 7)] = 0,
dt t:tmax
so dass
B (tmax) = —qu' (tmax — 7)- (3.27)

Das Maximum deer Impulsantwort h werde zum Zeitpunkt t., erreicht, so dass
B (tez) = 0. ¢ werde nun hinreichend klein gewihlt, so dass qu'(tmax — 7) =~ 0, d.h.
I (tmax) = 0. Fiir hinreichend kleinen Wert von ¢ kann dann

tmax & tex (3.28)

vermutet werden. Aus der Peak-detection-Annahme und (3.26) folgt einerseits
Hh(tmax) +q u(tmax - 7—) = — (329)

sowie

Oh(tey) = —, (3.30)



Abbildung 3.8: Impuls- (a) und Schrittfunktionsantwort (b) fiir einen phasischen
Kanal (Roufs und Blommart (1981))
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Abbildung 3.9: Impuls- (a) und Schrittfunktionsantwort (b) fiir einen tonischen Ka-
nal (Roufs und Blommart (1981))
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wobei ¢(7) die Schwellenintensitidt der Superposition und ¢, die Schwellenintensitét
des Pulses ist, wenn er allein, also ohne s gezeigt wird. Wegen (3.28) wird nun
Oh(tmax) in (3.29) durch k/c, ersetzt und man erhélt

i +quf(t ) i
- Ulmax —T) = —F7—>»
‘p K i c(7)
woraus man die Schiatzung
1 1 1 1
“Utey —T) R = [ = — — ~tex < 3.31
R R CE R N %30

erhélt. Tragt man nun die rechte Seite gegen 7 auf, so erhélt man eine — approxima-
tive — Darstellung von u(te, — 7)/k. Die Rechtfertigung, tmax durch ¢., zu ersetzen
liegt in (3.28) sowie in der Notwendigkeit, eine definitive Zeitskala zu haben, in Be-
zug auf die u dargestellt werden kann, denn der exakte Wert von tpax héngt von 7
ab, wobei in (3.31) eben angenommen wird, dass diese Abhéingigkeit vernachlissig-
bar ist. In Abb. 3.8 werden die Verldufe der Impulsantwort und der zugehérigen
Schrittantwort fiir einen phasischen Kanal gezeigt. Die Schrittantwort kann durch
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(numerische) Integration der Impulsantwort nachgerade perfekt vorausgesagt wer-
den; dies stiitzt die Annahmen der Linearitdt und des Peak-Detection, und natiirlich
der Annahmen, die der Perturbationsmethode unterliegen, insbesondere die Annah-
me (3.28), — oder der Annahme, dass h(te;) = h(tmax), denn dies ist die wesentliche
Annahme, da 1/¢,, fiir h(tc,)/k substituiert wird. Der Aspekt der Impulsantwort, der
Widerspruch evoziert hat, ist die inhibitorische ”Delle” (von - 50 ms bis - 20 ms),
die bei den inversen Transformationen von Amplitudenspektren auf der Basis der
Annahme der Minimalphaseneigenschaft nicht gefunden wurde. Watson (1983) hat
argumentiert, dass diese Delle ein Artefakt ist, das durch Nichtbeachtung der zeit-
lichen Wahrscheinlichkeitssummationseffekte zustande kime. Auf seine Alternative,
die anhand einer speziellen

3.3.3 Peak-Detection versus Wahrscheinlichkeitssummation

Der Perturbationsmethode nimmt aufler der Linearitdt des entdeckenden Kanals
noch an, dass (i) das Entdecken als Peak-detection chrakterisiert werden kann, und
(ii) dass teg = tmax gilt (vergl. (3.28). Roufs und Blommaert (1980) hatten versédumt,
explizit darauf hinzuweisen, dass tyax im Allgemeinen nur in der Nachbarschaft von
ter liegen wird und haben statt dessen einfach die Gleichheit dieser beiden Zeit-
punkte postuliert?. Dies brachte ihnen die herbe Kritik Watsons (1981) ein, der den
inhibitorischen ersten Teil der Impulsantwort fiir phasische Kaniile fiir ein Artefakt
der Perturbationsmethode hielt, das im allerdings im Wesentlichen auf die seiner
Ansicht nach nicht zu rechtfertigende Annahme der Peak-Detection zuriickzufithren
sei. Denn die plausiblere Annahme sei Entdecken durch zeitliche Wahrscheinlich-
keitssummation, das er durch seinen Ansatz (77?), Seite ??7) erkldren zu konnen
meinte. In einem ersten Schritt der Kritik schlug Watson (1981) eine Impulsant-
wort, deren Fourier- bzw. Laplacetransformierte ein Amplitudenspektrum lieferte,
das exakt einem von Roufs und Blommaert (1980) erhobenen Amplitudenspektrum
fiir den gleichen Stimulus entsprach. Die allgemeine Form dieser Impulsantwort ist

ho(t) = (at)Pre™ — (bt)P2e ", (3.32)

wobei der Index w in h,, andeuten soll, dass es sich um Watsons Alternative handelt.
Watson schétzte die freien Parameter a, b, p; und ps als a = 1/4.94, b = 1/6.58,
p1 =8 und ps = 9.

In einem zweiten Schritt zeigt Watson nun, dass diese Impulsantwort resultiert,
wenn man (i) vom ”richtigen” Entdeckensmodell ausgeht, dass auf der Annahme
zeitlicher Wahrscheinllichkeitssummation beruht, und (ii) dazu die von ihm vorge-
schlagene Formel (?7) benutzt; sie sei hier zur leichteren Bezugnahme noch einmal
angegeben:

ul(c) = 1 — exp | / lag(t:0)|? | dt. (3.33)

—00

4Fiir Ingenieure ist der Unterschied zwischen ” ~” und = anscheinend oft vernachléssigbar, vor
allem, wenn der Erfolg ihnen mit dieser Gleichsetzung Recht gibt.
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Abbildung 3.10: Watsons (1981) Alternativen — (a) Mit Amplitudenspektrum kom-
patible Impulsantwort, (b) Erkldrung der Roufs un dBlommaertschen Impulsantwort
durch zeitliche Wahrscheinlichkeitssummation
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Die psychometrische Funktion ist wieder mit w indiziert worden, um sie als Wat-
sons Funktion zu kennzeichnen. Hier taucht noch der freie Parameter o auf, der die
Positionbzw. den Bereich von 1, auf der c-Skala bestimmt, der aber in die Funkti-
on g absorbiert werden kann und deshalb im Folgenden weggelassen wird. Zunéchst
kann festgehalten werden, dass der Integrationsbereich auf [0, co) beschriankt werden
kann, denn g ist fiir ¢ < 0 gleich Null. Der fiir Watsons Argument wichtige Para-
meter ist 5. Der Wert von 8 bestimmt die Steilheit der Funktion: jegrofler 3, desto
steiler ist 1),,. Nun sind psychometrische Funktionen des Typs (3.33) in der Folge
von Quicks (1974) Arbeit vielfach auf spatiale wie auch auf zeitliche Fragestellungen
angewendet worden, wobei fiir 5 Werte in der Gréflenordnung zwischen 2 und 8
geschiitzt wurden; Watson (1979) gibt an, dass von 104 8-Schitzungen 89 zwischen
3 und 7 liegen. Roufs und Blommaert (1981) schitzten fiir ihre psychometrischen
Funktionen (die aber nicht zum Zwecke der Interpretation fiir zeitliche Wahrschein-
lichkeitssummation geschéitzt wurden) einen Wert von B = 6.6, den Watson aber fiir
eine Fehlschétzung hilt, wobei er auf eine Arbeit von Nachmias (1981) verweist, in
der die Probleme der Schiatzung von 8 diskutiert werden.

Watson (1981) reproziert nun die Schéitzungen der Impulsantwort von Roufs und
Blommaert, indem er einerseits die Impulsantwort (3.32) zugrundelegt, and ande-
rerseits annimmt, dass Entdecken dem W-Summationsprinzip® folgt, und dazu die
Perturbationsmethode simuliert. Fiir verschiedene Werte von g ergeben sich nun
verschiedene Schitzungen (Reproduktionen) der Impulsantwort. Die Resultate wer-
den in Abb. 3.10, (b) gezeigt (Watson (1981)). Fiir die ”verniinftigen” Schétzungen
B = 2 bis B = 7 ergeben sich stets W-Summationseffekte, die sich als inhibitorische
Dellen im ersten Teil der mit der Perturbationsmethode geschdtzten Impulsantwort
zeigen, obwohl die ”wahre”, also im Simulationsprogramm zugrundegelegte Impul-
santwort diese Delle nicht aufweist. Erst fiir den Wert 8 = 100 verschwindet die Delle

SW-Summation = Wahrscheinlichkeitssummation
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und die "wahre” Impulsantwort wird reproduziert. Damit ist, so Watson (1981) ,
gezeigt worden, dass die von Roufs und Blommaert vorgeschlagene Impulsantwort
fiir phasische Kanile, wie sie in Abb. 3.8 (a) gezeigt wird, ein durch Nichtbeachtung
der zeitlichen W-Summation erzeugtes Artefakt ist.

Blommaert und Roufs (1987) haben ihr Modell verteidigt. Dazu legen sie Eine
Reihe von neuen Daten vor, die die Ergebnisse der ersten Arbeit von 1981 bestiéiti-
gen und erweitern. Die von Watson (1979) und (1981) behauptete psychometrische
Funktion wird aber nicht in Frage gestellt, Blommaert und Roufs akzeptieren sie als
eine Moglichkeit, tiber die Schétzung des Parameters 5 den Effekt der W-Summation
abzuschédtzen. Denn dieser Parameter bestimmt die Varianz der zufiilligen Verénder-
lichen, deren Verteilung die Weibull-Verteilung ist: je gréfler der Wert von [, desto
kleiner ist diese Varianz. Blommaert und Roufs merken an, dass die psychometrische
Funktion um so flacher ist — das heifit, dass sie einen um so kleineren S-Wert hat —,
je langer es dauert, die psychometrische Funktion zu schétzen. Der kleinere S-Wert
sei aber ein Artefakt der Methode, mit der die psychometrische Funktion bestimmt
wird. Der Weibull-Ansatz, auf die Kritik Watsons basiert, wird dabei nicht in Frage
gestellt, sondern nur das Argument, dass der S-Wert, den

1. Je langer Zeitintervall, desto flacher die psychometrische Funktion (his section
5.2 on the nature of the noise)

2. The lower frequency components of the noise play a minor role; the only in-
formation about the noise is in the psychometric function.

This is an intuitive argument, there is no exact development of the argument.
Roufs bezieht sich ebenfalls auf die Weibull-Funktion, § ist der ”"noise para-
meter”.

3. Es gibe eine Uberschiitzung der W-Summationseffekte, wenn man nur auf die
Psychom Funktion fokussiere. Die Uberschétzung sei um so grofler, je langer
es daure, die Funktionen zu schéten.

4. Also argumentieren B + R, dass ein grofler 5-Wert der richtige ist: man miisse
"kurz” messen, weil dann der Rauscheffekt klein sei.

Neben der Steigung der psychometrischen Funktion: die Impulsantwort kann bentitzt
werden, die Schwellenintensititen fiir zeitliche Rechteckstimuli verschiedener Dauer
vorherzusagen. Fiir Dauern bis zu einer bestimmten Dauer Tj gilt das Blochsche
Gesetz ¢,Ts = k eine Konstante, wobei ¢, die Schwellenintensitit und Ty < T; die
Dauer der Prisentation ist. Nun ist das Blochsche Gesetz schon in Abb. 3.3 getestet
worden: fiir T > Tj, sinkt ¢, nicht mehr. Aber dieser Befund héngt vom Stimulus ab:
fiir kleine Kreisscheiben gilt der Befund von Abb. 3.3, — es wird ein tonischer Kanal
angesprochen. Fiir groflere Kreischeiben fand Roufs bereits 1974 einen anderen: es
zeigte sich in den Plots log T versus logc, eine Delle ("dip”). Sagt man nun mit
der Impulsantwort fiir phasische Kanile diesen Plot vorher, so wird genau dieser
”dip” vorhergesagt, wobei die Annahme des Peak-Detection eingeht. Blommaert
und Roufs (1987) haben diese Experimente fiir verschiedene Hintergrundhelligkeiten
wiederholt. Falle Versuchspersonen ergibt sich das gleiche Bild. Abb. 3.11 zeigt die
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Abbildung 3.11: Schwellenintensitéiten fiir Rechteckstimuli, transienter Kanal. Aus.
Blommaert und Roufs (1987)
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Daten fiir zwei Versuchspersonen, wobei die durchgezogenen Linien die Vorhersagen
anhand der Impulsantworten unter Annahme des Peak-Detection-Mechanismus sind.
Diese Vorhersagen stiitzen sowohl die Hypothese der Linearitit im Schwellenbereich
wie auch die des Peak-Detection.

Natiirlich kann man fragen, ob es nicht doch moglich sei, dass diese Ergebnisse
auch durch ein Modell der zeitlichen W-Summation vorhergesagt werden konnen.
Man sollte hier nicht an das Watsonsche Modell denken, da die Diskussion dieses
Modells gezeigt hat, wie problematisch es ist. Es sollte ein Modell sein, dass zumin-
dest realistische Annahmen iiber die Autokorrelation des Rauschens macht. Dies ist
das Modell (2.89), d.h.

T
B(c) = 1— exp {—WQ e (15— a0 at] .
2 Jo s

Wie bereits angemerkt, hingt die Geschwindigkeit, mit der das Rauschen fluktuiert
und die damit die Autokorrelation bestimmt, vom Wert des freien Parameters Ao ab.
Eine Moglichkeit, die Hypothese des Entdeckens durch zeitliche W-Summation zu
testen, ist, die Perturbationsmethode mit filschlich angenommenem Peak-Detection
anzuwenden. Die Schwellen werden also bestimmt, indem c¢,, iiber (2.89), d.h. also (*)
bestimmt werden, dieser c,-Wert aber so verrechnet wird, als gelte Peak-Detection.
Die zu bestimmenden Antwortfunktionen seien die Impuls- und die Schrittantwort
fiir einen tonischen Kanal, wie sie in Abb. 3.9 gezeigt werden. Sollte das Entdecken
dem zeitlichen W-Summationsprinzip entsprechen, so miifite sich dies insbesondere
bei der Bestimmung der Schrittantwort zeigen, die ja von einem bestimmten Zeit-
punkt an konstant einen Wert an der Schwelle S hat. Zeitliche W-Summation sollte
mit grofer werdender Stimulusdauer den Wert von ¢, reduzieren. Ein Test dieser Art
wurde von Mortensen (2007b) vorgestellt. Abb. 3.12 zeigt das Ergebnis. (a) zeigt die
Impulsantwort, wobei die Quadrate die Schéitzungen zeigen, wenn in Wahrheit das
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Abbildung 3.12: Test des Modells der zeitlichen W-Summation. Aus Mortensen
(2007Db)
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Entdecken durch zeitliche W-Summation geschieht. Die Impulsantwort wird zumin-
dest qualitativ korrekt dargestellt, allerdings ist sie breiter als die tatsédchliche Im-
pulsantwort. (b) zeigt die Schrittantwort. Die Quadrate sind die Vorhersagen unter
der Bedingung der zeitlichen W-Summation. Diese Punkte hétte die Perturbations-
methode liefern miissen, wiren die Versuchspersonen einer W-Summationsstrategie
gefolgt. (c) und (d) zeigen die Impuls- und Schrittantwort, wie sie durch die Per-
turbationsmethode erzeugt werden, wenn das Entdecken tatsdchlich Peak-Detection
ist. Die "wahren” Funktionen werden perfekt reproduziert.

Das Interessante an diesem Test ist, dass der Wert von Ay offenbar keine Rol-
le spielt. Alle fiir verschiedene Ao-Werte berechneten Vorhersagen sind identisch.
Dies bedeutet, dass die Perturbationsmethode von der Autokorrelation unabhingi-
ge Schitzungen der zu erfassenden Funktion liefert, falls das Entdecken tatséchlich
durch zeitliche W-Summation geschieht. Die einzige FEinschrinkung der Allgemein-
heit, die fiir das Modell (2.89), d.h. also (*), gilt, ist, dass das Rauschen stationér
ist; diese Annahme ist einerseits iiblich, andererseits liegt kein Modell mit nicht-
stationdrem Rauschen vor, bei dem 1(c) in geschlossener Form angegeben werden
kann. Dies bedeutet nicht, dass man sich mit dem Modell (*) zufriedengeben musf,
allerdings zeigen relativ allgemeine Berechnungen zur Aktivitdt von Neuronenpopu-
lationen, dass zeitliche W-Summation keineswegs als allgemeines, kanonisches Mo-
dell angenommen werden miiite (Mortensen, 2007b). Es scheint eher so zu sein,
dass die tatséchlich wirkenden Entdeckensmechanismen sich an der durchschnittlli-
chen Aktivitit, wie sie durch die Systemantwort g(¢) repréisentiert wird, orientieren.
Insbesondere scheint es so zu sein, dass Versuchspersonen imstande sind, auf den
Maximalwert von g zu fokussieren, und dass dabei die Dauer, die g diesen Wert
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annimmt (wie bei der Schrittantwort) irrelevant ist.

3.4 Systemidentifikation im Ortsbereich

3.4.1 Das visuelle System als einzelner Kanal

Erstmal Versuch eines Uberblicks:

1. Transferfunktionen im Ortsbereich: Kelly-Arbeiten, Campbell & Kulikowski
etc (1966); Campbell & Robson — Square wave gratings and Fourieranalysis

2. Erklarung von ”Gesetzen” — Ricco?
3. Bestimmung von Impulsantworten

4. Fourier-Theorien: Marcelja, Fiorentini, Adaptationsdaten, Sachs et al, Graham
1977,

5. Probleme mit dem Fourier- Ansatz: rezeptive Felder endlich etc — Gabor-Muster

6. ein Paar spezielle Sachen: Hartmann (rekursive Strukturen), Hans du Buf und
Machbénder

7. Features, Matched Filter, Lernen und Selbstorganisation; includes Kulikowski,
Hauske etc

8. Texturen

9. Neuronale Netze als dynamische Systeme? Gehort vielleicht noch in den Sy-
stemtheorieteil.

Die Systemtheorie eignet sich natiirlich auch dazu, die Ubertragungseigenschaften
im Ortsbereich zu charakterisieren. Insbesondere kann man untersuchen, ob das vi-
suelle System iiber spezifische "Kanéle” oder Filter — also neuronale Teilsysteme —
zur Identifikation spezifischer Musterelemente verfiigt, deren Aktivierung insgesamt
dann ein Gesamtperzept des Musters ergibt. Sofern diese Kanéle im Schwellenbe-
reich linear operieren, kann man dann versuchen, diese Kanéle durch ihre jeweiligen
Transfer- oder Systemfunktionen bzw. die Impulsantworten im Ortsbereich zu be-
stimmen, was dazu fithrt, dass Sinusgitter wichtige Stimulusmuster darstellen.

Die Anzahl der Arbeiten zu diesem Thema ist zu grof}, als hier einen vollstéandigen
Uberblick geben zu kénnen. Es sollen nur die wichtigsten empirischen Ergebnisse und
Modelle vorgestellt werden. Westheimer (1960) war sicher nicht der erste, der die
Empfindlichkeit fiir Sinusgitter ausmaf}, ohne allerdings weitere Spekulationen iiber
neuronale Mechanismen anzustellen. Campbell und Gubisch (1966) vermessen die
optische Qualtitit des menschlichen Auges und diskutieren die Hypothese, dass die
neuronalen Verbindungen in der Retina die vermutete schlechte Qualidt der Linse
kompensieren sollen: sie befinden, dass die Linse gar nicht so schlecht sei und der
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Abbildung 3.13: Campbell, Carpenter und Levinson (1969):(a) Stimuli und Vorher-
sagen, (b) Impulsantwort und Derivierte der Impulsantwort
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Korrekturmechanismus entweder nicht existiert oder, wenn doch, nur eine geringe
Rolle spielt.

Campbell, Carpenter und Levinson (1969) haben die mathematischen Implika-
tionen der Hypothese, dass dass visuelle System als in erster Nidherung lineares
System beschrieben werden kann, exploriert. So bestimmen sie die Impulsantwort
aus geschitzten Transferfunktionen und bestimmten daraus die Reaktion auf aperi-
odische Muster. Sie schlagen

h(x):K< a __F ) (3.34)

™ \a?+x2 24 22

vor. Damit kann man die Antwort auf einen beliebigen Stimulus, der durch die
Luminanzverteilung L definiert ist, iiber das Faltungsintegral

@) = [ " b~ OLE©)e. (3.35)

betimmt werden. Campbell et al. betrachten drei Stimuli: einen einzelen vertikalen
Streifen(”bar”), definiert durch einen halben Zyklus einer Sinusfunktion ((1) in Abb.
3.13), einen ”Doppelstreifen” (”double bar”), der durch einen vollen Zyklus einer
Sinusfunktion definiert ist (82) in Abb. 3.13), und die Kante eines Sinusgitters (von
der Mitte des Bildschirms bis zum Rand des Feldes, (3) in Abb. 3.13). Stimulus (1)
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Abbildung 3.14: Campbell, Carpenter und Levinson (1969):Daten fiir die Stimuli
(1), (2) und (3)
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insbesondere durch

cosQE, —1/dv <¢<1/4v
L(§) = (3.36)
0, sonst

Der Stimulus ist eine gerade Funktion, und damit ist die Antwort auf ihn durch

1/4
g(x) = a/ vh(z — &) cos Q& d§. (3.37)
—1/4v
Nach partieller Integration liefert die Taylor-Entwicklung von ¢
h(z) h'(z) 27,2

Fiir hinreichend grofien Wert von v sind die hoheren Ableitungen vernachléssigbar.
a ist der Schwellenkontrast, der fiir groflere Werte von v proportional zu v wird, —
womit Riccos Gesetz fiir schmale Streifen vorhergesagt wird. Campbell et al neh-
men zwei Moglichkeiten fiir den Entdeckensmechanismus an: einfache spatiale Peak-
Detektion — hier wird der Stimulus entdeckt, wenn gpax = max, g(z) einen kritischen
Wert erreicht, oder Peak-toPeak-Detection — dann mufl Ag = max, g(z) —min, g(x)
einen kritischen Wert erreichen. Abb. 3.14 zeigt die Daten fiir dreiVersuchsperso-
nen. Die hellen Symbole reprisentieren die System- bzw. die Amplitudenfunktion
des visuellen Systems, die Daten die Voraussagen anhand von Stimulus (1). Die
durchgezogenen Kurven entsprechen der Theorie, die sich hier also als mit den Da-
ten kompatible erweist. Fiir Stimulus (2) ergeben sich Schwierigkeiten, weil nicht klar
ist, ob sich die Vpn nach der max, g(x) oder nach der Ag-Regel verhalten. Die dufiere
durchgezogene Linie entspricht den Vorhersagen aufgrund der Ag-Regel. Wihlen die
Vpn mal die gpax— und mal die Ag-Regel, so ergibt sich im Durchschnitt die gestrich-
telte Vorhersage, die mit den Daten der drei Vpn sehr gut {ibereinstimmt. Auch fiir
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Stimulus (3) entsprechen die Daten den Vorhersagen. Insgesamt haben die Autoren
demonstriert, dass die Linearitdtsannahme mit einem Peak-Detection-Mechanismus
ein durchaus verniinftiger Ansatz ist, die Struktur des visuellen Systems zu erfassen.

Maffei und Fiorentini (1973) haben gezeigt, dass insbesondere die simple cells
des visuellen Kortex die Eigenschaft von Ortsfrequenzfiltern haben.

3.4.2 Die direkte Schitzung der Impulsantwort im Ortsbereich

Wenn das visuelle System als ein einziger Kanal konzipiert werden kann, liegt es
nahe, diesen Kanal durch seine spatio-temporale Impulsantwort zu charakterisieren;
kennt man diese, so 1éf3t sich die Reaktion des Kanals — also des visuellen Systems —
fiir einen beliebigen Stimulus vorhersagen, zumindest wenn der Kontrast im Schwel-
lenbereich bleibt. Die Frage ist, ob die Impulsantwort fiir jede retinale Position
identisch ist.

Der Einfachheit halber werde zunéchst angenommen, dass die Retina ein radial-
symmetrisches System ist. Fiir die (spatiale) Impulsantwort hs(x,y) gilt dann

hs(xv y) = hs( V z? + y2)‘ (339)

Es geniigt dann, h nur beziiglich der x-Achse zu bestimmen; man erhélt dann die
LSF (Line Spread Function®)

o0

LSF(z) = h(z) = / he (2, ) dy. (3.40)
—0o0

Die LSF ist die Antwort auf eine sehr schmale senkrechte Linie, idealerweise ei-

ne Dirac-Delta-Funktion 0(x). Tatséichlich wird man als Luminanzprofil nur ein

Rechteck- oder Gauf3profil erzeugen kénnen. Fiir das Rechteckprofil ergibt sich dann

fiir die Position x = ¢ die Approximation

Axd(zte), te—Azx/2 <z < te+ Azx/2
s(z,e) = (3.41)
0, sonst

Die LSF an der Position ¢ 148t sich relativ leicht bestimmen, wenn (i) eine vertikale
Linie in € mit dem Kontrast ¢ prasentiert und simultan im Abstand +a zwei weitere,
flankierende Linien mit dem Kontrast ¢/s, und wenn man weiter davon ausgeht,
dass nach Mafligabe des Prinzips der spatialen sowie der zeitlichen Peak-Detection
entdeckt wird. Um mogliche Verfilschungen durch zeitliche transitorische Effekte
zu vermeiden, sollte der Stimulus ”sanft” ein und wieder ausgeschaltet werden. Die
zeitliche Présentation kann etwa durch eine Gauffunktion der Form

s¢(t) = exp [—“;U’%ﬁm] (3.42)

5Die deutschen Ausdriicke sind hier ein wenig umsténdlich: h, heiit Punktverwaschungsfunktion,
was dem englischen point spread function entspricht. Da sich mittlerweile die englischen Abkiirzun-
gen durchgesetzt hben, wird hier ebenfalls von ihnen Gebrauch gemacht.
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definiert werden. Insgesamt ist dann das Stimulusmuster durch
L(z,t) = Lin(1 + cse(z,a)s:(t)) (3.43)

definiert, wobei s.(z,a) aus einer vertikalen in Linie z = ¢ und zwei flankierenden
vertikalen Linien an der Position € + a und € — a, die nur den halben Kontrast wie
die zentrale Linien haben. L(z,t) ist die Luminanz an der Stelle x zur Zeit ¢, L, ist

die mittlere Luminanz, und
Lmax - Lrnin
= 3.44
0= Sm (3.44)
LaBt man der Ubersichtlichkeit wegen die Abhéngigkeit von der Zeit weg, so ergibt
sich die Antwort g(x) speziell fiir ¢ = 0, also im Zentrum der Fovea, durch die

Faltungen

o0

o(z) = %Ax/ Wz — €)5(6)de

— 00

ca Az > >
+ h(z —§)o(—a —§)dS + h(z = §)d(a — §)d¢ | (3.45)
2 NS —o0

wo jetzt ¢, statt ¢ geschrieben wurde, um anzudeuten, dass der Kontrast fiir den
Flankenabstand a gemeint ist. Um die Ausdriicke zu vereinfachen, wird nun der
Faktor Az in die Definition von h absorbiert, denn A kann experimentell sowieso
nur bis auf einen Faktor bestimmt werden. Es folgt dann

9(x) = cah(z) + %a[h(a: +a)+ h(z — a)] (3.46)
folgert. Da die mittlere Linie in € = 0 présentiert wird und man also die LSF fiir das
Zentrum der Fovea bestimmt, kann angenommen werden, dass die Antwort auf das
Linienmuster hier ihr Maximum hat, also h(0) = max, h(z) und dementsprechend
max, g(z) = g(0). Die postulierte Radialsymmetrie von h, impliziert, dass h sym-
metrisch in Bezug auf € = 0 verlduft, so dass h(—a) = h(a) ist. Weiter impliziert die
Peak-Detection-Annahme, dass die mittlere Linie entdeckt wird, wenn g(0) = k, k
eine bestimmte Konstante, ist; die flankierenden Linien werden nicht entdeckt, da
sie ja nur den halben Schwellenkontrast der mittleren Linie haben. Also folgt fiir
den Schwellenkontrast c,

9(0) =k = cqh(0) + —[h(a) + h(—a)], (3.47)
und wegen h(—a) = h(a) hat man
k = cq[h(0) + h(a)]. (3.48)

Présentiert man nun die mittlere Linie ohne flankierende Linien, so werde sie ent-
deckt, wenn ihr Kontrast gleich cg ist:

k = coh(0), (3.49)
woraus 1 1



Abbildung 3.15: Line Spread Funktionen (Hines, 1976) fiir verschiedene retinale
Positionen. In (a) sie die LSFen fiir die Position 0° (Fovea) iibereinandergezeichnet;
die LSF fiir 0° hat einen grofleren Maximal- und einen kleineren Minimalwert als die
LSF fiir 2.5° Exzentrizitit. (b) zeigt noch einmal die LSFen fiir 0°, 1.25° und 2.5°.
Die durchgezogenen Funktionen sind jeweils Differenzen zweier Gauss-Funktionen.
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folgt; Sy ist die Sensitivitit fiir die mittlere Linie, wenn sie allein prasentiert wird, und
S(a) = 1/c, ist dementsprechend die Sensitivitét fiir die Linie plus die flankierenden
Linien an den Stellen +a. Die Gleichung (3.48) impliziert dann

— — — = Zh(a). (351)

Anmerkung: Es ist
* : 1
¢l = ili% Ca = 500 (3.52)

Fiir hinreichend kleinen Wert von a 148t sich h(a) in der Form
h(a) = h(0) + ah’(0) + o(a)

schreiben, wobei o(a) eine funktion von a ist, die schneller als a gegen Null geht.
Also erhélt man aus (3.48)

k = ca[h(0) + h(0) + o(a)] = ca[2h(0) + o(a)],

und
k= (11_% ca[P(0) + h(0) + o(a)] = ¢2h(0) = cf— (3.53)

oder
co = 2¢§,

entsprechend (3.52).

Die Bestimmung des LSFen h. an den Positionen ¢ # 0 ist analog. Abb. 3.15 zeigt
LSFen fiir verschiedene Exzentrizitdten. Offenbar werden sie um so flacher, je grofler
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die Exzentrizitéit ist. Die MeBpunkte (vergl. (??)) entsprechen sehr gut einer als
Differenz zweier Gauss-Funktionen defnierten Funktion:

A (x—€)2] B [ (x—a)z}
— exp |———1| . 3.54
a2 202 B2 P 232 (3:54)
Die Werte der freien Parameter A und B sind spezifisch fiir die einzelnen Versuchs-

personen, das Verhéltnis 8/« erwies sich allerdings fiir alle Vpn und Exzentrizitéten
als konstant: 8/a = 1.5.

he(z) =

exp |-

L&t sich nun das visuelle System tatséchlich als ein 1-Kanalsystem konzipieren
und gilt die Hypothese der Linearisierbarkeit fiir Kontraste im Bereich der Schwel-
le, so sollten sich die Kontrastschwellen fiir nachgerade beliebige Stimuli durch die
Faltung des korrespondierenden Luminanzprofils mit der lokalen LSF (3.54) vorher-
sagen lassen. Hines wahlte verschiedene ” Balkenmuster” aus:

cos(m(x —e)/W), |z —e| < W/2, cosine bar
s(x) =4¢ 1—cos(m(z—¢e)/W), 0<xz—e<W, cosine edge (3.55)
1, x € [e+£d/2], square bar

Die Ergebnisse der Messungen und Vorhersagen werden in Abb. 3.16 gezeigt. Die
durchgezogenen Kurven sind mit der LSF (3.54) berechnet worden. Offenbar sind
fiir diese Muster die Vorhersagen sehr befriedigend.

Die Ergebnisse fiir square bars sind erniichternd. Der mangelnde Fit fiir diese
Reizmuster wird von Hines erkldart durch die Tatsache, dass bei hinreichend brei-
ten Mustern die Verschiedenheit der LSFen fiir jeden z-Wert beriicksichtigt werden
miisse. Eine andere Moglichkeit ist, ”size-tuned” Mechanismen anzunehmen, wie
sie von Thomas (1979) vorgeschlagen wurden. Eine weitere Alternative sind Mat-
ched Filter, die in Abschnitt 3.4.6 behandelt werden. Eine wietere Moglichkeit ist,
dass bei einem Rechteckmuster die Kanten unabhéingig voneinander entdeckt werden
und Wahrscheinlichkeitssummationseffekte beim Entdecken dieser Muster auftreten
(Kulikowski & Kong-Smith, 1975).

Statt einzelner cosine bars kann man natiirlich auf Kosinusgitter présentieren,
wobei die Anzahl der Zyklen eine fiir das Entdecken des Gitters wichtige Variable
wird. Abb. 3.17, (b) zeigt die Daten. Die durchgezogenen Kurven sind die Vorher-
sagen des 1-Kanalmodells anhand der LSF (3.54). Die Abhéngigkeit von der Anzahl
der Zyklen wird offenbar nicht korrekt vorhergesagt. Alternative Modelle, wie sie
im Zusammenhang mit dem Rechteckbalken bereits genant wurden, miissen zur Er-
kldrung der Daten herangezogen werden: ein einfaches 1-Kanalmodell ist offenbar
kein hinreichendes Modell fiir alle Daten.

3.4.3 Neuronale Kanéile: Orientierungen

Campbell, Kulikowski und Levinson (1966) zeigen Gratings verschiedener Ortsfre-
quenz in verschiedenen Orientierungen um die bereits bekannte Abhédngigkeit der
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Abbildung 3.16: Messungen und ihre Vorhersagen: cosine bar und cosine edge fiir
e = 0% und e = 2.5° (Position der Unstetigkeit). Auf der z-Achse sind die Breiten
der Balken angegeben. Gefiillte Kreise: 00, offene Kreise: 2.5°.
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Abbildung 3.17: Messungen und ihre Vorhersagen: square bars an den Stellen 0°
und 2.5°. Auf der z-Achse sind wieder die Breiten der Balkenan gegeben. Gefiillte
Kreise: 0°, offene Kreise: 2.5°.
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Wahrnehmung von der Orientierung zu untersuchen und kommen zu dem Schlufl,
dass diese Abhéngigkeit nicht durch Eigenschaften der Optik, sondern der neuro-
nalen Strukturen des visuellen Systems bedingt ist. Hubel und Wiesel (1959, 1962)
haben durch ihre grundlegenden Arbeiten gezeigt, dass im priméren visuellen Kortex
Zellen existieren, die auf Linien mit bestimmten Orientierungen reagieren. Es liegt
nahe, zu vermuten, dass diese Zellen eine erste Kodierung von visuellen Mustern
vornehmen. Man kann Gittermuster als Muster, die aus parallelen Linien beste-
hen, auffassen, vor allem, wenn sie aus weiflen und schwarzen ”Balken” bestehen.
Aber auch Sinusgitter kann man Linienmuster interpretieren. In diesem Sinne haben
Campbell und Kulikowski (C & K) (1966) Sinusgitter interpretiert, um die Orientie-
rungsselektivitit des visuellen Systems psychophysisch zu untersuchen. Zu diesem
Zweck fithrten sie ein Superpositionsexperiment durch. C & K erzeugten jeweils
ein Sinusgitter auf zwei Oszilloskopen; die Ortsfrequenz der Gitter war jedesmal 10
c/deg (Zyklen pro Grad Sehwinkel, cycles per degree). Der Kontrast der Gitter wird
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Abbildung 3.18: Kontrastdefinition fiir ein Sinusgitter
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Abbildung 3.19: Orientierungskontraste (Campbell & Kulikowski (1966))
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entsprechend der Definition
Lmax - Lmin
C=7 7 (3.56)
Lmax + Lmin

berechnet (vergl. Abb. 3.18). Eines der Gitter ist das Testgitter, das andere das
Maskierungsgitter. Der Kontrast des Testgitters konnte manipuliert werden, der des
Maskierungsgitters war fiir eine Versuchsbedingung konstant; das Maskierungsgitter
wurde mit fixer Orientierung optisch superponiert. Die Orientierung des Testgitters
wurde nun variiert und fiir jede Orientierung (0°, 10°, 20°, 30°, 40°, 90°) wurde
die Kontrastsensitivitit S = 1/co bestimmt, wobei ¢y die Kontrastschwelle fiir das
Testgitter ist. C & K berechneten dann einen Maskierungsquotienten
S

R = ;ankiert' (3.57)

maskiert
Abb. 3.19 zeigt die Ergebnisse; in (b) sind die Ergebnisse schematisch, aber dafiir
deutlich dargestellt: es wird

log R = logyo Synmaskiert — 10810 Smaskiert
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Abbildung 3.20: Luminanzprofile der Gitter in der Untersuchung von Campbell &

Robson (1968))

gegen den Orientierungswinkel aufgetragen. Die durchgezogene, die gestrichelte und
die punktierte Kurve entsprechen verschiedenen Maskierungsniveaus (Kontraste 1,
.31 und .1). Die Daten legen nahe, dass die Linien”kanéle” (spéter werden diese
Kanile als Gitterkanéle aufgefat) orientierungsempfindlich sind. G & K diskutieren
ihre Ergebnisse in Bezug auf die Befunde Hubel und Wiesels (1965): Stimuli, die
eine 90°-Orientierung in Bezug auf die optimale Orientierung einer Zelle haben, be-
einflussen die Aktivitdt dieser Zelle nicht mehr; nur Orientierungsabweichungen bis
zu maximal 30° kénnen die Aktivitdt derZelle beeinflussen. G & K finden eine be-
merkenswerte Ubereinstimmung von psychophysichen Resultaten und phyiologische
Resultaten, die am visuellen Kortex der Katze gewonnen wurden.

3.4.4 Neuronale Kanile: Ortsfrequenzen

Campbell und Robson (1968) présentierten Gitter, deren Luminanzprofile in Abb.
3.20 gezeigt werden. Formal kann fiir jede dieser Gitter das Fourierspektrum be-
stimmt werden. Die Autoren fanden nun, dass der Schwellenkontrast cg fiir ein Lu-
minanzprofil dem Schwellenkontrast fiir die erste Harmonische des Spektrums eines
Gitters entspricht. Fiir ein Rechteckgitter findet man die Reihe

4 (. 1 . 1 .

u(x) = = <smwm + 3 sin 3wzx + 5 Sin Swr + > , (3.58)
(vergl. (A.49) auf Seite 163 im Anhang) sowie die Abbildung (A.3), Seite 164). Es
folgt, dass die erste Harmonische eines Rechteckgitters mit dem Kontrast ¢ gleich
4¢/m ist. Die dritte Harmonische hat einen Kontrast von 4¢/3m, die fiinfte hat einen
Kontrast von 4¢/5m, etc. Alle Geradzahligen Harmonischen haben einen Kontrast
von Null, — sie sind nicht im Spektrum enthalten. Soll das Rechteckgitter entdeckt
werden, so wird es in erster Linie auf die erste Harmonische ankommen, und die Emp-
findlichkeit (sensitivity = 1/co, co der Schwellenkontrast) fiir das Rechteckgitter soll-
te um den Faktor 4 /7 grofer sein als das fiir ein Sinusgitter mit der (Orts-)Frequenz
der ersten Harmonischen des Rechteckgitters. Ein zweiter Test ergibt sich aus der
Beobachtung, dass die ndchsthohere Harmonische die dreifache Ortsfrequenz der er-
sten hat, und mit nur 1/3 der Amplitude der ersten eingeht. Die Stimulusdarbietung
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Abbildung 3.21: Test der Campbell-Robsonschen Hypthese (1968): [A] (a) Kontrast-
sentivitéit von Sinusgittern (kreisférmig) und Rechteckgittern (quadratisch) verschie-
dener Ortsfrequenz. (b) Der Quotient der Sensitivitidten wird mit 4/7 = 1.273 vor-
ausgesagt (horizontale Linie). Die gestrichelte Linie ist die Vorhersage anhand eines
einfachen Peak-Detectors. [B]

(A) B)
1000 E
E oo g g
= & B oo :
o ooao oo S
100 9 B 0-001
E o "
E i < [
eote r S
r [ o g
g o u E °
§ wf ¢ o0 f L ae
1 E 2
1 E L e °
8 - eIt o
r 8 s -
- S = .
\ E -
SRR 01F s o
SEZ it .
k. 4 = L @
2 | \, kS ]
5 .} =
T - .
i > E
L 11 111 O 1 L 1L T
01 1 10 01 1 10
Snatial f tabdast Spatial frequency (o/deg)
Spatial frequency (c/deg) Spatial frequency (c/deg)

wurde nun so eingerichtet, dass alternierend ein Rechteckgitter und ein Sinusgitter,
dessen Ortsfrequenz dem der ersten Harmonischen entsprach, gezeigt wurden, wobei
der Kontrast des Sinusgitter um den Faktor 47 gréfler als der des Rechteckgitters
war. Der Wechsel von einem Muster zum anderen ging nicht mit einem Wechsel der
durchschnittlichen Helligkeit einher, und die beiden Gitter hatten die gleiche Pha-
se. Die Versuchsperson konnte nun den Kontrast der beiden Gitter variieren, wobei
aber das Verhéltnis der Kontraste der beiden Gitter konstant blieb. Zunéchst wurde
der Kontrast als so gering vorgegeben, dass die beiden Gitter nicht unterschieden
werden konnten, d.h. vom Rechteckgitter wurde nur die erste Harmonische wahrge-
nommen. Insbesondere erhdhte nun die Versuchsperson den Kontrast so lange, bis
die beiden Gitter gerade als verschieden wahrgenommen wurden. Der ebenmerkli-
che Unterschied zwischen den beiden Gittern entsteht offenbar genau dann, wenn
die dritte Harmonische gerade sichtbar wird.

Die Resultate sicht man in Abb.3.21, [B]. Die hellen Kreise rechts sind die Kon-
trastschwellen fiir die jeweilige Ortsfrequenz des Sinusgitters. Riickt man diese Punk-
te um drei Ortsfrequenzen nach links und dividiert die Kontrastschwellen durch 3,
so erhéilt man die schwarzen Kreisflichen, — sie fallen auf die Kurve fiir die Kon-
trastschwellen des Rechteckgitters. Es 148t sich folgern, dass das Rechteck- und das
Sinusgitter genau dann unterscheidbar werden, wenn die dritte Harmonische mit
einer Amplitude erscheint, die der Sensitivitéit fiir diese Ortsfrequenz entspricht.
Das Experiment wurde wiederholt, wobei das Rechteckgitter durch ein Sigezahn-
gitter ersetzt wurde. Das Ergebnis ist das gleiche: die beiden Gitter werden unter-
scheidbar, wenn die jeweils néchsthohere Ortsfrequenz mit hinreichender Amplitude
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auftritt. Campbell und Robson diskutieren ihre Daten in Bezug auf ein Modell,
dass einen einzigen Peak-Detektor fiir alle Ortsfrequenzen annimmt. Dieses Modell
scheint mit den Daten nicht kompatibel zu sein. Als Alternative nehmen sie an, dass
das visuelle System einzelne Ortsfrequenzfilter oder Ortsfrequenz”kanéle” enthélt,
die unabhéngig voneinander angesprochen werden. Jeder dieser Kanile ist durch
eine eigene Systemfunktion charakterisiert. Die Kanéle kénnen nicht vollstéindig un-
abhéngig voneinander sein, da die Systemfunktionen keine Dirac-Delta-Funktionen
sein kénnen (das miifiten sie sein, wiren die Kanile fiir jeweils nur eine Ortsfrequenz
zusténdig). Campbell und Robson argumentieren, dass die Bandbreite ungefahr +3
Ortsfrequenzen um die jeweils optimale Ortsfrequenz betrégt.

Blakemore und Campbell (1969) fiithrten psychophysische Adaptationsexperi-
mente durch: Sie bestimmten zunichst die Sensitivitat fiir Sinusgitter mit verschie-
denen Ortsfrequenzen und lielen die Versuchsperson dann an ein Gitter mit einer
bestimmten Ortsfrequenz adaptieren. Die Adaptation bewirkt eine Erhéhung der
Kontrastschwelle nicht nur fiir dieses Gitter, sondern auch fiir Gitter mit benach-
barter Ortsfrequenz. Dieser Nachbarschaftsbereich betridgt ca. eine Oktave um die
adaptierte Ortsfrequenz (Reduktion um eine halbe Amplitude); dies gilt fiir Ortsfre-
quenzen zwischen 3 ¢/deg und 14 ¢/deg. Fiir hohere Ortsfrequenzen wird die Band-
breite etwas geringer, fiir niedrigere als 3 c¢/deg bleibt das Maximum des Effekts bei
3 c¢/deg. Die Autoren duflern die Hypothese, dass das visuelle System selektive fiir
einzelen Ortsfrequenzen ist. Campbell, Cooper und Enroth-Cugell (1969) lieferten
Daten aus Einzelzellableitungen bei der Katze, die mit dieser Hypothese kompati-
bel sind. Maffei und Fiorentini (1973) lieferten weitere neurophysiologische Daten,
die nahelegen, dass es insbesondere die simple cells sind, die auf spezifische Ortsfre-
quenzen reagieren und die also als Ortsfrequenzfilter interpretiert werden kénnen. Sie
fassen ihre Ergebnisse sowie die anderer Autoren zu der Hypothese zusammen, dass
der visuelle Kortex bei der Mustererkennung eine Art Fourier-Analyse durchfiihrt,
d.h. dass die Musterreprisentation schliefilich auf der Basis einer Fourier-Synthese
— als Synthese der Antworten der simple cells — geschieht.

3.4.5 Neuronale Kanile: Kanten-, Linien- und Gitterdetektoren

Hubel und Wiesel (1962, 1968) hatten bereits gefunden, dass im visuellen Kortex
der Katze und des Affen Neurone existieren, die nicht auf Linien oder Balken rea-
gieren, aber auf Kanten, d.h. auf Grenzen zwischen hell und dunkel. Blakemore und
Nachmias (1971) hatten gezeigt, dass die Adaption an bestimmte Ortsfrequenzen
die Schwelle fiir Kanten in dem Masse erhoht, in dem die betreffende Ortsfrequenz
im Spektrum dieser Reizmuster enthalten war. Tolhurst (1972) berichtete Experi-
mente, bei denen die Versuchsperson an einen, wie Tolhurst ihn nennt, left-right odd
symmetry-Stimulus adaptierte. Formal sind solche Stimuli durch L(z) = —L(—x) de-
finiert. Zeigt man man nun einen Stimulus, dessen Asymmetrie die entgegengesetzte
Polaritat hat, so ist der Schwellenkontrast fiir ein solches Muster deutlich weniger
erhoht als fiir ein Stimulusmuster mit der gleichen Polaritéit. Tolhurst argumentiert,
dieser Befund sei Evidenz fiir die Existenz von Kanélen, die spezifisch auf Kanten-
muster bzw. auf Stimuli mit entsprechender Asymmetrie reagieren, es handele sich
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Abbildung 3.22: Shapley und Tolhurst (1973): Test der Hypothese zur die Existenz
von Kantendetektoren. (a) Unterschwellige Linie, (b) unterschwelliges Sinusgitter,
jeweil superponiert auf einer Kante.
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vermutlich um Kantendetektoren. Diese Hypothese wurde von

Shapley und Tolhurst (1973) im Rahmen von Superpositionsexperimenten weiter
untersucht. Dazu wurden z. B. Linien oder Sinusgitter mit unterschwelligen Kon-
trasten einer Luminanzkante superponiert und die Kontrastschwelle fiir die Kante
in Abhéngigkeit vom Ort bzw. der Ortsfrequenz des Gitter bestimmt. Sie nahmen
an, dass die angesprochenen Kanéle linear sind, so dass die Beziechung

Sy +csSs =k (359)

gelten muB: hierin ist k£ eine Konstante, S; ist die Sensitivitit (= der Reziprokwert
des Schwellenkontrasts) des Kanals fiir das Testmuster — hier: die Kante —, wenn es
allein présentiert wird, und S5 ist die Sensitivitdt des gleichen Kanals fiir das su-
perponierte, unterschwellige Muster. ¢; und ¢, sind die Kontraste der beiden Muster
in der Stimulusprisentation. Gilt (3.59), so mu0 die Beziehung zwischen ¢; und ¢,
linear sein. Die Abb. 3.22 (a) zeigt den experimentellen Befund: sicherlich ist die Be-
ziehung linear, so dass die Grundannahme (3.59) fiir Schwellenkontraste akzeptiert
werden kann. Der Kontrast ¢, fiir die Linie wurde vorgegeben und und der Kontrast
¢ fiir die Kante wurde experimentell bestimmt. der Pfeil auf der rechten Seite der
x-Achse zeigt die Kontrastschelle fiir das Linienelement an. (3.59) impliziert

k Ss
gt — CSE, (360)

Ct =

d.h. die Steigung der Kontrastinterrelationsfunktion sollte durch den QuotientenSs/S;
gegeben sein, vergl. die gestichelte Gerade in Abb. 3.22 (a). Die Steigung der em-
pirisch gefundenen Geraden weicht aber von dieser Vorhersage ab. Shapley und
Tolhurst argumentieren, dass dieser Befund bedeutet, dass die Empfindlichkeit des
visuellen Systems insgesamt fiir die diinne Linie grofler ist als fiir die Kante.
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Abbildung 3.23: Kulikowski & King-Smith (1973): Modell und erste Daten
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Abb. Abb. 3.22 (b) zeigt die Daten fiir superponierte Sinusgitter verschiedener
Ortsfrequenz, wobei verschiedene ” Kanten” muster als Testmuster dienten. Die ” Dia-
monds” reprisentieren das Kantenmuster, dessen Luminanzprofil in (a) gezeigt wird.
Die schwarzen Dreiecke zeigen die Resultate fiir Rechtecksgitter (also eine Folge von
Kanten) fiir .4 ¢/deg, wihrend die schwarzen und weilen Quadrate durch .53 c¢/deg
charakterisiert waren (zwei verschiedene Messungen mit dem gleichen Testreiz). Die
schwarzen Kreise sind die Sensitivitdten fiir einfache Sinusgitter (einfach, weil kein
zusitzliches Testmuster gezeigt wurde). Die durchgezogene Linie zeigt das Ampli-
tudenspektrum fiir eine Kante. Sie entspricht der Sensitivitdt fiir eine Kante in
Abhéangigkeit von der Ortsfrequenz. Auf die Diskussion der Hypothese soll hier nicht
in allen Details eingegangen werden, aber die Zusammenfassung, die Shapley zu die-
ser Diskussion geben, soll direkt zitiert werden:

., a picture emerges of a visual system thick with channels: some narrow-
band width grating channels, and some broad-band, localized feature detectors.
For detection tasks only one or a few channels are presumably operating; but in
everyday suprathreshold vision all will be activated. What other kinds of feature
detector exist and how the various types of detector interact are important
questions that remain to be answered.

Kulikowski & King-Smith (1973) gehen ebenfalls die Frage nach den mogli-
chen Kanélen an, sind dabei aber noch systematischer als Shapley und Tolhurst.
Das von ihnen zugrundegelegte Modell ist schematisch in Abb. 3.23 (a) abgebildet.
Demnach existiert eine Menge von voneinander unabhéingigen Filtern, die {iber eine
ODER-Verbindung in die Entscheidung der Versuchsperson eingehen: diese gibt eine
”ja”-Antwort (d.h. es ist ein Stimulus gezeigt worden), wenn der maximal aktivierte
Kanal auch hinreichend aktiviert wurde. Das Modell ist insofern deterministisch, als
keine W-Summation zwischen Kanélen angenommen wird — man kann sagen, dass
die tatséichliche Annahme ist, dass das Rauschen in den Antworten der verschiede-
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nen Filter so gering ist, dass W-Summationseffekte nicht auftreten; eine Alternative
Annahme ist, dass das Rauschen im System der Kanéile insgesamt zu vernachléssi-
gen ist und nur am Ort der Entscheidung eine Rolle spielt. (b) zeigt die Kontrast-
Interrelationsfunktion, die formal wie in (3.59) definiert ist: gezeigt wird ein Stimu-
lus, fiir den ein Kanal maximal empfindlich ist, und superponiert wird ein zweiter
Stimulus — etwa ein Sinusgitter — gezeigt. Fiir vorgegebenen Kontrast des einen (Teil-
)Musters ergibt sich der Kontrast des anderen Muster, damit der Stimulus gerade
entdeckt wird. Die Beziehung zwischen den beiden Kontrasten sollte, wie in (3.60),
linear sein. Es wird also angenommen, dass der fiir den ”eigentlichen” Stimulus
zustidndige Kanal auch fiir den perturbierenden, superponierten Stimulus empfind-
lich ist. (c) zeigt, was geschieht, wenn der Kontrast fiir das perturbierende Muster
hinreichend groff und der fiir den ”eigentlichen” Stimulus dementsprechend klein
wird, dass nun der Kanal fiir das perturbierende Muster zum entdeckenden Kanal
wird, der durch das andere Muster nur mitaktiviert wird: Die Kontrast-Interrelation
(I) geht in die Kontrastinterrelation (II) tiber, die durch eine Gerade mit anderen Pa-
rametern charakterisiert ist. Formal 148t sich diese Beziehung wie folgt zeigen: Es sei
¢ der Schwellenkontrast fiir einen Stimulus (Kante, Linie, Gitter). Fiir einen etwas
von ¢g abweichenden Kontrast ¢ weicht die Antwort des Kanals von Schwellenakti-
vitéat so ab, dass die Reaktion durch eine lineare Funktion beschrieben werden kann
(Linearitét ist letztlich nur eine Approximation, also kann man keinen beliebigen
Kontrast annehmen). Kulikowski et al. betrachten nun die normierte Antwort

R=—. (3.61)
€o

Die normierte Antwort ist also proportional zur Sensitivitidt 1/co des Kanals, und
fiir ¢ = ¢p ist R = 1. Fiir eine Superposition zweier Muster soll nun gelten, dass
die Gesamtaktivitidt gleich der Sumkme der Teilaktivitédten ist. Dies folgt aus der
Linearitdtsannahme. Es sei nun cg; der Schwellenkontrast des Kanals fiir das erste
Muster, und cgo der Schwllenkontrast des gleichen Kanals fiir das zweite Muster.
Der durch die Superposition definierte Stimulus wird gerade wahrgenommen, wenn
C2

R="4

=1. 3.62
Co1 Co2 ( )

Die Beziehung zwischen ¢; und co ist demnach eine Gerade in einem durch C7 und
Cy definierten Koordinatensystem. Fiir ¢o = 0 folgt ¢1/co1 = 1, d.h. ¢; = ¢p1, und
analog folgt fiir ¢; = 0 die Beziehung co = cg2; die Gerade schneidet also die z- bzw-
y-Achse in cg1 bzw. cge. Man bemerke, dass cg; und cps die Schwellenkontraste der
beiden Stimulu einen und denselben Kanal sind. Besteht also der Gesamtstimulus
aus der Superposition einer Kante und eines Sinusgitter, so 148t sich im Prinzip die
Sensitivitidt des Kantendetektors fiir ein Sinusgitter mit der gegebenen Ortsfrequenz
bestimmen, und die Sensitivitdt des Gitterdetektors — fiir die gegene Ortsfrequenz
— fiir eine Kante.

Abb. 3.23 (b) zeigt die ersten Resultate. Eine diinne Linie wurde einem Sinusgit-
ter mit entweder der Ortsfrequenz 5 c/deg oder 7.6 c¢/deg superponiert. Die Gitter
konnten entweder in Sinus- oder Kosinusphase relativ zur Linie sein; die Sinuspha-
se impliziert dann einen ”negativen” Kontrast. Die Kontrastinterrealationen fiir die
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Abbildung 3.24: Kulikowski & King-Smith (1973): Gittersensitivitét von Detektoren
fiir Linien von .3’, .6" und 3’ Breite (Minuten/Sehwinkel), fiir zwei Versuchsperso-
nen JJK und EKS. Auflerdem wird die Empfindlichkeit des Liniendetektors Gitter in
verschiedenen Phasenlagen gezeigt. Die Sensitivitdtsfunktion entspricht den Funk-
tionen, die andere Autoren fiir die Sensitivitdt von Ganglienzellen gefunden haben
(Enroth-Cugell und Robson (1966)), und fiir kortikale Zellen (Campbell, Cooper und
Enroth-Cugell (1969)). (b) Die Empfindlichkeit des Liniendetektors fiir flankierende
Linien (Line-spread-function).
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beiden Gitter + Linie Stimuli sind sicherlich linear, d.h. die entdeckenden Kanéle
sind sicherlich im Schwellenbereich durch lineare Systeme zu approximieren. Die
Pfeile auf der z-Achse zeigen auf die Schwellenkontraste des Liniendetektors fiir Si-
nusgitter; dies sind also hypothetische Kontraste, fiir die der Liniendetektor durch
ein Sinusgitter bis zum Schwellenwert aktiviert wird.

Abb. 3.24 (a) zeigt die Empfindlichkeit von Liniendetektoren fiir Sinusgitter, und
die Empfindlichkeit fiir Sinusgitte in Abhéingigkeit von der Phase. Fiir die Kosinus-
phase ist die Empfindlichkeit maximal, fiir die Sinusphase ist sie minimal. In (b)
wird die Empfindlichkeit des Liniendetektors fiir flankierende Linien in Abhéngig-
keit von der Distanz der flankierenden Linien gezeigt. Die Kurve zeigt eine vn Null
verschiedene positive Empfindlichkeit fiir benachbarte Linien (bis ca .005’ Bogenmi-
nuten), die dann in eine inhibitorische Reaktion iibergeht, die fiir grofier werdende
Distanz gegen Null geht. Die durchgezogene Linie entspricht der Differenz zweier
GauB-Funktionen; die Funktion, die die inhibitorischen Effekte représentiert, hat
den grofleren Varianzparameter.

Abadi & Kulikowski (1973) haben die Bandbreite der Ortsfrequenzkanéle im
Paradigma von Superpositionsexperimeten weiter untersucht. Teststimulus war ein
Sinusgitter von 5 c¢/deg, dass entweder einem Sinusgitter gleichr Frequenz, oder ei-
nem Rechteckgitter superponiert wurde. Das Rechteckgitter hatte eine Ortsfrequenz
von entweder ebenfalls 5 ¢/deg, oder 1.67 c/deg, oder 1 c¢/deg. Die Reihe fiir ein
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Rechtecksgitter hat die Form

s(x) = % <sin(wx) + %sin(3 wz) + %Sin(5 wx) + - ) (3.63)

Die Antwort auf die Superposition hat die Form
g = crhr + cphp,

wobei ¢p der Kontrast des Teststimulus und 7Tz der Hintergrundmusters ist. Ay und
hp sind die Einheitsantworten (Einheit bezieht sich hier auf einen Kontrast gleich
1) des entdeckenden Kanals auf den Test- bzw. den Hintergrundsreiz. Fiir g = k
wird das Muster mit der Wahrscheinlichkeit py — etwa pg = .5 — entdeckt (zeitliche
Peak-Detektion). Absorbiert man den Faktor 1/k in hy und hp, so ergibt sich die

Kontrastinterrelation ) h
B

cr = -— —cp—. 3.64
T= g oy (3.64)
Die Steigung dieser Geraden ist durch das Verhéltnis hp/h7 der Einheitsantworten
gegeben. Abadi et al.s Vermutung war nun, dass das Hintergrundsmuster nur durch
diejenige Fourier-Komponente wirkt, die der Orstfrequenz des Stimulusmusters ent-
spricht. Fiir das 5 c¢/deg-Muster wiire dies die erste Komponente, die mit einem

Faktor 4/7 in das Hintergrundmuster eingeht.Es ist

Y A orsea 197, L2, L~ 255
1 s 37 5T
Abadi et al. fanden Steigungen von 1.289 + .089, .402 + .027 und .195 4+ .036, was

den Vorhersagen im Rahmen experimenteller Fehler entspricht.

3.4.6 Neuronale Kanile als Matched Filter

Wenn von Kanten-, Linien und Gitterkanélen die Rede ist, so wird damit ausge-
sagt, dass diese Kanéle maximal empfindlich sind fiir eben diese Kanten, Linien und
Gitter. Linien konnen eine bestimmte Breite haben, Kanten miissen nicht notwen-
dig durch eine Schrittfunktion definiert sein, sondern kénnen wie eine Rampe oder
sigmoidal verlaufen. Die Frage ist, ob es Kanile fiir jede dieser Varianten gibt oder
nicht, und wenn ja, fiir welche Musterkomponenten es iiberhaupt Kanéle gibt. Die
Superpositionsexperimente, die von Shapley und Tolurst und insbesondere von Ku-
likowski und King-Smith durchgefiihrt wurden legen nahe, dass die Hypothese, dass
ein spezieller Kanal fiir irgendein vorgegebenes Muster (zunéchst noch 1-dimensional
definiert) ebenfalls iiber Superpositionsexperimente diskutiert werden kann. Die Sy-
stemfunktion eines Kanals, der fiir ein bestimmtes Muster maximal reagiert, 148t
sich leicht ableiten. Es sei H die Systemfunktion eines Kanals und S sei die Fou-
riertransformierte eines Signals (Stimulus). Die Antwort an der retinalen Position z
dieses Kanals ist dann durch
1 [ -
g(x) = / H(w)S(w)e“*dw

27 J_
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gegeben. In Abschnitt 1.2.11, Gleichung (1.181) wurde die Beziehung zwischen S
und H aufgefiihrt, die an einem Punkt xy die Antwort maximiert. Fiir ¢ = 0 wird
der Stimulus foveal prasentiert und der Filter fiir foveal présentierte Stimuli der
entsprechenden Art reagiert. Die Relation (1.181) erlaubt es, die Systemfunktion des
angesprochenen Kanals vorherzusagen, — vorausgesetzt, die zeitliche Peak-Detection-
Annahme gilt und die Versuchsperson orientiert sich tatsichlich an der Aktivitdt in
Zo, ob nun zg = 0 oder zo # 0 gilt.

Nun gehen die Ubertragungsfunktion der Linse, der Retina und des corpus ge-
niculatum laterale in die Filtercharakteristika mit ein. Es ist denkbar, dass diese
Stationen der Musterverarbeitung wie ein Vorfilter wirken und der musterspezifi-
sche Kanal auf die Antwort dieses Vorfilters auf den Stimulus arbeitet. Wird zu-
sammenfassend dieser Vorfilter durch eine Systemfunktion Hy(w) représentiert und
hat der Stimulus die Fouriertransformierte S(w), so ist die Fouriertransformierte der
Antwort des Vorfilters durch

Go(w) = Ho(w)S(w) (3.65)

gegeben. Der entdeckende Filter mufl dann an diese Antwort des Vorfilter, der das
Signal fiir den entdeckenden Filter ist, angepaft sein, d.h. seine Systemfunktion muf}
die zu Go(w) konjugiert komplexe Funktion sein. Die Antwort des angepafiten Filters
fiir irgendein x ist durch

gs(z,c) = % /_OO Ho(w)(S(w)[Ho(w)S(w)]*e™*dw (3.66)

gegeben. Es werden nun die folgenden Annahmen gemacht:

A1l: Fiir einen foveal prisentierten Stimulus wird die Entdeckensantwort durch den
Wert von g5 in £ = x¢g = 0 bestimmt,

A2: Der Stimulus wird durch den angepafiten Filter entdeckt, wenn ¢5(0) = k, k
eine Konstante.

A3: Der Vorfilter Hy ist eine gerade Funktion von w, d.h. Hy(w) = Ho(—w).

Fiir die Antwort in = 0 erhélt man dann aus (3.66)

c oo

95(0,¢) = ;ﬁ/_oo Ho(w)S(w)[Ho(w) S (w)]"dw | Ho(w)S(w)[* dw  (3.67)

o
gleichbedeutend ist. Da der Experimentator den Stimulus s(x) vorgibt, ist S(w) als
Fouriertransformierte von s bekannt. Gelingt es jetzt auch noch Hy(w) abzuschitzen,
kann man im Prinzip den Wert von g,(z) fiir beliebige « berechnen. Das Problem ist
nun aber, Hy zu schéitzen, denn man mufl damit rechnen, dass fiir jeden Stimulus s,
den man wéhlt, die Beziehung (3.67) besteht, — die Aufgabe ist aber, anzuschiitzen,
ob iiberhaupt ein Filter fiir s existiert, der an s angepaflt ist.

Um diese Aufgabe anzugehen, wird zunéchst die Systemfunktion fiir einen Kanal,
der maximal im Sinne des Matched Filters auf ein Signal s reagiert, angeschrieben.
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Nach (3.65) ist die Fouriertransformierte der Antwort des Vorfilters auf s durch
Go = HyS gegeben, und der nun folgende Matched Filter hat die Systemfunktion
(HpS)*. Der Vorfilter und der Matched Filter sind zwei in Reihe geschaltete Filter:
zunéchst Hy, dann (HyS)*, und diese Folge von Filtern hat dann die Systemfunktion

Hy(w) = Ho(w)(Ho(w)S(w))* = [Ho(w)[*S*(w). (3.68)

Man kann nun die Fouriertransformierte Fj der Antwort auf einen beliebigen Stimu-
lus sp auf den durch Hy charakterisierten Kanal bestimmen:

|Ho(w)[2S*(w)Sp(w), sp # s
Fy(w) = (3.69)
|Ho(w)P|S(w)?, sp=5

Die Hypothese des Entdeckens durch einen Matched Filter fiir einen vorgegebe-
nen Stimulus s kann wieder {iber ein Superpositionsexperiment getestet werden. Da-
zu wird der Stimulus auf einem Sinus- oder Kosinusgitter mit Ortsfrequenz f = w /27
prasentiert und der Schwellenkontrast co(f) fiir s in Abhéngigkeit von f bestimmt,
wobei f einen hinreichend groflen Bereich durchlauft. Es 148t sich nun zeigen, dass die
resultierende Schwellenkurve co(f) versus f proportional zum Realteil der System-
funktion des entdeckenden Kanals ist, wenn das Hintergrundgitter in Kosinusphase
ist, und proportional zum Imaginarteil der Systemfunktion, wenn das Hintergrunds-
gitter in Sinusphase ist (jeweils relativ zu z = 0).

Um diese Behauptung einzusehen, wird zunéchst die den Gesamtstimulus defi-
nierende Superposition angeschrieben:

cpsin(woz), Sinusphase
o(x) = css(x) + (3.70)
cp cos(wpz), Kosinusphase

Die Fouriertransformierte von o(x) ist dann

—cBiw[(S(w — OJo) — 5(&) + UJO)]
Y(w) = ¢S (w) + (3.71)
epm[d(w — wp) + 0(w + wo)]

Die Gleichung (3.69) liefert nun die Fouriertransformierte der Antwort des hypotheti-
schen Angepafiten Filters auf das Stimulusmuster o (z). Denn unter Beriicksichtigung
von (3.68) erhélt man zunéchst

und dann

—cpim|Ho(w)?[0(w — wo) — 8(w + wo)]
Fp(w) = ¢5|Ho(w)?|S(w)* + (3.72)
CBW|Hg(w)\2[5(w — wp) + 6(w + wp)]
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Die Antwort des durch H, definierten Filters in = zg = 0 ist dann
1 [o.¢]
gs(0) = 277/—00 Hy(w)X(w)dw.

Setzt man fiir ¥ den in (3.72) gegebenen Ausdruck ein, so erhélt man

gs(0) = 26—; /_OO |H0(w)|2|5(w)|2dw + cgRp(w) (3.73)
mit .
—%(|Ho(wo)[*S*(wo) — [Ho(—wo)[*S*(—wo)
Rp(w) = (3.74)
3 (I Ho(wo)[25* (wo) + | Ho(—wo) |*S* (—wo)
Weiter sei

S(w) = S1(w) +iS(w), i=+v—1 (3.75)

d.h. S; sei der Real-, und Sy sei der Imaginérteil von S. Dann folgt wegen der
Annahme A3:

| Ho(wo)|*S™ (wo)—|Ho(—wo)|*S™(—wo) = [Ho(wo)|* (1 (wo)+iS2(wo)—S1 (—wo) —iSa(—wy).

Nun ist der Realteil einer Fouriertransformierten stets eine gerade Funktion von w
bzw. wg, und der Imaginérteil ist eine ungerade Funktion, so dass

Sl(wo) - 51(—0.20) = 0, iSQ(WQ) — ’iSQ(—wO) = 2iSQ(W0).

Damit hat man fiir Rp im Falle der Sinusphase des Hintergrundgitters Rp(wp) =
mS52(wp). Auf analoge Weise findet man fiir die Kosinusphase des Hintergrundgitters
Rp(wo) = mS1(wp); zusammenfassend erhélt man das Resultat

7| Ho(wo)|?S2(wp), Sinusphase
RB(w()> = (3.76)
7| Ho(wo)|?S1(wo), Kosinusphase

Es werde nun zunéchst der Fall betrachtet, dass das Testmuster ohne ein unterlegtes
Gitter prasentiert wird und der Schwellenkontrast fiir dieses Muster gleich ¢y, ist.
nach A2 wird das Muster entdeckt, wenn gps — die Antwort des entdeckenden Ka-
nals, wenn kein Hintergrundgitter présentiert wird — gleich k ist, k eine bestimmte
Konstante, wenn also

s [ | Hy(w)S(w)2dw = & (3.77)
21 J_ oo
gilt. Dann folgt
1 [ k
— Ho(w)S(w)[?dw = — 3.78
5 | @S = = (3.75)
Damit folgt aus (3.73) fiir das Entdecken
95(0) = k:CC— +epRp(wo) = k. (3.79)
0s
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Fiir gegebenen Wert von wy, der Ortsfrequenz des Hintergrundmusters, ist die Be-
ziehung zwischen c¢s und cp offenbar linear. Insbesondere erhilt man fiir Rp den
Ausdruck

Rp(w) = - <k - kc> , (3.80)

CB C0s
bzw. 1
A Cos — Cs
- - . .81
plts(en) = (3.81)

Die rechte Seite enhilt nur empirisch bestimmte Gréflen, wiahrend links ein von den
bekannten Gréfien Si(wg) oder Sz(wp) und der unbekannten GroBe (m/k)|Ho(wo)|?
abhingender Term steht. Es sei nun nach(3.76),

RB7sin(w0) = W‘HO(CUO)PSQ(WO), RB,cos = W’Ho(cdo)‘Qsl(wO). (3.82)

Fiir die GroBen Rpgin(wo), und Rp cos liegen die empirischen Abschétzungen (3.81)
vor. Dividiert man sie durch Sa(wp) bzw. durch S1(wp), so erhélt man die Schéatzun-
gen A
(1/k)Rp sin(w)
Sa(w)
Man erhélt also zwei Schéitzungen fiir |Hp(wo)|*. Man kann auch die vorhandene

Information iiber |Hg(wp)|? gleich zusammenfassen, um eine méglicherweise bessere
Schétzung zu bekommen. Es ist ja

(1/k)RB,COS(w)
S1(w)
|2

~ |Ho(wo)|?, ~ |Ho(wo)|?. (3.83)

VR n(@0) + Rireos (w0)? = | Ho(wo)|*\/ S3(w0) + S3(wo),

VR sin(w0)2 + R cos(wo)? = 7| Ho(wo) |*|S (wo) . (3.84)

|S(wp)|? ist aber bekannt. Schreibt man nun Cs,sin, Wenn ¢, fiir das Hintergrundgitter
in Sinusphase bestimmt wurde, und cscos, Wwenn ¢, fiir das Hintergrundgitter in
Kosinusphase bestimmt wurde, so erhilt man die Abschéitzung

1 N2 _ 2
1 (COs Cs,sm) + <C()s Cs,cos) ~ ’HO(WO)‘Q- (3.85)
™ €0sCs,sin C0sCs,cos

Man muf} also einerseits den Schwellenkontrast cys fiir das Stimulusmuster s ohne
Hintergrund bestimmen, und dann die Schwellenkontraste c,gin und cscos fiir das
Stimulusmuster mit Hintergrund, fiir eine Reihe von wg-Werten. Dann lassen sich
die |Ho(wo)|?>-Werte iiber (3.85) abschitzen. Aufgrund von (3.81) und (3.76) lassen
sich jetzt die Ry(wp)-Werte fiir die verschiedenen wy und die beiden méglichen Phasen
des Hintergrundmusters voraussagen. Damit hat man einen Test der Hypothese, dass
fiir ein vorgegebenes Muster s ein angepasster Filter existiert.

Hauske, Wolff und Lupp (1976) haben als Erste einen Versuch der beschriebe-
nen Art durchgefiihrt. Abb. 3.25 zeigt die von den Autoren verwendeten. Stimuli.
Wihrend Tolhurst (1972) und Shapley und Tolhurst (1973) nur die Hypothese der
Existenz von Kantendetektoren gepriift haben und auch Kulikowski und King-Smith
(1973) kaum iiber diese Klassen von Stimuli hinausgingen, wird bei Hauske et al.
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Abbildung 3.25: Luminanzprofile der Stimuli in der Untersuchung von Hauske, Wolff
und Lupp (1976). (a) eine tiefpassgefilterte Kante sowie eine Schrittfunktion, (b)
eine als Rechteckprofil definierte senkrechte Linie, sowie eine doppeltedifferenzierte
Linie, (c¢) helle Linien mit zwei unmittelbar benachbarten dunklen Streifen, (c) zwei
unmittelbar benachbarte Halbzyklen eines Kosinusgitters (| cos(wpx)|), sowie eine
Exponentialfuinktion.

(1) 2 3
,1 019deg ‘“' e c 00%deg
o i =5 : o
I b _—I‘ i " d —
)
{=—0083deg

Abbildung 3.26: Resultate fiir die Stimuli in Abb. 3.25 (1) - (3). (a) Sensitivitétsfunk-
tionen fiir die indizierten Stimuli, (b) Spektren (Real- und Imaginérteil der Muster,
(c) Quotient des geschiitzten Teils des Spektrum und des entsprechenden Teils des
Stimulusspektrums; der Quotient ist eine Schiitzung fiir |Ho(wp)|?, gemiB (3.83)).

f (c/deg) ——== A flc/deg) ——e—

eine groflere Vielfalt von Stimuli betrachtet. Der eigentliche Test der Matched-Filter-
Hypothese findet sich in Abb. 3.26 (c). Die Kurven sind Schiitzungen von | H (o(wo)|?
und sollten also unabhéingig vom verwendeten Stimulusmuster im Prinzip identisch
sein. Stellt man die unvermeidlichen Mef}fehler in Rechnung, so kann man sagen,
dass die Hypothese mit den Daten kompatibel ist.

Abb. 3.27 zeigt die Daten fiir die Stimuli in Abb. 3.25 (4). Die Interpretation der
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Abbildung 3.27: Resultate fiir die Stimuli in Abb. 3.25 (4). (a) Sensitivitatsfunktio-
nen fiir die indizierten Stimuli, (b) Spektren (Real- und Imaginérteil der Muster,
(c) Quotient des geschiitzten Teils des Spektrum und des entsprechenden Teils des
Stimulusspektrums; der Quotient ist wieder eine Schitzung fiir |Ho(wp)|?, gemiB

(3.83)).
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Abbildung korrespondiert zu der fiir die Abb. 3.26. In (a) wird noch die Schétzung
der Modulationsiibertragungsfunktion (MTF) fiir einfache sinuoidale Gitter gezeigt.
Die Schiitzungen fiir |Ho(wp)|? fiir den Doppel-Kosinus-Stimulus liegen etwas nied-
riger als die fiir die aus den Real- und Imaginérteilen das anderen Musters (Expo-
nentialfunktion). Man kann sagen, dass die Daten der Hypothese insgesamt nicht
widersprechen. Die Hypothese wird allerdings kritisiert: es sei unplausibel, dass das
visuelle System iiber eine grofle Anzahl von musterspezifischen Filtern verfiige. Denn
letztlich sind hier nur einige Spezialfille von Mustern untersucht worden, fiir die zu-
dem gilt, dass der Punkt maximaler Antwort an der Stelle o = 0 liegt. Stimulusmu-
ster sind aber eigentlich 2-dimensional, — der Fokus auf 1-dimensionale Muster ergibt
sich ja nur aus dem Wunsch, zunéchst einmal einfache Muster zu uintersuchen. Soll
die Hypothese aber allgemeine Giiltigkeit haben, so muf§ auch gepriift werden, ob fiir
andere Muster der Ort maximaler Antwort auch an Punkten (xo,y0) # (0,0) liegen
konnte. Eine weitere Frage ist die nach dem Entdecken komplexerer Muster, die aus
Mustern der hier betrachteten Art zusammengesetzt sein konnen. Die Vermutung,
dass das visuelle System nur iiber wenige Feature Detectors wie etwa Ortsfrequenz-
filter verfiigt, aus deren kombinierter Aktivierung sich die neuronale Représentation
des komplexen Musters ergibt, ist sicherlich sehr viel plausibler als die Hypothese,
dass das visuelle System iiber eine Unzahl aspektspezifischer Detektoren verfiigt.

Folgt man dieser Kritik, so wird man auf die Gegenfrage gefiihrt: kann man etwa
nur mit Ortsfrequenzfiltern die Ergebnisse von Hauske et al. erkldren? Insbesondere
Graham (1989) argumentierte, dass die Daten der Art, wie Hauske et al. sie vor-
stellen, durch das Prinzip der Wahrscheinlichkeitssummation zwischen Ortskanélen
erkliart werden koénnen. Die Anpassung eines solchen W-Summationsmodells an die
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Daten ist aber anscheinend nie durchgefithrt worden. Die Argumentation, wie sie
von Graham vorgebracht wurde, &8t aber die Moglichkeit aufler Acht, dass die von
Hauske et al. gefundenen Filter gar nicht fiir sich existieren, sondern durch Prozes-
se des perzeptuellen Lernens erst wihrend des Experimentierens entstehen; bereits
Hauske et al. merkten — eher beildufig — an, dass ihre Befunde als eine Art Adapta-
tionsprozess des visuellen Systems verstanden werden kénnen. In der Tat 148t sich
zeigen, dass die Wirkung der Hebb-Regel impliziert, dass Neurone, deren rezeptives
Feld sich nach Mafligabe der Hebb-Regel modifiziert, bei mehrfacher Darbietung ein
und desselben Stimulus gegen einen Filter konvergieren, der fiir den Musteraspekt,
der das rezeptive Feld des Neurons iiberdeckt, zu einem Matched Filter wird (Nach-
tigall, 1991). Man wiirde dementsprechend vorhersagen, dass (i) Matched Filter nur
fiir hinreichend kleine Stimuli beobachtet werden kénnen, und die Hypothese des
Entdeckens durch Matched Filter modifiziert werden muf}: der Stimulus wird nicht
durch einen Matched Filter entdeckt, der auf das Gesamtmuster reagiert, sondern
durch denjenigen, der durch einen Musteraspekt maximal relativ zur Erregung der
iibrigen aktiviert wird. Dieses Modell wird weiter unten ausfiihrlich vorgestellt. Hier
sollen zunéchst weitere Daten vorgestellt werden, die nahelegen, dass in der Tat
Matched Filter existieren kénnen, méglicherweise als Resultat eines Lernprozesses.

Meinhardt (1995) hat ist in einer Reihe von Versuchen der Frage nachgegangen,
ob Effekte der Wahrscheinlichkeitssummation die Daten erkldren kénnen, die mit
der Matched-Filter-Hypothese kompatibel sind.

hier kapitel {iber W-Summation zwischen Ortsfrequenzkanélen und spatiale
W-Summation
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Anhang A

Anhang: Fourier- und
Laplace-Transformationen

Die Diskussion des Verhaltens linearer dynamischer Systeme mit konstanten Ko-
effizienten wird oft vereinfacht oder veranschaulicht, wenn man von der Tatsache
Gebrauch macht, dass viele Funktionen als additive Uberlagerung von Sinus- und
Kosinusfunktionen dargestellt werden kénnen. Diese Darstellung geht auf Fourier
zuriick, und man spricht von der Fourier-Analyse bzw. Fourier-Transformation. Ei-
ne Verallgemeinerung wurde von Laplace vorgeschlagen. In diesem Abschnitt sollen
einige Resultate derTheorie der Fourier- bz. Laplace-Transformation angegeben wer-
den. Auf Beweise oder Herleitungen mufl dabei zum Teil verzichtet werden. Der in-
teressierte Leser sei dazu auf die Literatur verwiesen (z.B. Bracewell (1978), Papoulis
(1962)). Eine insbesondere fiir das Selbststudium sehr gut geeignete Einfithrung in
die Theorie der Fourier- und Laplace-Transformation gibt Hsu (1967).

Voraussetzung fiir die Fourier- und Laplace-Analyse ist der Begriff der komplexen
Zahl. Es werden zunichst einige der wichtigsten Eigenschaften komplexer Zahlen
zusammengestellt.

A.1 Komplexe Zahlen

Gegeben sei die Gleichung 22 + 1 = 0; gesucht ist eine Losung fiir 2. Da z? = —1
findet man x1,» = ++/—1. Diese Zahl ist offenbar nicht ”reell”. Gleichwohl erweist es
sich als niitzlich, mit ihr zu rechnen. Dazu fithrt man das Symbol i = v/—1 ein. Aus
der Definition der Wurzel folgt, dass dann > = —1. Dementsprechend kann man
weitere Potenzen i* bilden, k¥ € N, N die Menge der natiirlichen Zahlen 1, 2, 3, ...
CSoist i3 =i-i2=—i,i'=i2.?=—-1-—-1=1,°=i-i*=i-1=1, etc.

Man kann nun die Menge R der reellen Zahlen erweitern zur Menge C der kom-
plexen Zahlen z = z+iy € Cmitz € R,y € R. Damit ist z durch das Zahlenpaar
(z, y) bestimmt. Formal entspricht diesem Paar ein Vektor, und damit ist z durch
graphisch durch einen Vektor im Argand Diagramm darstellbar: Die X-Achse bildet
den Realteil = der komplexen Zahl ab, und die Y-Achse den Imaginirteil y (man
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Abbildung A.1: Argand Diagramm fiir z = = + iy

Y
Y

A

bemerke, dass y, nicht iy abgetragen wird). |z| ist die Linge des Vektors z; |z| wird
auch als Betrag der komplexen Zahl bezeichnet.

Zwei komplexe Zahlen z = x + iy und 2z’ = 2’ + 4y’ sind dann identisch, wenn die
Paare (z, y) und (2, 3/) identisch sind, d.h. wenn 2 = 2’ und y = v’ gelten.

Essei z=xz+iy € C,dann heifit z =z —iy € C die zu z konjugiert komplexe
Zahl. Ist also z = (z, y), so ist Z = (z, —y).

Das Rechnen mit komplexen Zahlen Fiir komplexe Zahlen gelten die folgenden
Rechenregeln:

1. Addition: Es seien z; = 1 + 1y; und zo = x9 + 1y2 zwei komplexe Zahlen.
Dann ist als Summe von z; und zo die komplexe Zahl

214+ 20 =21 + 22 +i(y1 + y2)- (A1)

erklart. Die Addition ist also formal der Addition reeller Zahlen dqzuivalent;
sie entspricht der Addition der Vektoren (z1, y1)’ und (z2, y2)'.

2. Multiplikation: z;, zo seien komplexe Zahlen. Die Multiplikation wird eben-
falls durchgefiihrt, als multiplizierte man reelle Zahlen: es ist

z1zo = (x1+iy1)(z2 +iy2) = 129 + iT1Yy2 + iw2y1 + 2yrys =
= z22 — Y1y2 + i(@1y2 + 22u1). (A.2)

Dem Produkt z = z29 entspricht also das Paar
z = (x172 — Y1y2, T1Y2 + T2Yy1).
Es sei insbesondere z9 = Z1; dann ist
=znzn=|al>=21+y; € R A3
2z =217 = || =21 +yi € (A.3)

denn z1y2 + z2y1 = x1y1 — x1y1 = 0. Der Wert des Betrages der komplexen
Zahl z = x + iy folgt hieraus sofort:

|z] = Va2 + y? (A.4)
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3. Division: Gesucht ist z = 21/29 = x + dy. Schreibt man diese Gleichung
in der Form zzo = 21, so kann man das Produkt zzy bilden und daraus die
Komponenten des Vektors (z, y) bestimmen. Aquivalent dazu ist das folgende
vorgehen: man erweitere z mit zp; dann ist z = 2122/ (2222) = 2122/ (23 + v3),
nach 2. Setzt man a = 1/(z3+y3), so ist 21 /22 = az1z2 = (w1 +iy1) (w2 —iys) =
129 — iT1Yy2 + iT2y1 — i2y1y2), d.h. man hat

21 .
z= & 122 + Y192 — {(T1y2 — T2y1). (A.5)

Die Eulerschen Relationen Nach Abb. A.1 ist

cosp =xz/lz|, sinp=y/|z|

und mithin
x =|z|cosp, y=]|z|sing

Fiir z = z 4 iy ergibt sich demnach die Darstellung
z = |z|(cos ¢ + isin g); (A.6)

Diese Darstellung von z heifit trigonometrische Darstellung von z, im Gegensatz
zur kartesischen Darstellung z = x + 1y. Der Faktor (cosp + isin¢p) heifit auch
Richtungsfaktor der komplexen Zahl z. Da zwei komplexe Zahlen z = (z, y) und
2 = (a', y) genau dann gleich sind, wenn x = 2/ und y = ¢/ gilt, folgt, dass dann

|z| = 2| und ¢ = ¢'(mod )27 gilt!

Die Funktionen cos ¢ und sin ¢ kénnen in (MacLaurin-) Reihen entwickelt wer-
den. Es ist

2 4 6 2n
ST T . 1
cosp = 1 o T et (—1) o (A.7)
3 5 7 2n+1
. ¥ P P n_¥
= p—-—=+———-——=+..+(-1)"——+£ ... A8
e A R T Sl Py (A-8)
Die Reihenentwicklung fiir e ist
A28 o AP
A f— —_— —_— o e e — JE—
=14 At G+ 5t —Zk! (A.9)
k=0
Fiir A = iy insbesondere erhélt man
(e e] .
- (ip)"
e =" 0 (A.10)
k=0

Beriicksichtigt man das eingangs genannte Bildungsprinzip fiir i* und schreibt man
die Reihen fiir cos ¢ und isin(p) gemi (A.7) und (A.8) an, so sieht man, dass ¥

'Es seien a und b zwei reelle Zahlen. a = b(mod2r, d.h. a ist dquivalent b modulo 27, bedeutet,
dass die Differenz a — b durch 27 ohne Rest teilbar ist. Ist k eine natiirliche Zahl, so soll also etwa
(a —b) = k(27), also a = b+ k(27), gelten.
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gerade die Summe der Reihen fiir cos ¢ und isin(yp) ist, d.h. man erhélt die Eulersche
Formel .

e = cosp + isinp. (A.11)
Damit erhélt man die zu (A.6) dquivalente Schreibweise

z = |z|e"?, (A.12)

wobei |z| = /22492 und ¢ = tan~!(y/z) ist. Hat man zwei komplexe Zahlen
z1 = |z1]| exp(ip1) und zo = |22| exp(ip2), so ergibt sich fiir das Produkt z sofort

z = 2120 = | 21| || F1H92) = |2]e?® (A.13)

Die Multiplikation zweier komplexer Zahlen liefert also eine komplexe Zahl, deren
Betrag gleich dem Produkt der Betrdge der Faktoren und deren Phasenwinkel ¢
durch die Summe der Phasenwinkel der Faktoren gegeben ist. Insbesondere erhélt
man leicht einen Ausdruck fiir die Potenz 2", wobei n eine natiirliche Zahl ist:

2" = (|z]ew)n = |2|"e™? = |2|"(cos ny + i sinnyp) (A.14)

Der Ausdruck auf der rechten Seite dieser Gleichung ist als Moivresche Formel fiir
2" bekannt.

Fiir die Division erhilt man sofort

<1

— @ei(w—wz) (A.15)
z2 |2
Es sei insbesondere z; = 1; der Imaginérteil von z; sei also gleich Null. Fiir den

Phasenwinkel von 2 gilt dann ¢; = tan=10/1 = 0. Dann folgt aus (A.15)
1 1 ;
z=—=—e ¥ (A.16)

Z9 o |22|

Fiir z = |z|(cos ¢ + isin ¢) erhélt man insbesondere

1 1
- =— A7
-2 (A17)
so dass w = 1/z durch
1 1
w=-= m(cosg@—ising@) (A.18)

gegeben ist.

Die Eulersche Formel fiithrt zu niitzlichen Ausdriicken fiir cos ¢ und sin . Of-
fenbar ist e=% = cos(—¢) + isin(—¢). cos ist eine gerade Funktion und sin ist
eine ungerade Funktion, d.h. cos(—¢) = cos ¢, sin(—¢) = —sinp. Also ist e~ =
cos ¢ — isin . Demnach findet man e 4+ e~% = 2cos ¢, oder

i —ip
cos = % (A.19)
Ebenso findet man e’? — e~ = 2isin ¢, oder
W =P
sinp = % (A.20)
7
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A.2 Fourier-Reihen

A.2.1 Periodische Funktionen
Definition A.2.1 FEs seiu: R — R eine Funktion mit der Eigenschaft
ulz)=u(z)+7T, 0<TeR (A.21)

fiir alle x. Dann heift u periodisch, T' ist der Wert der Periode.

Folgerung: Die Funktion u sei periodisch mit der Periode T. Da dann u(x) =
u(x 4+ T) fiir alle z € R gilt, kann x durch x + T ersetzt werden, so dass

wz+T)=u((x+T)+T) =u(z+2T)

gelten mufl. Ebenso sieht man, dass dann auch u(z) = u(xz + 3T) gelten muf}, d.h.
allgemein
w(z) =u(z+nT), neN. (A.22)

Man kann sagen, dass periodische Funktionen wéihrend verschiedener Zeit- oder
Ortsabschnitte der Dauer oder Lénge T stets die gleiche Form haben. Représentiert
die Zeit, so liegt es nahe, von u als einer Schwingung zu sprechen. Bekannte Beispiele
fiir periodische Funktionen sind sin(wz) und cos(wz). Es werde zunichst der Fall
w = 1 betrachtet. Bekanntlich ist sin x = sin(z + 27); ebenso ist cos z = cos(x + 27).

Es sei nun 1 # w € R. Dann existiert sicherlich ein T" € R derart, dass sin(wz) =
sin(w(z 4+ T)). Setzt man wz = y, so gilt sicherlich siny = sin(y + 27); das heifit
aber sin(wz) = sin(wx + 27). Also mufl wz + 27 = w(z +T') = wr + w7 sein und
mithin w1 = 2x7. Nun existiert sicherlich eine Zahl f derart, dass w = 27w f. Dann
folgt 2w fT = 2w oder fT =1,dh. f=1/T oder T =1/f.DaT =2n/w=1/f die
Dauer einer Periode (Schwingung) ist, mufl f die Anzahl der Durchldufe wihrend
einer Zeiteinheit sein. f heifit die Frequenz der Schwingung. Représentiert x einen
Ort, so spricht man von f als der Ortsfrequenz. Die Betrachtungen fiir coswzx sind
analog.

Es 1a8t sich zeigen, dass sich beliebige (zumindest alle praktisch relevanten) pe-
riodische Funktionen durch Superposition, d.h. additive Uberlagerung, von Sinus-
bzw. Kosinusschwingungen darstellen lassen. Dazu wird zuerst gezeigt, dass die Be-
ziehung

Acoswx + Bsinwz = |a| cos(wz + ¢) (A.23)
gilt mit
B
la| = VA2 + B2, o =tan ' 1 (A.24)

|a| heifit Amplitude, ¢ heiit die Phase der Schwingung. Man zeigt, dass die Bezichung
(A.23) tatséchlich gilt, indem man man die Eulerschen Formeln

sinwe = (7 — ¢ 97) /2], coswa = (47 4+ eT) /2
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in die linke Seite von (A.23) einsetzt und die Terme mit den Faktoren e/® bzw. e /%

zusammenfafit; wegen B/2j = —jB/2 erhilt man

A +jB€ij n A—JB i
2

Dabei sind a = A+ jB und a = A — j B konjugiert komplexe Zahlen, die in der Form

a = |ale’?, @ = |a|7% mit |a| = VA2 + B2, p = tan"}(B/A) dargestellt werden

konnen. Setzt man diese Beziehungen ein, erhilt man (A.23). O

Acoswz + Bsinwx =

Die Funktion u(z) = |a|cos(wxz + ¢) ist wieder periodisch, mit der gleichen
Periode T' = w/27m wie coswz. Die Tatsache, dass u um den Betrag ¢ (phasen-
)versetzt ist, dndert ja nichts an der Periodizitiit.

Es werden nun zwei Schwingungen u; = coswix und ug = cos wex betrachtet, fiir
die wo = 2w; gilt. Dann folgt 27 fo = 27 f1, d.h. us hat die doppelte Frequenz wie u;.
uy hat die Periode T} = w1 /27 = 1/ f1, und ug hat die Periode Ty = wy /21 =1/ f3 =
T /2. Natiirlich hat uy auch die Periode 77, denn nach der Zeit 77 wiederholt sich
der Schwingungsverlauf ja ebenfalls wieder. Analog findet man, dass usz = coswsx
mit wy = 3w; die dreifache Frequenz f3 = 3f; und dementsprechend die Periode
T3 = T1/3 hat. Auch uz hat gleichzeitig die Periode T3, da sich ug ja ebenfalls nach
der Zeit Ty (zum dritten Mal!) wiederholt. Allgemein hat coswpz = cosnwiz die
Periode T,, = T} /n und die Frequenz f,, = nf; und wiederholt sich nach der Zeit T}
zum n-ten Mal, ist damit also auch wieder periodisch mit der Periode Tj.

Gelten nun fiir die Funktionen u; = coswix und us = coswox die Beziehungen
w1 = Mmwyp, wa = nwyp, so haben beide Schwingungen u.a. die Periode Ty = 27 /27, da
sich dann nach der Zeit Ty der Verlauf beider Funktionen wiederholt. wy = 27 fo heifit
die Grundschwingung, bzw. fo heifit die Grundfrequenz von u; bzw. ug, und wegen
mwoy = Wy, = 27mfoy, nwy = wy, = 2mn fo heiflen wy, und w, fir m > 1 die (m — 1)-
ten bzw. (n — 1)-ten Oberschwingungen oder Harmonischen Oberschwingungen von
wp. fm und f, sind die entsprechenden harmonischen Frequenzen.

Definition A.2.2 Fir die (Kreis-)Frequenzen wy und we gelte wy = mwy und wy =
nwo, so dass
w_m (A.25)

wy N
gilt. Dann heiflen w1 und we kommensurabel.

Sind zwei Schwingungen mit den Frequenzen w; und we nicht kommensurabel, so
existiert keine Periode T, nach der fir beide Schwingungen der Verlauf von vorn
beginnt. Sind sie dagegen kommensurabel, so existiert diese Perioden T'; fiir die eine
Schwingung beginnt nach der Zeit T der Verlauf etwa zum c-ten, fiir die andere zum
n-ten Mal, 1 < m,n € N.

A.2.2 Superpositionen

Es sei A = ay,, B = b, w = nwp; dann folgt aus (A.23) die Beziehung
un () = ap, cos nwox + by, sin nwoxr = |c,| cos(nwoy + ©n) (A.26)
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mit
b
el = Va2 + b2, @, =tan ' = A.27
n n a
n

Zum Zeitpunkt Ty = wp/27 beginnt fiir alle u,, n = 1,2,3,--- ein erneuter Durch-
lauf. Deshalb wird auch die Summe

S(z)=a+ Z(ak cos kwox + by sin kwoz) = a + Z lex| cos(kwox — ) (A.28)
k=1 k=1

ein periodische Funktion sein, die nach der Zeit Ty ihren Durchlauf erneuert. Die
additive Konstante o dndert an dieser Periodizitidt nichts, da « als eine Funktion
aufgefafit werden kann, die an jeder Stelle periodisch ist.

Aufgrund der Eulerschen Relationen gilt

ej(kwox) + e—J(kwoz) ] edkwoz _ o—jkwox
cos kwox = ,  sinkwozr = 5
J

2

Dann folgt

b 4 b 4
ay, cos kwox + by, sin kwox = Gk 1 k) eihwor 4 L k) gmdkwor
2 27 2 27

Die Faktoren ay/2 + br/2j und ax/2 — by /2j sind offfenbar komplexe, insbesondere
konjugiert komplexe Zahlen. Fiihrt man die Notation

—_

Qg bk (7% jbk .
- _ Gk J% 2 A2
ag 5 T 2~ 2 5 2(% Jbk) (A.29)
ag bk Qg jbk 1 .
_ = _ — = — _— = b A
Qg 5 T2 2 5 2(% + jb) (A.30)

ein, so lassen sich die Koeflizienten a; und by in der Form
ap =ap +a_p, b= ](Oék — Oé,k) (A?)l)

anschreiben, und die in (A.28) eingefiithrte Summe S(z) kann in der Form

S(x) = Z o el ko (A.32)

k=—n
geschrieben werden.

Der Verlauf der Funktion S(x) wird von den Konstanten wg = 27 fp und ay, by,
k=1,2,--- ,n, also von insgesamt 2n + 1 Konstanten bestimmt. Diese Konstanten
kann man (nahezu) beliebig wihlen, um dann eine entsprechend willkiirliche Funk-
tion S(x) zu erhalten. Es liegt deshalb nahe, zu vermuten, dass eine vorgegebene
Funktion u(x) durch geeignete Wahl dieser Konstanten ebenfalls als eine solche Rei-
he dargestellt werden kann. Um diese Vermutung diskutieren zu kénnen, werden in
Abschnitt A.2.3 einige Eigenschaften von Sin- und Kosinusfunktionen angegeben.
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Abbildung A.2: Schwebung, wy = 3, wy = 2.5

ST Schwebung a(x)

Il Il
25 20 -15 -10 05 00 05 10 15 20 25
x (Ort/Zeit)

f(x)

'
-
T

Anmerkung: Schwebungen (Beats) Es sind Summen der Form ay, cos kwoz +
by, sin kwox betrachtet worden. Bei Summen der Form

y(z) = sinwix + sinwax (A.33)

ergeben sich neue Phdnomene. Anhand der Eulerschen Formeln rechnet man leicht
nach, dass dieser Ausdruck gleichbedeutend mit

y(x) = 2 cos (“1 ;“’2> rsin (wl ;‘”2) — a(z)sin (“”‘5”) (A.34)

ist, wobei

a(z) = 2cos <w1 ;wQ) x

ist. Dementsprechend ist y(z) eine Sinusschwingung mit der Frequenz (w; + w2)/2,
d.h. mit der Periode T' = 272 /(w1 +w2) = 47 /(w1 +w2), mit der von x abhdngenden
Amplitude a(zx) = 2cos(w; — wa)z/2. Die Amplitude veréndert sich also wie eine
Kosinusfunktion mit der Frequenz (wq — wsz)/2. Die Periode dieser Schwingung ist
47 /(w1 — ws). Sind wy und wy beide ”grof”, liegen aber nahe beieinander, so ist die
Differenz wi —we aber "klein”, so ist die Periode der Amplitudenschwingung grofl im
Vergleich zur Schwingung mit der Frequenz (wy +ws)/2. Die Amplitudenschwingung
heiBBt Schwebung (vergl. Abb. A.2).
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A.2.3 Die Orthogonalititsrelationen der Sinus- und Kosinusfunk-
tionen

Definition A.2.3 FEs seien ¢1, ¢o, -+ Funktionen, fir die

b 0, m#n
/ G ()b () = (A.35)

T, M=n

gilt. Dann heifien die Funktionen orthogonal auf dem Intervall (a,b).

Es sei T' = 27 /wy. Insbesondere fiir Sinus- und Kosinusfunktionen gelten dann die
folgenden Relationen

T/2
/ cosmworder = 0, m#0 (A.36)
—T/2
T/2
/ sinmwordr = 0, m#0 (A.37)
~T/2
T/2 0, m 75 n
/ COS MWy CoS nwordr = (A.38)
—T/2 T/2, m=n%#0
T/2 0, m#mn
/ sin mwoz sin nwozdr = (A.39)
—T/2 T/2, m=n%#0
T/2
/ sin mwox cosnwor dr = 0, fiir alle m,n € N (A.40)
-T/2

Diese Relationen, insbesondere die Relationen (A.38) - (A.40), heilen die Orthogo-
nalitdtsrelationen; die Sinus- und Kosinusfunktionen sind fiir unterschiedliche Fre-
quenzparameter offenbar orthogonal. Man priift dies nach, indem man von den Eu-
lerschen Relationen Gebrauch macht; die Rechnungen sollen hier nicht im Einzelnen
durchgefiihrt werden.

Fourierreihenentwicklung fiir eine willkiirliche periodische Funktion.

In (A.28) ist die Summe

S(z) =a+ Z(ak cos kwox + by, sin kwox)
k=1

eingefiihrt wurde. Die Orthogonalitéitsrelationen liefern dann

1 ™

— S(z)coskxdr = a, k=1,2,--- (A.41)
™ —T

1 ™

— S(z)sinkzdr = by, k=1,2,--- (A.42)
T

—T
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d.h. man erhélt die Koeffizienten aj und by, indem man S(x) mit cos kz bzw. sin kz
multipliziert und tiber das Intervall (—m, ) integriert.

Die Parameter a, ap und b sind willkiirlich gewihlt worden; es ergibt sich
dementsprechend eine Funktion S(z). Geméafl (A.41) und (A.42) kann man aber
aus S(x) die Koeffizienten aj und by wiederum errechnen, indem S(z) mit coskz
bzw. sin kx multipliziert und das Produkt S(x) cos kz und S(z)sin kx iiber dem In-
tervall (—m, ) integriert. Dies legt nahe, dass man fiir eine beliebige, vorgegebene
Funktion u(z) Koeffizienten aj, und by, errechnen kann derart, dass sich u(x) durch
eine Reihe

u(z) =a+ Z(ak cos kwox + by, sin kwox) (A.43)
k=1
darstellen 1a83t. Dabei soll also

I I
ap = / u(x) cos kwor dr, by = / u(x) sin kwox dz (A.44)
™ J_n T J—n
und 1 7
_ % _ =
a= = » S(z)dx (A.45)

gelten. Es sei darauf hingewiesen, dass hier die Summation bis unendlich geht; es ist
ja a priori nicht bekannt, wieviele Summanden benttigt werden.

Man mufl nun beweisen, dass u(z) tatséchlich in der Form (A.43) darstellbar ist.
Ein korrekter Beweis ist ein wenig ldnglich und soll deshalb hier nicht dargestellt
werden, man findet ihn etwa bei Courant (1961)2.

Beispiel A.2.1 Essei u(t) =1 fir 0 <t <T/2, u(t) = —1fir —T/2 <t <0 und
T/2 <t <T,etc (vergl . Fig. 6.1). Man findet

LU / =0 (A.46)
—Qp = — =0, .
2 T ) 1/
2 T/2
an, = = / u(t) cos(nwt)dt =0, fiir alle n > 1, und (A.47)
T J 7/
o (T/2 0, n gerade,
b, = T u(t) sin(nwt)dt = (A.48)
-T/2 2(1 — cosnm)/nm, n gerade
Damit ist A . .
u(z) = — (sinwx + 3 sin 3wx + R sin bwx + > , (A.49)
™

das Rechteckgitter setzt sich also aus den ungeraden Harmonischen zusammen. Abb.
A.3 zeigt das Rechteckgitter und seine Approximation durch die Superposition von
Sinusschwingungen fiir verschiedene Werte von n.

2Courant, R. Vorlesungen iiber Differential- und Integralrechnung. Erster Band: Funktionen einer
Verdnderlichen. Springer-Verlag Berlin, Gottingen, Heidelberg 1961
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Abbildung A.3: Rechteckgitter
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Es sei andererseits u(z) = 1 fir —7/4 <z <T/4, u(z) = —1 fir =3T/4 <z <
—T'/4 und T/4 < o < 3T/4, etc. Dieses Rechteckgitter ist eine gerade Funktion, d.h.
es gilt u(—z) = u(x) fiir alle z. Man findet die Darstellung

4 1 1
u(x) = = (cos wo — 3 COS wox + § €08 Swox — .. > (A.50)

mit wy = 27/T. O

A.3 Fouriertransformierte

A.3.1 Definition der Fouriertransformierten

Gegeben sei nun eine nichtperiodische Funktion f(¢). Um ihre Zerlegung in har-
monische Funktionen zu erhalten, werde eine periodische Funktion F' betrachtet
mit der Eigenschaft, dass F(t) = f(t) fur —T/2 < t < T/2 gilt. F' kann in eine
Fourierreihe gemaf (A.28) entwickelt werden. Fiir 7' — oo erhélt man daraus eine
Fourier-Représentation fiir F'(¢). In der Tat, geméf (A.31) und (A.44) man

T/2

F(t)= > cpe™, cnz% / frt)e ™t w=2r/T. (A.51)

n—=—o00 —-T/2

Substituiert man das Integral fiir ¢, in die Summe, so resultiert

o T/2 , .
fT(t) _ Z [ 1 / fT(T)e—zan dT] weznwt7

27 —T/2

n=—oo

wobei 1/T durch w/27 ersetzt wurde. Aus der Definition von w folgt w — 0 fiir
T — oo. Es sei wy = Aw; dann ist nAw = nwy. Es werde nun angenommen, dass
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Abbildung A.4: Pulsfolgen mit verschiedener Periodizitét
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Abbildung A.5: Approximation einer Schrittfunktion
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fiir wg — 0 und n — oo das Produkt nwy = nAw endlich bleibt: nAw — w. Die
Darstellung fiir f7 wird dann

2 ~T/2

s T/2 : ,
fT(t) _ Z [ 1 / fT(T)e—zAw'r dT] eznAthw,

n=—oo

und fiir T' — oo, Aw — dw geht die Summe in ein Integral iiber:

Fr() = (1) = % /_ /_ F(F)e=iemeiot gy, (A52)
Man definiert nun -
Flw) = / F(t)e—tat, (A.53)
und aus (A.52) wird
£(t) = % / F(0)e“" du. (A.54)

Der Ausdruck (A.54) ist die Fourier-Darstellung fiir eine nichtperiodische Funktion
f(t); F(w) ist die Fouriertransformierte von f(t).

F(w) ist im allgemeinen eine komplexe Funktion, d.h. F(w) = Fj(w) + iFa(w);
also kann F' in der Form ‘
F(w) = |F(w)|e"? (A.55)

dargestellt werden, mit
|F(w)] = /F}(w) + F}(w), ¢ =tan ' (Fy/F). (A.56)

F(w) existiert nicht fiir alle Funktionen f(t); eine hinreichende Bedingung fiir die
Existenz einer Fouriertransformierten ist

| i <o, (A57)

—00

d.h. f muf} absolut integrierbar sein.

A.3.2 Einige allgemeine Sitze

1. Kosinus- und Sinus-Transformierte
2. Symmetrie

3. Skalierung

4. Modulierung

5. Parsevals Satz
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Satz A.3.1 Es sei

R(w) = /OO f(z) coswz dx (A.58)
X(w) = /_00 f(z)sinwz dz (A.59)

Flw) = R(w) — iX (w). (A.60)

geschrieben werden.

Anmerkung: R(w) heifit Kosinus-Transformierte und X (w) heiit Sinus- Transformierte
der rellen Funktion f.

Beweis: Aufgrund der Definition von e~*? kann (A.53) in der Form

e} . [e.e] [ee]
F(w) = / fl@)e ™™ dx = / f(z)coswxdr —i / f(z)sinwzdr (A.61)
geschrieben werden. O
Es ist

cos(—wx) = cos(wx),

d.h. der Kosinus ist eine gerade Funktion. Andererseits ist
sin(—wz) = —sin(wz),
so dass der Sinus eine ungerade Funktion ist. Hieraus folgt sofort
R(—w) = R(w), X(—w)=-X(w) (A.62)

Die Fouriertransformierte F' ist i.a. eine komplexe Funktion, so dass F(w) = Fi(w)+
iF5(w), wobei F; der Realteil und F» der Imaginérteil der Funktion ist. F* = Fy—iFy
ist dann die zu F' konjugiert komplexe Funktion. Aus (A.62) folgt dann

F*(w) = F(~w) (A.63)

Es sei insbesondere f eine gerade Funktion, so dass f(—z) = f(x). Man sieht leicht,
dass dann X (w) = 0 ist, denn

X(w) = /_00 f(z)sinwdz = /_0 f(z) sinw:rdx—l—/ooof(:r) sinwz dx = 0,

denn

0 oo
/ f(z)sinwzdr = —/ f(z) sinwz dz
o 0
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Also ist die Fouriertransformierte einer reellen, geraden Funktion durch
F(w) = / f(x) coswz dr = 2/ f(x) coswz dx (A.64)
—o0 0
gegeben. Umgekehrt folgt, dass R(w) = 0, wenn f ungerade ist, und es gilt dann

F(w)= /OO f(x)sinwzdr = —2/0 f(z)sinwz dz (A.65)

Satz A.3.2 (Symmetrie) Die Funktion f(x) habe die Fouriertransformierte F(w).
Dann hat die Funktion F(x) die Fouriertransformierte 2w f(—w).

Beweis: Es ist

flx) = % /_OO F(w)e™?® dw

so dass -
2 f(z) = / F(w)e™?® dw

Geht man von x zu —xz iiber, so erhéilt man
o .
2nf(—z) = / F(w)e ™" dw
—00

Aber sowohl z wie w sind reelle Zahlen; vertauscht man die Bezeichnung dieser
Zahlen, so erhilt man .
2 f(—w) = / F(z)e ™ dx
—00
und man sieht, dass die rechte Seite gerade die Fouriertransformierte der Funktion
F(z) darstellt. O

Satz A.3.3 (Skalierung) Es sei f(x) eine Funktion mit der Fouriertransformierten
F(w). Dann gilt
1 w

F(f(az)) = —F (f) (A.66)

o] \a

Beweis: Es sei y = azx und damit © = y/a; dann ist dy/dxr = a und demnach
dx = dy/a. Mithin ist fiir a > 0

FUW) = 5 [ f@e iy
1 o

= g [ () (D) e

o0

= RIGEICOE

. %F (£) (A.67)
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Fiir a < 0 kommt man zum gleichen Ergebnis, und damit ist die Aussage bewiesen.
O

Satz A.3.4 (Shift-Theorem) Es sei f(x) eine Funktion mit der Fouriertransfor-
mierten F(w). Dann folgt

F(f(z = x9)) = F(w)e ™ (A.68)

Beweis: Es sei y = ¢ — xg. Dann ist dy/dx = 1, d.h. dy = dz und

F(f(z —x)) = /_OO f(x—xo)e_iwxdx

- / f w(y+zo) dy
— —zwzo/ f —zw dy

— —zwxo F

Dem Satz A.3.4 entspricht der

Satz A.3.5 (Frequency-Shift-Theorem) Es sei g(x) = f(x)e™% und f habe die Fou-
riertransformierte F(w). Dann gilt

F(g(z)) = F(f()e") = F(w — wo) (A.69)

Beweis: Es ist

Ff@en) = [~ (fajer) e ds

O
Satz A.3.6 (Modulierung) Die Funktion f habe die Fouriertransformierte F. Dann
gilt
1
F(f(z)coswox) = i(F(w +wo) + F(w — wo)) (A.70)

Beweis: Es ist coswor = (€0 4 ¢~%0) /2. (A.70) folgt dann aus dem Frequenz-
Shift-Theorem,d.h. aus Satz A.3.4. O

Satz A.3.7 FEs sei f eine mindestens n-mal differenzierbare Funktion von x und F
set die zugehorige Fouriertransformierte. Dann gilt

F((—iz)"f(z)) = FP(w), f™(z) = (iw)"F(w) (A.71)
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Beweis: Die Aussage folgt sofort, wenn man F' in (A.53) bzw. f in (A.54) n-mal
differenziert. O

Satz A.3.8 FEsseien f und g zwei Funktionen von x mit den Fouriertransformierten
F und G. Mit f * g werde die Faltung von f und g bezeichnet, d.h. es sei

f*g=/_oo F()gx — €) de

Dann gilt
F(f*g)=F(w)Gw) (A.72)

Ist andererseits F'x G die Faltung von F und G, so gilt

F(fg) = 5-F(w) * Glw) (A.73)

Anmerkung: Die Aussage (A.73) heifit auch Faltung im Frequenzbereich.

Beweis: Es ist
Firea)= [ e ([T f0a - de) ao

Setzt man x = £ + y und vertauscht die Reihenfolge der Integration, so folgt

| s [ e emgapae = [ pe i [ gt
und dies ist die Behauptung. (A.73) folgt auf analoge Weise. O
Satz A.3.9 (Parsevals Satz) Es seien f und g beliebige, d.h. nicht notwendig reelle

Funktionen und F', G seien die entsprechenden Fouriertransformierten. Dann gilt
die Beziehung

/ f(x)g"(x)dx = QL F(w)G* (w) dw (A.74)
o T J oo
Beweis: Man setzt in (A.73) x = 0 und die Aussage (A.74) folgt. O

Satz A.3.10 Die Funktion f habe die Fouriertransformierte F. Dann gilt

| @rae= g [ PP (A75)

—0o0

Beweis: Die Aussage folgt sofort aus (A.74) fiir den Spezialfall f(z) = g(x). O

Anmerkung: das Integral [ |f(z)|?dz bezeichnet die Energie des Signals f. Nach
(A.3.10) ist die Energie als Integral iiber dem Quadrat der Amplituden der Frequen-
zen gegeben, durch die f definiert wird.
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A.3.3 Die Dirac-Delta Funktion

Definition A.3.1 Die Funktion §(z) sei durch die Eigenschaften
[0, x#0 ° B
o(x) = { o, z=0 und /OO O(z)dr =1 (A.76)
definiert. Dann heif$t 6(x) die Dirac-Delta-Funktion oder auch kurz die §-Funktion.

Die §-Funktion ist eine wverallgemeinerte Funktion; ihre Eigenschaften sind ja ein
wenig bizarr. Sie kann als Grenzfall einiger bekannter Funktionen gesehen werden.
Bekanntlich hat zum Beispiel das Integral der Gauflschen Dichte

1 x?
flz) = oo €xXp <_M>
den Wert 1 fiir alle ¢ > 0. Fiir 0 — 0 geht f(x) dann in die J-Funktion {iber. Ein
anderes Beispiel ist die Funktion

1/Ax, —Az/2 <x < Azx/2
fla) = (A.77)
0, x<—-Az/2 oderx > Ax/2

Offenbar ist - .

fiir alle Az > 0, und fiir Az — 0 geht f(z) in die §-Funktion iiber. Es gilt

|t o) do = fGao) (A.78)

Fiir die Fouriertransformierte der é-Funktion folgt deshalb
F(o(x)) = / S(z)e WP dy = e ,_g =1 (A.79)

Diese Beziehung ist eine direkte Anwendung von (A.78), das Integral ist gleich
exp(—iwz) an der Stelle x = 0, also gleich 1. (A.79) bedeutet, dass die zeitlich oder
ortlich nicht ausgedehnte Funktion ¢ alle Frequenzen mit der gleichen Amplitude 1
enthélt. Eine unmittelbare Folgerung ist

1 [ ; 1 [ .
o(z) = / 1-e*"dr = / e"“r dx (A.80)
27 J_ 2 J_
Das erste Integral auf der rechten Seite ist einfach der Ausdruck fiir die inverse
Fouriertransformierte. Das zweite Integral ist eine Aussage iiber exp(iwz). Es ist
klar, dass dieses Integral nicht im iiblichen Sinne hergeleitet werden kann, denn
die Bedingung [ |f(z)|dz < oo (vergl. (A.57) ist fiir f(x) = exp(iwx) nicht erfiillt.
Dieser Sachverhalt ist eine Konsequenz der Definition der Dirac-Delta-Funktion. Es
zeigt sich aber, dass formale Rechnungen mit (A.80) i.a. zu korrekten Ergebnissen
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fithren, wie etwa die weiter unten eingefithrten Fouriertransformierten der sin- und
cos-Funktionen zeigen.
Aus dem Shift-Theorem folgt sofort

F(§(x —xg)) = / §(x — xo)e T dr = e T ey, = e IO (A.81)

—0o0

Aus der Bedingung (A.57) folgt, dass die Funktionen sinwpz und coswpz keine
Fouriertransformierte im Sinne einer ”gewdéhnlichen” Funktion haben kénnen. An-
dererseits sollte z.B. sinwgz aus Sinusfunktionen zusammensetzbar sein, da diese
Funktion ja selbst eine solche Funktion ist.

A.4 Fourier-Transformationen spezieller Funktionen

A.4.1 Die Sinus- bzw. Kosinusfunktion

Es sei s(t) = sin(wt + ¢); gesucht ist die Fouriertransformierte S(jw) von s. Es ist

1 . .
sin(wt +9) = 5 (eﬂw0t+¢ - e—ﬂwot—¢) , j=v L (A.82)
Dann ist
00 . 1 T . T .
S(jw) = / sin(wot+¢)e_]mdt:? /69(“’0_“’)t+3¢dt— /e_J(wo_w)t_mdt
—o0 J
Qrel?® Qe IP
_ 7;? S(wo — w) — ”;j §(wo + w). (A.83)
- (A.84)

A.4.2 Die Exponentialfunktion

Es sei f(t) = ae™®, a > 0. Es ist [|ae™*|dt = a(1 — e *)/a — a/a fir t — oo,
also ist f absolut integrierbar und die Fouriertransformierte existiert. Nach (A.53)
ist dann

o0 (o]
F(w) = a/ et gy — a/ e—loriwt gy — 9 (A.85)
. 0 o+ 1w
Es werde noch die n-fache Faltung der Exponentialfunktion f(t) = aexp(—at),
a > 0, a > 0 betrachtet; sie entspricht n riickwirkungsfrei hintereinandergeschalteten
Systemen mit identischer Impulsantwort f(¢). Man findet
an

fa(t) = gt"‘le—“t. (A.86)

Die Fouriertransformierte von f,, ergibt sich

Fn(w):< ¢ >n. (A.87)

a+w
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Abbildung A.6: Faltungen der Exponentialfunktion
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Abbildung A.7: Tiefpass 2-ter Ordnung, b = —1.5, n = 1.
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Die folgenden Abbildungen A.7, A.8 und A.9. zeigen den Amplituden- und den
Phasengang eines solchen Systems.

Uber die verallgemeinerte Funktion & laBt sich tatsichlich das Spektrum von
sin — und cos —Funktionen anschreiben. Es ist

F(sinwozr) = im(d(w+ wo) — d(w —wp)) (A.88)
F(coswor) = (6w ~+wp)~+ d(w —wop)) (A.89)

Den Nachweis dieser Ausdriicke fithrt man, indem man fiir sin wpx und coswyz die
Beziehungen (A.19) und (A.20) einsetzt und (A.80) ausnutzt.

A.4.3 Eine Konstante

Es sei f(z) = 1, d.h. f sei konstant. Die Fouriertransformierte dieser Funktion ist

dann durch - -
F(1) = / 1-e W dy = / e T dy

—0o0 —0o0
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Abbildung A.8: Tiefpass 2-ter Ordnung, b = —10.5, n = 2.
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Abbildung A.9: Tiefpass 2-ter Ordnung, b = —10.5, n = 7.
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gegeben. Andererseits ist nach (A.80)
1 oo
d(x) = / e dx

2 J_o

Dann ist

F(1) :/ e dy

— / ez(fw)m) dx
= 276(—w) (A.90)
A.4.4 Die Funktion 1/x
Es sei 1
fla) =~ (A.91)

Sicherlich ist f(—z) = —f(x), d.h. die Funktion ist ungerade. Nach (A.65) ist aber

die Fouriertransformierte durch

F(w) = —i/ Sl dx
x

—00

gegeben, und von dem rechten Integral 148t sich zeigen, dass

* sinwx —im w>0
/ dx =
—oo T im, w<0
Also folgt
—im, w>0
F(w) = (A.92)
im, w<0

Wendet man nun den Satz A.3.2 {iber die Symmetrie an, so erhélt man weiter

F(i/nt) = —isgn(w) (A.93)

A.4.5 Die Schrittfunktion

Es sei U(x) die Schrittfunktion, d.h. es sei

1, >0
U(x) = (A.94)
0, z<0
Diese Funktion kann in der Form
1 1 +1, >0
U(z) = = + —sgn(x), mitsgn(z) = (A.95)
2 2
-1, <0
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dargestellt werden. Dann ist

FU@)) = F (; + ;sgn(w)>

Nach Beispiel ?? hat aber die Konstante 1/2 die Fouriertransformierte

F — = — T = —
(2) 5 /_OO e dx = mé(—w)

und nach Beispiel 77 erhélt man weiter, dass

1
F(U(x)) =7d(w) + o
A.4.6 Der Balken
Es sei
1, —a<z<a

fz) =

0, < —a, x=2>a

Die Fouriertransformierte von f ist durch

F(w) = L /00 fx)e ™% dg = L f(z)e ™% dg
27 J_ 2m J_,
gegeben. Es ist
a . 1 . |@ 1. ‘
f(x)e—zw:c dr = — 7€zwz —_ (ezwa e—zwa)
—a iw . lw ’
so dass unter Beriicksichtigung von (A.20)
sin wa
Flw) =
(W) =—"
Nun sei umgekehrt .
flx) = smwox’ —00 <z < 00
%)

Die Fouriertransformierte von f ist jetzt nach dem Symmetrie-Theorem

1, —a<w<a
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Die GauB-Funktion

Es sei nun

f(z) = exp <— v’ > (A.101)

202
Es werde zur Vereinfachung a = 1/20? gesetzt. Die Fouriertransformierte ist dann
durch

F(w) = /_OO exp (—a(2? + iwz/a)) dx

gegeben. Die Auswertung des Integrals liefert dann

Flw) = \/Z exp (—Zz) . (A.102)

Die Fouriertransformierte einer Gauf3-Funktion ist also wieder eine Gauf3-Funktion,
allerdings mit einer ” Varianz”, die proportional zu 1/0? ist.

A.4.7 Die Gabor-Funktion

Es werde nun die Funktion

x2

g(xz) = exp <_M> COS WO T (A.103)

betrachtet. Diese Funktion ist eine Gabor-Funktion; sie ist eine Kosinus-Funktion
mit einer Gau-Funktion als Enveloppe; hier wird allerdings nur der Spezialfall einer
speziellen Rotation betrachtet, in Abschnitt 7?7 wird der allgemeine Fall diskutiert.
Gesucht ist die Fouriertransformierte der Funktion (A.103).

Ein einfacher Weg, die Fouriertransformierte zu finden, besteht in der Anwen-
dung des Modulations-Theorems (Satz ??). Nach (?7?) gilt ja

F(f(@) coswor) = 3 (Flw +wn) + F(w — wo))

wobei F' die Fouriertransformierte von f ist. Man substituiert hier fiir f die Funktion

f(x) = exp (—;;) ;

die Fouriertransfomierte dieser Funktion ist in (??) gegeben. Man findet

Plw) = % . (exp <”2(”2+“°)2> +exp ("2(”2_“’0)2» (A.104)

Analog findet man fiir die Gabor-Funktion f(x)sinwgz, f wieder die Gauifunk-
tion, die Fouriertransformierte geméf

F(f sin(wor)) = %(F(w o) — Flw+wo)) = %(F(w o) — Flw —wo)) (A.105)

Flw) = é z (exp <—"2(“’2+“’0)2> —exp (-W)) (A.106)
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A.4.8 Hermite-Funktionen

Es werde die Funktion f(z) = e’ betrachtet; die n-te Ableitung von f ist dann
d"e™*" /da™. Es sei

dre
Hy(z) = (_1)%:52W (A.107)
H,, heifit Hermite-Polynom. Die ersten Hermite-Polynome sind
Hy(1) =1, Hy(z) =2z,
Hs(z) = 42? — 2, H3(x) = 823 — 12z, (A.108)
Hy(x) = 162" — 4822 + 12,
Die Funktionen
un () = Hy,(x) exp(—z2/2) (A.109)

heiflen Hermite- Funktionen. Die Hermite-Funktionen bilden ein orthogonales Funk-
tionensystem; es gilt

0o 0, m 7é n
/ Hp(z)Hp(z)e ™ dz = (A.110)
o0 2"pl\/m, m=mn

und dementsprechend bilden die Funktionen

H,(z)e ="/2

V2rnly/m

ein normiertes Orthogonalsystem®. Es ist also méglich, eine gegebene Funktion f(x)

bn(x) = (A.111)

in der Form

f(.’L‘) = Z Cnﬁbn(aj)’ Cn = <f7 (;Sn) (A'112)

n=0
darzustellen.

Es sollen noch die Fouriertransformierten der Hermite-Funktionen hergeleitet
werden. Dazu sei angemerkt, dass diese Funktionen der Differentialgleichung

u —2Pu+ A u=0, NeR (A.113)

geniigen, wie man durch Einsetzen von ¢, fiir v sofort nachpriift. Bildet man in
(A.113) die Fouriertransformierte, so erhélt man die Dgl

F(u") = F(z®u) + AF(u) = 0 (A.114)
Aus (?77) folgt dann

(1) 2F (1) — — F((—iz)2(u)) + AF(w) = 0

32

3vergl. Courant, R. und Hilbert, D.: Methoden der Mathematischen Physik I, Springer-Verlag
Berlin 1968
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und also
— W2F(u) + F"(u) + A\F(u) = 0 (A.115)
Diese Gleichung hat aber die gleiche Form wie die fiir u. Dies bedeutet, dassder

Ausdruck fiir die Fouriertransformierte von u die gleiche Form wie w selbst hat, d.h.
proportional zu w ist:

F(w) = V27 (—i)"Hy (w)e /2 (A.116)
Die Proportionalitéitsfaktoren v/27(—4)™ miissen noch gesondert hergeleitet werden.
Beispiel A.4.1 Es sei
1
flx)=— (A.117)
x

Sicherlich ist f(—z) = —f(x), d.h. die Funktion ist ungerade. Nach (??) ist aber die
Fouriertransformierte durch

F(w) = z/ il dx

o X

gegeben, und von dem rechten Integral 148t sich zeigen, dass

> sinwx —im, w>0
/ dx =
—oo ¥ i, w<0
Also folgt
—im, w>0
F(w) = (A.118)
m, w <0

Wendet man nun den Satz ?7 iiber die Symmetrie an, so erhélt man weiter
F(i/mt) = —isgn(w) (A.119)
O

A.5 Hilbertransformierte

Die folgende Definition erlaubt es, bestimmte Beziehungen zwischen dem Realteil
P(w) und dem Imaginérteil Q(w) der Systemfunktion eines kausalen Systems her-
zuleiten.

Definition A.5.1 Es sei f(t) eine relle Funktion. Dann heifst

mo=L [ L0, (A.120)

T ) T —1

die Hilberttransformierte von f. Die komplexe Funktion
F(#) = f(t) = iFn(t) (A.121)

heifst das zu f(t) gehorende analytisches Signal; die Hilberttransformierte Fy, heifit
auch die Quadraturfunktion von f(t).
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Die Hilberttransformierte F},(t) ist offenbar die Faltung der Funktion f(¢) mit der
Funktion f5(t) = —1/(nt). Aus Satz ??, p. 77, folgt dann

F(g9) = G1(w)Ga(w). (A.122)

Dementsprechend ergibt sich zwischen den Fouriertransformierteen F'(iw) von f(t)
und der Fouriertransformierten F'(F},) von Fy, sofort die Beziehung

F(Fy) = F(>iw)F(fn). (A.123)
Die Fouriertransformierte F(f;,) ist durch?

F(fn) =1isgn(w) (A.124)

+1, w>0
-1, w<o0

senl) = {

gegeben. Bracewell (1983) weist darauf hin, dass die Faltung von f(¢) mit f3,(t) =
—1/7t, d.h. die Hilberttransformation, einer ”"merkwiirdigen” Art von Filterung ent-
spricht: die Amplituden der Spektralkomponenten von f(¢) bleiben unveréndert,
aber die Phasen werden positiv oder negativ um den Betrag 7/2 verindert, je nach
dem Wert von sgn w. Dies wird veranschaulicht, wenn man z.B. die Hilberttransfor-
mation von coswt und sinwt betrachtet:

Fp(cos wt) = —sinwt, Fj(sinwt) = coswt. (A.125)

Es sei S(z) die Heaviside-Funktion; S(z) = 0 fiir alle z < 0, und S(z) = 1 fiir z > 0.
Es kann gezeigt werden, dass die Fouriertransformierte der Funktion 36(t) +14/(27t)
gerade durch S(w) gegeben ist, also

1, w>0

F (;5@) + ert> =

0, w<O.

Es sei nun f(¢) eine reelle Funktion von ¢, und F'(w) sei die Fouriertransformierte
von f. Nach Satz 77 ist
Flg19) = Gr(w) * Ga(w), (A.126)

(Frequenzfaltung). Man betrachte nun das Produkt 2S5(w)F(w). Sie ist das mit 2
multiplizierte Spektrum von f, bei dem aber alle negativen Frequenzen abgeschnitten
werden. Gesucht ist die Funktion f(t), deren Fouriertransformierte durch 25 (w)F(w)
gegeben ist. Nach (A.122) muf f durch 2 mal die Faltung der Funktion f und der
inversen Transformierten von S(w) sein, so dass

o) =2 3000+ 51 ) * 10

Ysgn: Abkiirzung fiir signum = (Vor-)Zeichen.
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d.h.

f(t)=2';/oo 5(t—7)f(7-)dr+i/oo /()

o T) ot —T
und demnach

F(t) = f(t) = iFu(). (A.127)
Dies bedeutet, dass f(t) = f(t), d.h. f(t) ist gleich dem analytischen Signal. Die

Spektren der Funktion f(¢) und des zugehorigen analytischen Signals stehen also in
einer bestimmten Beziehung zueinander: ist F'/(f) = F(w), so ist F/(f) = 25(w)F(w).

A.6 Laplace-Transformierte

Die Bedingung (A.85) ist fiir eine Reihe von Funktionen, die fiir die Systemanalyse
von Bedeutung sind, nicht erfiillt. So erfiillt schon f(t) = e*, a > 0, die Bedingung
(A.85) nicht. Auch fiir die wichtige Schrittfunktion f(¢) =0,¢ <0, f(t)=1,t>0
ist offenbar die Bedingung (A.85) nicht erfiillt; hier mufl aber gesagt werden, dass
es sich bei (A.85) nur um eine hinreichende, nicht um eine notwendige Bedingung
handelt. Hsu (1967) leitet die Fouriertransformierte der Schrittfunktion her, und es
zeigt sich, dass man nicht einfach (A.53) anwenden kann.

Fiir gegebene Funktion f(¢) betrachten wir nun die neue Funktion g(t) :=
f(t)e=*. Fiir g(t) ist die Bedingung der absoluten Integrierbarkeit (A.85) fiir die
meisten in der Praxis vorkommenden Funktionen erfiillt. Weiter gelte f(¢) = 0 fiir
t < 0. Die Fouriertransformierte von ¢(t) ist nun

/ f 7at zwtdt / f —st dt’ s =+ 1w. (A128)

Statt von der Fouriertransformierten von ¢ spricht man nun von der (einseitigen)
Laplace-Transformierten von f. Der Unterschied zur Fouriertransformierten von f
ergibt sich dadurch, dass

(i) das Integral von 0 bis co bestimmt wird, nicht von —oo bis oo, und

st

(ii) dass nicht das Integral von f(t)e~™! sondern von f(t)et, s eine komplexe

Zahl, gebildet wird.

Der Vorteil von (A.128) ist eben, dass H(s) im allgemeinen auch dann noch existiert,
wenn die Fouriertransformierte H (iw) nicht existiert.

Beispiel A.6.1 (a) Gegeben sei f(t) = e, a > 0. Gesucht ist die Laplace-Transformierte.
Nach (A.128) ist H(s) = [el@=dt, d.h.

1

L(e*) = H(s) = Qo (A.129)
(b) Es sei f(t) = t*e2*. Man findet
k!
L(tFe™) = H(s) = G (A.130)



(c) Fiir die Schrittfunktion findet man sofort

H(s) =

1
- (A.131)

O

Eine ausfiihrliche Einfithrung in die Theorie der Laplace-Transformierten gibt Churchill
(1958); dort findet man auch Tabellen mit den Transformationen der wichtigsten
Funktionen, so dass man sich die Integration komplexer Funktionen weitgehend er-
sparen kann.

A.7 Die Schwartzsche Ungleichung

Nach der Schwartzschen Ungleichung gilt fiir irgend zwei Funktionen f; und fo

b 2 b b
/ A f2(E)de| < / FL(O)2de / a6 (A.132)

wobei f; und f5 reell oder komplex sein kénnen. Das Gleichheitszeichen gilt, wenn
f2(&) = kff (&) fur alle £ € [a,b], k eine Konstante (ist fi reell, ist ff = f1). Die
Aussage gilt gleichermaflen fiir Funktionen zweier Variablen, also f;(§,n), i = 1, 2.

Beweis: Es wird der allgemeine Fall komplexer Funktionen angenommen, da er den
Spezialfal reeller Funktionen enthélt. Nach (A.13), Seite 157, gilt fiir eine komplexe
Zahl z die Darstellung z = |z|e’?. Im allgemeinen Fall sind die f; komplex, also gilt
fiir die komplexe Zahl

b
v = / £1(6) fol€)de

die Darstellung

b b
/ £1(6) fal€)de = / A fE)de| 9, j =1,

wobei ¢ der Phasenwinkel von z ist. Es sei nun « € R eine beliebige Konstante.
Dann gilt jedenfalls

b b b b
[in=eeiippa = | f1|2d€—x[ej“’ [ s+ [ fff;df]
b
o / e

b b
/ |2 +a? / ol de 20

a B v

b
/ flfzdf' > 0.

Also )
/ o — 26? of2dE = o+ 28 — 27 > 0,
a
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oder, nach Division durch £
2 v, @
z°—2x—=—+—= >0.
g B
Nun ist

(x —v/B8)% =2* = 2v/B + (v/B)*,

mithin 148t sich die Ungleichung in der Form

(. =7/B8)* = (v/B)* + /B >0
und dementsprechend in der Form

A2 2
@) " aB
B2 B p?
schreiben. Diese Ungleichung muf fiir beliebige x gelten; also hat man nach Multi-
plikation mit 4% und = = v/

af >~

und dies war zu zeigen, [l

A.8 2-dimensionale Signale

A.8.1 Allgemeine Definition

Ein Stimulusmuster wird im Allgemeinen durch eine Funktion f(z,y) zweier Orts-
koordinaten x und y definiert; will man auflerdem den zeitlichen Verlauf beschrei-
ben, erhdlt man die Funktion f(z,y,t), wenn ¢ fiir die Zeit steht. Es soll hier die
Fourier-Transformierte von f(x,y) angegeben werden; die Verallgemeinerung auf
drei Variablen ist dann direkt.

Die Fourier-Transformierte von f ist durch

F(u,v) = //f(x,y)e_i(”x+by)d$dy (A.133)

—0O0—00

gegeben. Dieser Ausdruck ergibt sich, wenn man nacheinander die Fouriertransfor-
mation beziiglich £ und dann beziiglich y durchfiihrt. Die inverse Transformation
ist
oo 0
flz,y) = ﬁ // F(u,v)e™ ™ dudv. (A.134)
—Oo0—00

Da die 2-dimensionale Fourier-Transformierte sich als Folge einfacher Fourier-Transformationen
darstellen 148t, {ibertragen sich die Aussagen iiber diese Transformationen. Schreibt
man

f(z,y) <= F(u,v) (A.135)
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fiir ein Fourier-Paar von Funktionen, so lassen sich die Aussagen wie folgt zusam-
menfassen, wobei f* und F* fiir konjugiert komplexe Funktionen stehen:

fey) = F(-u,—v) (A.136)

F(z,y) <= 47f(—u,—v) (A.137)

f(x—z0,y —yo) <= F(u,v)e (uwotvyo) (A.138)

fla,y)elwmotvmo) 0 Py — ug, v — vg) (A.139)
1 u v

flav,by) = nF (E’ g) (A.140)

Eine Verallgemeinerung von (A.140) erweist sich als niitzlich, wenn man nicht radi-
alsymmetrische Stimuli in bestimmten Rotationen présentieren will. Man findet

—_

flarx + by, asx + bay) <— F(Aju+ Agv, Biu+ Bov).  (A.141)

|a1bg — agb|

Hierin sind A1, ... Bs die Elemente einer Matrix:

A1 Bl o al bl !
[A2 BJ—[@ bQ] | (A.142)

Einen Spezialfall erhélt man, wenn f(z,y) = fi(z)f2(y). Dann gilt

f(z,y) = fi(z) faly) <= Fi(u)F2(v). (A.143)

Polarkoordinaten: Gelegentlich ist es niitzlich, von Cartesischen zu Polarkoordi-
naten iiberzugehen. Dazu fithrt man die folgenden Beziehungen ein:

x =rcos(f), y=rsind), u=wcos(y), v=wsin(p). (A.144)

Fiir das Fourier-Transformpaar f und F' erhélt man dann
1 w
folar,0+00) <= —Fy (E,w—i-eo). (A.145)

Rotiert man also ein Muster um einen Winkel 6y, so wird die Fourier-Transformierte
um den gleichen Winkel rotiert.

Man kann r als die Liange des Vektors von (0,0) zum Punkt (z,y) interpretieren,
denn offenbar ist

Vaz+y? = \/7“2 cos2(p) + r2sin?(p) = 'r\/cos2(g0) + sin(p) =7,

denn cos?(y) + sin?(¢) = 1. u und v tauchen in (A.133) als Frequenzkomponenten
auf, und nach (A.144) findet man auf analoge Weise

Vu? +0? = \/w2 cos?(p) + w?sin?(p) = w. (A.146)
w ist die Frequenz in Bezug auf die Orientierung
© = tan"!(v/u). (A.147)

Yy
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A.8.2 Gabor-Muster

Stochastische Prozesse und Verteilungen

A.9 Stochastische Prozesse

Es werden einige Grundbegriffe aus der Theorie der stochastischen Prozesse prisen-
tiert.

Es werde zunéchst an den Begriff der zufilligen Veridnderlichen erinnert. Gege-
ben sei ein Wahrscheinlichkeitsraum (€2, A, P), wobei © ein Stichprobenraum, d.h.
eine Menge von Elementarereignissen ist, A ist eine o-Algebra und P ist ein Wahr-
scheinlichkeitsmaf}. Dann heift die Abbildung X : © — R eine (reelle) zufillige
Veriinderliche, wenn P(X (w) € B) = P(w € X 1(B)) mit X~ }(B) € A, B C R. Die
Verteilungsfunktion von X ist durch

F(z)=P(X <z)=P(X € (—o0,x]) (A.148)

gegeben. Die Dichte von X ist durch

flx) = (A.149)

gegeben.

Definition A.9.1 Mit X; = {X(t), t € I} werde eine Familie von zufilligen
Veranderlichen bezeichnet, wobei I ein Intervall aus R ist. Die Familie X; heifst
stochastischer Proze, wenn die X(t) € X; einen gemeinsamen Wahrscheinlich-
keitsraum (Q,A, P) haben. Fir jedes w € Q heifit die Abbildung t — X (t,w) eine
Realisierung oder Trajektorie von X;. Ist die Menge I C R abzdhlbar, so heifst X,
stochastischer Prozefl mit diskreter Zeit, ist I C R dberabzdhlbar, so heifst X; sto-
chastischer Prozefl mit stetiger Zeit.

Ist X(t,w) € R, d € N, so heift X; ein d-dimensionaler Prozef. X (t,w) re-
prdsentiert dann einen Vektor zufilliger Funktionen.

Fiir festes w € Q ist X (¢,w) eine Funktion der Zeit. Diese Funktion ist zufillig inso-
fern, als sie ebenfalls von dem eben zufillig auftretenden w abhéngt. Diese Abhéngig-
keit von w bedeutet noch nicht, dass X (¢,w) irregulér aussieht, sie kann auch eine
Gerade iiber einem bestimmten Intervall sein. Die Abhéngigkeit von w kann sich u.
U. nur auf die Werte der Parameter der Geraden X = at+b, t; <t < to, auswirken,
d.h. etwa a = a(w), b = b(w). Im allgemeinen wird man aber nicht nur die Menge der
Geraden zulassen, sondern alle Funktionen iiber einem Intervall [t1, 5], und damit
eben auch die ”zerknitterten”. Man kann auch den Wert von ¢ festhalten; dann ist
X (t,w) eine von w abhéngige zufillige Verédnderliche. Welche Interpretation man
fiir X (t,w) wihlt - als Funktion der Zeit fiir zufillig gewé#hltes w oder X als von
w anhéngige zufillige Verdnderliche fiir gegebenes ¢ - hangt im Prinzip nur davon

185



ab, welche der beiden Auffassungen die gerade vorliegende statistische Fragestellung
leichter handhabbar macht.

Ist ein expliziter Bezug auf w nicht notwendig, wird einfach X (t) statt X (¢,w)
geschrieben.

Es sei I, = {t1,---,t,} eine endliche Menge von Werten aus I und es sei
P(I,) die gemeinsame Verteilung der zu den t;, i = 1,--- ,n korrespondierenden
zufilligen Veriinderlichen Xj,- - - X,,. Weiter sei {I,,} die Menge der méglichen
Mengen von n (Zeit-)Punkten aus I. Dann heifit {P(I,,)} die Familie der endlich-
dimensionalen Verteilungen des stochastischen Prozesses X;. Viele den stochasti-
schen Prozess beschreibenden statistischen Groflen lassen sich iiber diese Familie
bestimmen. Die wichtigsten dieser statistischen Gréflen werden in der folgenden De-
finition eingefiihrt:

Definition A.9.2 Fir festest € I ist F(x;t) = P(X(t) < z) die Verteilungsfunkti-
on von X (t), und f(xz;t) = dF(x;t)/dz die dazu korrespondierende Dichtefunktion.
Dann ist

[ee]
u(t) = E(X(t) = / zf(z;t)dr (A.150)
die Mittelwertsfunktion von X;, und
R(tl,tz) = E[X(tl),X(tz)} = / .’L‘lng(.%'l,xg;tl,tg)dl‘ldxg (A.151)

die Autokorrelationsfunktion von X;; dabei ist f(x1,x2;t1,t2) die gemeinsame Dich-
te von X1, Xo. Die Grife

Kou(ty, t2) = E[(X (1) — u(t2)) (X (t2) — p(t2))] = R(t1,t2) — p(tr)p(tz) (A.152)
heifst Kovarianzfunktion. Dementsprechend ist die Varianz von X durch
o?(t) = Kov(t,t) = R(t,t) — p?(t) (A.153)
erkldrt.

Fiir t; = t2 nimmt R(¢1,%2) ein Maximum an. Um dies zu sehen, betrachte man
E[(X(t1) — X(t2))%] = E[X?*(t1)] + E[X?(t2)] — 2E[X (t1)X (2)] > 0

Nun ist aber E[Xz(tl)] = R(tl, tl), E[X2 (tz)] = R(tQ, tz), E[X(tl), X(tg)] = R(tltz),
und es folgt
R(tl, tl) + R(tg, tg) > 2R(t1, t2) (A154)

fur alle t; # to. Fiir to — t1 bzw. to — t; folgt dann die Gleichheit der beiden
Ausdriicke, und dies heifit ja, dass R(t1,t2) nicht groBer als R(t1,t1) oder R(to,t2)
werden kann.

Definition A.9.3 FEs seien Xy und Y; zwei stochastische Prozesse; dann heif§t
Ryy(t1,t2) = E[X (t1)Y (t2)] (A.155)
Die Kreuzkorrelation der Prozesse X; und Y;.
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Definition A.9.4 Es sei X; = {X(t), t € (—00,00)} ein stochastischer Prozess.
X heifft stationédr, wenn fir jede endliche Menge I,, = {t1,--- ,tn} die gemeinsame
Verteilung von { Xt +4g,- -+ » Xto+to; von to unabhingig ist. X; heifit stationdr im
weiten Sinne, wenn gilt: (i) E(X?(t)) > oo, (i) p = E(X(t)) = konstant, (iii)
Kouv(s,t) hingt nur von der Differenz t — s ab.

Fiir die Autokorrelation R(t1, t2) bedeutet Stationaritét und Stationéritéit im weiten
Sinne, dass R(t1, t2) = R(t2 — t1) = R(7) gilt, d.h. R héngt nur von der Differenz
T = t9 — t1, nicht aber von den Werten ¢; und ¢y ab. Die Beziehung (A.154) 148t sich
dann zu

R(0) = max R(T) (A.156)

T

spezifizieren.

Definition A.9.5 Der stochastische Prozess X; = {X(t),t € I} sei stationdr. Las-
sen sich alle Statistiken des Prozesses (Mittelwertsfunktion, Autokorrelationsfunkti-

on, etc.) bereits aus einer Trajektorie X (t,w) berechnen, so heifit der Prozef§ ergo-
disch.

Die Ergodizitét eines Prozesses ist fiir empirische Untersuchungen von grofier Bedeu-
tung, da man eben im allgemeinen nur eine Trajektorie des Prozesses beobachten
und deshalb nur sie zur Berechnung von Statistiken heranziehen kann.

Die Eigenschaften eines stochastischen Prozesses lassen sich weiter durch Bezug
auf den Energiebegriff beschreiben. Um diesen Zusammenhang zu verdeutlichen, sei
daran erinnert, dass viele Funktionen sich als iiberlagerung von Sinus-Funktionen
dargestellt werden konnen; dazu muf nur die Amplitude |F(w)| und die Phase
(w) fiir jede Frequenz w geeignet gewihlt werden; wie im Anhang hergeleitet wird,
konnen diese beiden Gréflen durch Berechnung der Fourier-Transformierten F'(w)
bestimmt werden. Wir nehmen an, dass die Fourier-Transformierte auch fiir jede
Trajektorie X (t) des stochastischen Prozesses X; berechnet werden kann, dass also

F(w) = /_ - X (t)e “at, (A.157)

i = \/—1, existiert. F(w) ist im allgemeinen eine komplexe Zahl, F(w) = F}(w) +
iFy(w), wobei F; der Real- und F» der Imaginérteil von F' ist. F; und Fy sind
jeweils reelle Funktionen von w. Die Amplitude fiir die Frequenz w ergibt sich geméf
|F(w)| = VF{(w) + F3(w), und p(w) = tan™ [F(w)/F1(w)].

Weiter kann man jeder Trajektorie X (¢) entsprechend bestimmter Begriffsbil-
dungen in der Physik eine ” Energie” zuordnen, ndmlich

E = /OO | X (¢)|dt, (A.158)

Ist F'(w) die zu X (t) gehorige Fourier-Transformierte, so gilt Parsevals Theorem,
demzufolge
oo o0
E:/ yX(t)Pdt:/ |F(w)*dw. (A.159)
—00 —00
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Da X (t) = X (t,w) eine zufillig gewéhlte Funktion ist, sind die Groflen F'(w), |F(w)|,
¢(w) und E zufillige Verdnderliche und haben deshalb moglicherweise einen Erwar-
tungswert. Man ist insbesondere an der durchschnittlichen Energie der Trajektorien
und damit des Prozesses X; interessiert. Es zeigt sich nun, dass sich die durchschnitt-
liche Energie des Prozesses als Fourier-Transformierte der Autokorrelation R(7) (bei
einem stationdren Prozefl) darstellen 1&8t. Dies sieht man wie folgt:

Es sei F die zu F konjugiert komplexe Zahl, d.h. es sei F' = F}(w) —iF3(w); dann

ist |[F(w)> = F F_’_ Ebenso kann man X (¢) voriibergehend als komplexe Funktion
auffassen und X X fiir | X (¢)|? schreiben. Nun ist |F(w)|? durch

IF(w))? = Fw)F(w) = ' /_ Z X (t)e~tdt T /_ Z X (w)e U dy /_ Z X (v)e™ dv

gegeben (dabei ist die Integrationsvariable ¢ formal durch w und v ersetzt worden,
um Verwechslungen zu vermeiden). Dann gilt aber

]F(w)\Q—/ X(u)ei“’“du/ X*(v)ei“”’dv—/ / X (u) X*(v)e” ) dudo.

Da F(w) eine zufillige Verinderliche ist, muf auch |F(w)|? eine zufillige Verinderli-

che sein, mithin kann man den Erwartungswert von |F(w)|? bilden, und da e~*(#—v)
keine zuféllige Verdnderliche ist, folgt

E(FW)P) = /_ h /_ " B(X ()X (0)e= =) dudv. (A.160)

Aber E(X (u)X(v)) = R(u — v), R die Autokorrelation eines stationiren Prozesses
(vergl. Definition A.9.4). Diese Bezichung sollte gezeigt werden. Damit hat man

Definition A.9.6 Es sei X; ein stationdrer Prozef§ und F(w) seien die Fourier-
Transformierten der Trajektorien X (t) von X;. Dann heifit
S .
S(w) = E(|F(w)*) = / R(t)e~“'dt (A.161)

—00

die Spektraldichtefunktion des stochastischen Prozesses Xi.

Die Spektraldichtefunktion ist also die Fourier-Transformierte der Autokorrelations-
funktion. Dann kann man R(7) als inverse Transformation von S(w) darstellen:

R(t) = % /_ 7 S(w)e dw. (A.162)

Aus der Definition von R folgt aber, dass R(0) = o2 die Varianz des Prozesses X,
und geméf (A.162) ist dann

0? = R(0) = — /OO S (w)dw; (A.163)
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o2 gleicht also der durchschnittlichen Energie des Prozesses (vergl (A.159) und
(A.161), Seite 188).

Es sei X; ein stationdrer Proze3 mit der Autokorrelationsfunktion

o(r)=0% 7=0

R(r) :{ 0. 20 (A.164)

Dies bedeutet, dass beliebig benachbarte Werte von X (t) stochastisch unabhéngig
und damit unkorreliert sind. Man {iiberlegt sich leicht, dass ein solcher Prozefl in
der Natur kaum auftreten kann, denn jeder an die Gesetze der Physik gekoppelte
Prozef benotigt Zeit fiir eine Verdnderung, und die Forderung, dass die Werte X (t)
und X (¢t + €) fiir € > 0 beliebig klein unkorreliert sind fiir alle t € I bedeutet ja,
dass die Trajektorien von X; sich beliebig schnell verindern kénnen. Soweit psy-
chische Prozesse eine physikalische Basis haben gelten diese Bemerkungen auch fiir
psychische Prozesse. Prozesse mit der Autokorrelation (A.164) heiflen dann auch
generalisierte Prozesse. Es zeigt sich aber, dass generalisierte Prozesse hdufig gut
als erste Anndherung an die tatsichlichen Prozesse gewihlt werden koénnen; ihre
angenehmen mathematischen Eigenschaften bedeuten dabei eine wesentliche Ver-
einfachung des formalen Aufwandes bei der Diskussion der Daten. Dazu werde die
zu (A.164) gehorende Spektraldichtefunktion betrachtet. Es ist

S(w) = o2 / R(t)e “tdt = o?, (A.165)

d.h. aber S(w) = o? ist eine konstante fiir alle w. Dies bedeutet, dass jede Frequenz w
gleich viel Energie zur durschnittlichen Energie beitréigt. Hat man eine Lichtquelle,
in der jede Wellenléinge (Frequenz) mit gleicher Energie vorkommt, so erhilt man
bekanntlich weifles Licht. In Analogie hierzu spricht man dann auch von X; als von
einem weiffen Rauschen; das Wort Rauschen erinnert dabei an das durch Zufallspro-
zesse im Radio oder Telefonhorer auftretende Rauschen, und es ist weifs, weil es wie
das weifle Licht alle Frequenzen mit gleicher Energie enthélt. Die Annahme weiflen
Rauschens ist iiberall dort angebracht, wo die Spektraldichte iiber einem hinreichend
breiten Frequenzband angenéhert konstant ist.

Der Prozefl des Weiflen Rauschens ist ein Spezialfall, der nicht fiir fiir alle Prozes-
se als angendherte Beschreibung gewihlt werden kann. Im allgemeinen sind benach-
barte Werte X (¢) und X (¢t 4+ At) in einem von At abhidngendem Ausmafl korreliert,
d.h. die Werte X (¢) und X (¢ + At) sind stochastisch abhéingig. Man kann nun, zur
weiteren Dikussion der Abhéngigkeiten zwischen Werten von X (t) zu verschiedenen
Zeitpunkten 1, - - - , t,,, vom Begriff der bedingten Verteilung Gebrauch machen. Da-
zu fat man X; = X(¢1), Xo = X(t2), - -, X, = X(¢,,) als zufillige Veréinderliche
auf. Die Abhéngigkeiten lassen sich dann iiber die bedingten Dichten

f(@1, - )
T1yt 5 Tk |Tht1, 5 Tn) = A.166
f( ’ +1 n) f(xn+la . 73371) ( )
behandeln.
Beim Weiflen Rauschen sind die x,, - -+ ,z1 alle stochastisch unabhéngig vonein-
ander, so lange nur die t1,--- ,t, verschieden sind. Das Weifle Rauschen fluktuiert
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also mit der hochstmdoglichen Geschwindigkeit. Bei Prozessen mit Abhéngigkeiten
zwischen den x; ist die Geschwindigkeit der Fluktuationen dann geringer. Es liegt
nahe, ein Ma#B fiir diese Geschwindigkeit zu suchen; intuitiv ist klar, dass ein solches
Maf} mit der Autokorrelation zusammenhéngen muf}, da diese ja die Korrelationen
der X(t) fiir benachbarte Zeitpunkte angibt. Ein solches Mafl kann wie folgt kon-
struiert werden.

Es seien X(t) die Trajektorien des Prozesses X;, und es werde angenommen,
dass sie zumindest fast {iberall differenzierbar sind. Fiir eine spezielle Trajektorie sei
dann X (1)
Y(t) = i
Y (t) ist wieder eine Funktion von ¢, und da X (t) eine zufillige Funktion ist, muf
auch Y (¢) eine zufillige Funktion sein. Ist also X; = {X (¢), t € I} ein stochastischer
Proze§ mit differenzierbaren Trajektorien, so ist Y; = {Y(¢), ¢ € I} ebenfalls ein
stochastischer Prozefl; dessen Trajektorien eben die Differentiale der Trajektorien
X (t) sind.

Wir suchen nun die Autokorrelationsfunktion des Prozesses Y;. die Autokorre-
lation von X ist R(t1,t2) = E[X (t1)X (t2)]. Die Kreuzkorrelation der Prozesse X
und Y; ist dann R,y = E[X (t1)X'(¢2)]. Nun ist

= X'(4); (A.167)

X - X xTx 9 - Lz )
B X(tl) (t2+6z (tg) :R (t1 t2+62 R (tl t2)’

und fiir € — 0 wird hieraus

8Rmc (t].a t2)

Ray(t1,12) ot (A.168)
Ebenso kann man
B X(t1+e€) — X(tl)X/(t) _ Ryy(ty + €,t2) — Ryy(t1, t2)
€ €
bilden, und fiir ¢ — 0 folgt hieraus
ORyy(t1,t
Ryz(t1,t2) = OBy (ty, t2) (A.169)
oty
Aus (A.168) und (A.169) folgt dann
O?Ryr(t1,t
Ryy(t1,t2) = T Roclin,ta). (A.170)

ot10ty

damit ist die Autokorrelation des Prozesses Y; = {X'(t)|t € I} aus der Autokorre-
lation des Prozesses X; = {X (t)|t € I} durch zweifache partielle Differentiation ab-
leitbar. Insbesondere sei nun der Prozel X; stationir, dann gilt ja R(t1,t2) = R(7),
T = t9 — t1. Dann folgt insbesondere

(A.171)



Fiir 7 = 0 folgt dann

2

Ryy(0) = =T i) = Bl 0)7), (A.172)
d.h. Ry, (0) ist die Varianz o,,* des Prozesses Y; = {X'(t)|t € I}. Ist o grof, so heiBt
dies, dass die Varianz der Verinderungen X'(¢) der Trajektorien ds Prozesses X; grofi
ist, dass die Trajektorien X (¢) des Prozesses X; also stark fluktuieren bzw. dass die
X(t) keinen sehr regelméfiigen Verlauf haben. Die Spektraldichte von Y; ist nun
wieder durch die Fourier-Transformierte von R,, gegeben, und die durchschnittliche
Energie des Prozesses Yy ist durch Ry, (0) gegeben. GemaBt (A.172) ist aber Ry, (0)
auch mit Figenschaften des Prozesses X; verbunden. Diese Verbindung soll noch
etwas elaboriert werden.

Es sei X; stationér; dann ist R(t1,t2) = R(7) mit 7 = t2 — ¢1. R ist maximal fir
7 =0, und weiter gilt
R(—7) = R(7); (A.173)

dies folgt leicht aus der Stationéritdt. Nun ist einerseits

S(w) = /R(T)e_m dw /2,

so dass umgekehrt
R(r) = / S(w)e™" dus /2

geschrieben werden kann. Dann ist andererseits

R(1) = dR(r) = /S(w)eimdw/%'
dr
und
2
R'(1) = d;%(;) = /(iw)25(w)ei‘”d7/27r == /w2S(w)eide/2ﬂ',
T
so dass 2(R(r)
T R Y A
2 L —g- _Oow S(w)dw (A.174)

folgt. Das Integral kann nun als zweites Moment der Spektraldichte S(w) des Pro-
zesses Xy aufgefafit werden. Dies fithrt zu der

Definition A.9.7 FEs sei X; ein stochastischer Prozess mit differenzierbaren Tra-
jektorien, und es sei Yy = {X'(t)|X'(t) = dX (t)/dt, t € I'}. Dann heifit

B d2Rm(T)

A= BIX(0)%) = — =25

= —R"(0) (A.175)
7=0

das zweite Spektralmoment des stochastischen Prozesses X;.
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Natiirlich ist Ay = 03. Notwendige Bedingung dafiir, dass das zweite Spektralmo-
ment Ay existiert, ist die Differenzierbarkeit von R(7) an der Stelle 7 = 0. In Zu-
sammenhang mit dynamischen Modellen werden allerdings oft spezielle Prozesse,
die Diffusionsprozesse diskutiert, die nirgends differenzierbare Trajektorien haben.
Man betrachtet hier einen anderen Begriff als das zweite Spektralmoment:

Definition A.9.8 FEs sei X; ein stationdrer ProzefS mit nicht notwendig differen-
zierbaren Trajektorien und der Autokorrelationsfunktion R(t). Dann heif$t

1 00
Teor = ]%(0)/0 R(T) dr (A176)

die Korrelationszeit des Prozesses.

Beispiel A.9.1 Gegeben sei ein stationérer stochastischer Prozefi X; mit der Auto-
korrelationsfunktion R(7) = exp(—a7?), a > 0. Fiir grofle a geht R(7) schnell gegen
Null, d.h. die Trajektorien fluktuieren schnell; fiir kleines o fluktuieren sie langsam.
Es ist dR(7)/dT = —2a7R(7), und d?R(7)/dr? = —2aR(7) + 4a*72R(7). Dann ist
d’R(7)/dr?|,—0 = —2aR(0). Aber R(0) = 1, so dass das zweite Spektralmoment
durch A = 2« gegeben ist.

Nun sei X; ein Prozefl mit nicht differenzierbaren Trajektorien und der Autokor-

relationsfunktion R(7) = 02¢=°7, a > 0. Die Korrelationszeit ist

1 o0 1 o0 11
oy = —— R(T)dr = = —Mdr = —=—.
T, R(O)/O (1)dr 02/0 e T =

Wieder gilt, dass 7., um so kleiner ist, je grofler « ist. Will man das zweite Spek-
tralmoment A\ berechnen, so mufl die zweite Ableitung bestimmt werden. Es ist
dR(7)/dT = —aR(7), d?R(7)/dr?® = o?R(7) und d*R(7)/dr?|,—0 = 0?a® > 0. Es
ist aber

N d’R(T) ’
dr? T7=0
so dass A < 0 wire. Offenbar macht die Berechnung des zweiten Spektralmoments
hier keinen Sinn. [l
In (A.155) war die bedingte Dichte
_ f(.’]jl,"',l?n)
f(a:.l? 7xk’xk+17 7‘TTL) - f(a:'k+1’ .. ’xn)

eingefiihrt worden. Hieraus ergibt sich ein fiir die Anwendung der Theorie stochasti-
scher Prozesse wichtiger Spezialfall, der durch eine eigene Definition charakterisiert
werden soll:

Definition A.9.9 FEs sei X; ein stochastischer Prozef§ und es gelte fiir jedes n und
o <to<- -+ <ty

P(a(tn) < @ala(ta-1), -+ a(tr)) = P(@(ta) < 2ala(ta1)). (A.177)
Dann heifit X; Markov-Proze8.
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Insbesondere Markov-Prozesse lassen sich oft durch iibergangswahrscheinlichkeiten
charakterisieren. Es sei p(x, t; xo.tg) die Wahrscheinlichkeit, dass der Prozef zur Zeit
t den Wert (Zustand) z = x(t) annimmt, wenn er zur Zeit tg < t den Wert (Zustand)
xo = x(tp) angenommen hat. p(x,t; x,to) heifit auch iibergangswahrscheinlichkeit.
p(z,t; z0, to) ist eine bedingte Dichtefunktion. Es gilt sicherlich

p(z,t;xo, to) = 6(x — xo) fur t — to, (A.178)

wobei 0 die Dirac-Delta-Funktion ist, d.h. es ist d(z — z9) = 0 fiir  # xp und
d(x — xg) = oo fiir & = xp unter der Nebenbedingung [d(x — zg)dz = 1. Da
p(z,t; z0, tp) eine Dichtefunktion ist, mufl dariiber hinaus

/ p(x,t; 20, t0) do =1 (A.179)

-0
gelten.
Es sei tg < t; < t. Dann gilt die Chapman-Kolmogorov-Gleichung:

o0

p(z,t; w0, t0) = / p(x, t; 1, t1)p(21, t1; w0, to) dy. (A.180)
—0o0

Die Gleichung ist eine direkte Konsequenz von (A.176). Denn sei ty < t; < to, und

sei p(x(t2), z(t1), x(tp)) die Wahrscheinlichkeit, dass der Proze zu den Zeiten o,

t1 und to die Werte x(tg), z(t1) und x(t2) annimmt. Nach dem Satz iiber bedingte

Wabhrscheinlichkeiten gilt dann

p(x(t2), x(t1), x(to)) = p(a(t2)|x(t1), z(to) p(2(t1)]z(to))-

Aber die Markov-Eigenschaft bedeutet, dass p(x(t2)|x(t1), x(to)) = p(z(t2)|z(t1))
und mithin

p(2,to; 21, t15 20, t0) = P(22, t2; 21, t1)p(1, 115 T0, L0)-

Andererseits ist

o0

p(x2,t2; 20, t0) = / p(x2,t2; 71,15 20, to)d1;
—0o0

setzt man den vorangehenden Ausdruck fiir den Integranden ein, so erhélt man die

Chapman-Kolmogoroff-Gleichung.

Die Markov-Annahme unterliegt auch der Beschreibung dynamischer Systeme
durch deterministische Differentialgleichungen. Ist namlich z(t) = (z1(t),--- , 2n(t))"
der Zustandsvektor eines solchen Systems, so ist es im allgemeinen durch eine Diffe-
rentialgleichung der Form & = f(x,t) beschreibbar, wobei f ein geeignet gewihlter
Vektor von Funktionen ist. Die Beschreibung durch eine solche Differentialgleichung
besagt, dass die Verdnderung & des Zustandsvektors durch den momentanen Wert
x(t) und den einer eventuell auf das System einwirkenden ”St6r” funktion ist. Der
Markov-Proze kann als Verallgemeinerung einer solchen Konzeption von Systemen
fiir den Fall, dass zufillige Efekte berticksichtigt werden miissen, aufgefafit werden.
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Die Annahme allerdings, dass Verdnderungen momentan wirken und vergangene
Zeitpunkte keine Rolle spielen sollen, kann genau genommen nur eine Approxima-
tion sein, da jede Verdnderung Zeit benotigt. Die Markov-Annahme stellt deshalb
eine Idealisierung dar, deren Vorteil eine erhebliche Erleichterung der mathemati-
schen Analyse der jeweils interessierenden Prozesse ist. Der Nachteil, eben nur eine
Approximation an die Wirklichkeit zu sein, spielt praktisch keine Rolle, wenn der
Einflufl der Vergangenheit im Vergleich zu der interessierenden Zeitskala verschwin-
dend klein ist.

A.10 Die Weibull-Verteilung

Definition A.10.1 Gegeben sei die zufilligen Verdnderlichen X mit —oo < X < g
und Y mit ng <Y < oo Die Verteilungsfunktionen von X bzw. Y seien durch

exp |- (252)], e <

Fx(z)=P(X <z) = (A.181)
1, T <10
1 —exp [— (y%“’)ﬁ} ;Y=

Fy(y) =P <y) = (A.182)
0, y <o

gegeben. Dann heiflen X bzw. Y Weibull-verteilt mit den Parametern ng, a > 0, und
8> 0.

Anmerkungen:

1. Der Name Weibull-Verteilung geht auf den schwedischen Ingenieur Ernst Hjal-
mar Waloddi Weibull (1887 — 1979) zuriick, der diese Verteilung im Zusam-
menhang mit Fragen der Bruchfestigkeit sproden Materials diskutierte. Fel-
lers (1966), p. 54 Anmerkung, dass insbesondere die Verteilung (A.182) in
Reliabilitdtsuntersuchungen ”rather mysteriously” unter dem Namen Weibull-
Verteilung auftaucht, ist vermutlich damit zu erkléren, dass die Verteilung
schon vor Weibulls Arbeiten bekannt war.

2. Die zufélligen Verdnderlichen X und Y sind durch die Bezichung Y = 2ny —
X miteinander verbunden. Ist die Verteilungsfunktion von X durch (A.181)
gegeben, so folgt die Verteilungsfunktion (A.182) fiir Y, denn

P(Y <y)=1-P(X <2n —y)=1—exp [_ <y;’70>5

3. Der Hintergrund fiir die Definition der Weibull-Verteilung durch (A.181) und
(A.182) ist, dass beide Formen als Definition Weibull-Verteilung in der Lite-
ratur vorkommen. Die Form (A.181) wird in Johnson, Kotz und Balakrishna
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(1994) und Kotz und Nadarajah (2000) als Verteilung vom Weibull-Typ be-
zeichnet. Die Beziehung zwischen einer Dosis, etwa eines Medikaments, oder
einer Stimulusstéirke und der Wahrscheinlichkeit einer Reaktion wird gelegent-
lich durch eine Weibull-Funktion beschrieben. Sowohl (A.181) als auch (A.182)
konnen auf die gleiche Weibull-Funktion fithren (s. unten).

4. Die Form (A.182) geht fiir 5 = 1 in die Exponentialverteilung P(Y < y) =
1 — exp(—A\y) iiber, mit A = a~ /5.

5. Die Entscheidung zwischen den Formen (A.181) und (A.182) wird davon abhéngen,
wie man die zufillige Verdnderliche definiert, von deren Werten das jeweils in-
teressierende zufiillige Ereignis E abhingt. Will man ausdriicken, dass E ein-
tritt, wenn die zuféllige Verédnderliche einen Wert grdfier als .S, S ein kritischer
Wert, ist, wird man auf (A.181) gefiihrt, sofern fiir die zuféllige Veréinderliche
eine Verteilung vom Weibull-Typ indiziert ist. Macht es Sinn, anzunehmen,
dass E eintritt, wenn die zufillige Verdnderliche einen Wert kleiner als ein kri-
tischer Wert S annimmt, wird man auf (A.182) gefiihrt, — vorausgesetzt, die
zufillige Verénderliche ist vom Weibull-Typ. |

Fiir die Dichtefunktionen folgen die Ausdriicke

Bo (mo—z\Po—1 o—z\ B

fx(z) = {a(na )" e [_(na )}’ T = Mo (A.183)
0, T > 1o
B (y—mo\B-1 —no\B

frly) = { o (158)7 e {_(yan) } Y=o (A.184)
0, Yy <o

und fiir die Erwartungswerte und Varianzen findet man

E(X)=m—~ - T(L—1/8), E(Y)=m+T(1-1/8) (A.185)

sowie

V(X) = V(Y) = % [T(1+2/8) — T2(1 +1/8)] . (A.186)

Verteilungen vom Weibull-Typ ergeben sich auch dann, wenn die Verteilungen
der Maxima und Minima unabhéngiger zufilliger Groflen X1, ..., X, bzw. Y1,...,Y,
gesucht werden; Verteilungen vom Weibull-Typ sind damit auch Extremwertvertei-
lungen, vergl. Abschnitt ?7.

Verteilungen vom Weibull-Typ treten nicht nur bei der Verteilung der Bruch-
festigkeitein sproden Materials auf, sondern auch, wenn etwa Lebensdauern bzw.
Wartezeiten oder Wirkungen der Dosis von Giften bzw. Medikamenten bzw. der
Intensitédt von externen Stimuli auf Sinnesorgane (pychometrische Funktionen) dis-
kutiert werden. Dabei kann es interessant sein, die Verteilungen von Dosiswirkungen
und Wartezeiten, oder Stimuluswirkung und Reaktionszeit, zueinander in Beziehung
zu setzen, vergl. Abschnitt 77.
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Abbildung A.10: Weibulldichten und -verteilungen — (a) nach (A.182), (b) nach
(A181);m9 =2, a=1, By = 7.5.
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Grenzzyklus, 79
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Hilbertransformierte, 179
Hintereinanderschaltung, 39
v.Tief- und Hochpaf, 64
Hopf-Bifurkation, 81

Impulsantwort, 31, 36, 59
Impulsantwortmatirx, 31
Impulsfunktion, 9
Induktivittat, 53
instabil, 48
Integrator, 52

leckender, 52
Integrier-Glied, 51

Jacobi-Matrix, 76

kanonische Variablen, 48

kausal, 37
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Koeffizientenmatrix, 11
Kondensator, 52
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Kontrollmatrix, 12
Korrelationszeit, 192

Kriechfall, 27

Laplacetransformierte, 35
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line spread function, 110
Linearisierung, 10, 73, 75
Linienverwaschungsfunktion, 110
Lotka-Volterra-Modell, 74

magnitude function, 97
Massewirkungsgesetz, 74
Matrix

Feedforward, 12

Impulsantwort, 23

Modal, 24
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Membranpotential, 52
Minimum-Phasen-Systeme, 45
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Mode, 24
dynamische, 24
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Normierungskonstanten, 105
Nullstellen, 46
Nutzsignalleistung, 90
Nyquist-Diagramm, 56

Oktave, 57, 60

Orbit, 7, 79

Ortskurve, 56

Oszillator, harmonischer, 25, 54
Oszillatorischer Fall, 27

Parallelschaltung, 40
Partialbruchzerlegung, 42, 46, 47
Periode, 7
Phase, 35
Phasencharakteristik, 45
Phasengang, 36, 56
Phasenkurve, 7
Phasenportriit
Beschrankung, 77
lokales, 77
Phasenprotrét
globales, 77
Phasenpunkt, 6
Phasenraum, 6, 9
Poincaré — Bendixson, 80
point spread function, 110, 133
Poisson-Prozef, 53
Polarkoordinaten, 184
Pole, 46
Polynom
n-ten Grades, 47
charakteristisches, 26, 47, 54
Potential, 68
potentielle Energie, 68
Proportional-Glied, 51
Prozef3
autokatalytischer, 74
psychometrische Funktion, 92, 94
Punktverwaschungsfunktion, 110, 133

Quadraturfunktion, 179
Quicks Modell, 96
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Rauschen
bandbegrenztes, 86
weilles, 86

Rauschen, weifles, 87

Rauschleistung, 90

RC-Glied, 60

Receiver-Operator-Characteristics, 85

Refraktérzeit, 73

Reihenschaltung, 39

Relation
Eulersche, 37

relaxieren, 21

Riccos Gesetz, 132

ripple-ratio, 112

Schaltung
Hintereinander- oder Reihen-, 25
Parallel-, 25
Sensitivitat, 135
Signal
analytisches, 179
Signal-Rausch-Verhéltnis, 90
spatial probability summation, 100
Spektralmoment, zweites, 108
stabil, 48, 59, 77
asymptotisch, 77
neutral, 77
Stabilitéit, 25
strukturell instabil, 79
Storung, 11
Substratinhibition, 74
Superpositionsexperiment, 137
Superpositionsprinzip, 20
System
Aktivator-Inhibitor, 73
dynamisches, 6
homogenes, 78
informationsiibertragendes, 12
kausales, 36
konstante Koeffizienten, 11
linearer Teil, 76
lineares, 10
Lotka-Volterra, 78
nichtlineares, 10, 73
Systeme
dissipative, 68

konservative, 68
Systemfunktion, 36, 46

TiefpaB, einpoliger, 59
Tiefpafifilter, 53

Trajektorie, 7
Transferfunktion, 9, 36, 46, 59
transiente Effekte, 38

Vektor
Input, 12
Output, 12

Wachstumsrate, 73
Wahrscheinlichkeitssummation, 92
Watsons Modell, 103
Weibull-Verteilung, 194

Zeitkonstante, 61
Zentralfrequenz, 59
Zentrum, 78, 79

Zustand, 5, 6, 24
Zustandsfluf3, 6
Zustandsraum, 6, 9
Zustandstransformation, 6
Zustandsvektor, 11
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