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1 Einfiihrung

Gegeben sei eine Kontingenztabelle K = (n;j), ¢ = 1,---,1, j = 1,---,J, d.h.
es gebe I Zeilenkategorien I7;, und J Spaltenkategorien S;. Im allgemeinen wird
es irgendwelche Abhéingigkeiten zwischen den Zeilen- und den Spaltenkategorien
geben, so dafl die n;; in nicht nur zufélliger Weise von den bei Unabhéngigkeit
von Zeilen- und Spaltenkategorien zu erwartenden Haufigkeiten n;4n;/ni 4 ab-
weichen. Gesucht ist ein Modell, das eine Deutung der Abhéngigkeiten erlaubt.
Ein allgemeiner Ansatz fiir die Konstruktion eines solchen Modells ergibt sich aus
der Annahme, dafl die Abhéngigkeiten darauf zuriickzufithren sind, dal Zeilen-
und Spaltenkategorien durch bestimmte "latente” Variablen definiert sind. Das
AusmaB, in dem eine Kategorie durch eine latente Variable definiert ist, soll
durch einen Skalenwert représentiert werden. Dementsprechened sollen sowohl
die Zeilen- wie auch die Spaltenkategorien durch Skalenwerte auf ein und dersel-
ben Skala reprasentiert werden, und die Relationen zwischen diesen Skalenwerten
soll die Struktur der Abhéngigkeiten reflektieren.

Es sind von verschiedenen Autoren zum Teil unabhéngig voneinander ver-
schiedene Ansétze zur dualen Skalierung gemacht worden, wobei sich aber zeigt,
dafl sie im wesentlichen stets auf den gleichen Kern hinauslaufen. Einen histo-
rischen Uberblick findet man in Nishisato (1980). Hier soll nur ein sehr kurzer
Uberblick gegeben werden, weil es einerseits das Verstéindnis der Verfahren ver-
tieft, wenn man sieht, wie aus zunéchst verschieden formulierten Annahmen das
gleiche Verfahren resultiert, und andererseits deutlich wird, dafl die unter ver-
schiedenen Namen bekannten Verfahren auf den gleichen Kerngedanken zielen.

1. Method of Reciprocal Averages: Dieser Name wurde von Horst (1935) bei
der Beschreibung einer Arbeit von Richardson und Kuder (1933) vorge-
schlagen, deren Ziel es war, Skalenwerte fiir Personen einerseits und Items
von Fragebogen oder Tests andererseits so zu finden, dafl die Variation der
Skalenwerte innerhalb einer Gruppe oder einer Person so klein wie mog-
lich und die Variation zwischen den Gruppen/Personen so grofl wie moglich
sein sollte, um auf diese Weise moglichst gut zwischen Personen diskrimi-
nieren zu konnen. Es wird vorgeschlagen, den Skalenwert eines Items durch
den durschschnittlichen Skalenwert der Personen, die positiv auf das Item
reagieren (oder die die Aufgabe l6sen, wenn das Item eine Aufgabe ist),
zu definieren. Umgekehrt sollte der Skalenwert einer Person als durch den
durchschnittlichen Skalenwert der Items definiert sein, die sie positiv beant-
wortet! Dieses Vorgehen erklirt den Ausdruck Reciprocal Averages.

2. Simultane lineare Regression: Hirschfeld (1935) machte den Ansatz, die
Héaufigkeiten einer Kontingenztabelle in bezug auf eine 2-dimensionale Ver-
teilung zu interpretieren. Die Skalenwerte der Zeilen- und Spaltenkategorien
sollen sich dann durch lineare Regressionen auf diese Dimensionen ergeben.

Positiv? kann natiirlich durch ”Negativ” ersetzt werden. Es kommt nur darauf an, eine
bestimmte Reaktionsart festzulegen.



3. Diskriminanzanalyse: Fisher (1940) diskutierte die Verteilung von Haar-
und Augenfarben in Caithness (Schottland). Sei Ziel war, den Augenfar-
ben Skalenwerte zuzuordnen derart, dafl die Skalenwerte fiir die Haarfarben
so verschieden wie moglich wurden, d.h. man will anhand beobachtbarer
Merkmale zwischen Personentypen so gut es geht diskriminieren (daff man
versucht, die Haarfarbe "vorherzusagen” scheint trivial zu sein, aber die be-
obachtete Haarfarbe erlaubt eine Uberpriifung der Diskriminierung). Fishers
Ansatz erweist sich als Spezialfall des Ansatz von Richardson und Kuder
(1933) und von Hirschfeld (1935).

4. Kanonische Korrelation: Maung (1941) scheint zuerst auf die Idee gekom-
men zu sein, dafl das Problem, Skalenwerte fiir die Zeilen- und Spaltenka-
tegorien zu finden, iiber den Ansatz der Kanonischen Korrelation zu lésen.
Der gleiche Ansatz findet sich in Kendall und Stuart (1973), p. 588, die
wiederum auf eine Arbeit von Lancaster (1963) verweisen. Der Ansatz der
Kanonischen Korrelation soll im Folgenden zuerst besprochen werden, weil
er am ehesten die Logik der Skalenzuordnung zu verdeutlichten scheint.

5. Korrespondenzanalyse: Hier werden die normierten Differenzen

Tij = (nij — Nigngj) [y/Miynag
eine Hauptachsentransformation unterzogen. Jede Datenmatrix X kann ja
in der Form X = QA'/2P’ dargestellt werden; enthalten die Zeilen von X
die Scores von Personen in Tests, die wiederum die Spalten von X definie-
ren, so enthalten die Zeilen von @ die Scores (= Skalenwerte) der Personen
und die Spalten von A'/2 die Scores (= Skalenwerte) der Tests auf latenten
Dimensionen. Auf die Differenzen z;; angewandt sind diese Scores Skalen-
werte flir die Zeilen- und Spaltenwerte der Kontingenztabelle. Auch hier
besteht eine Beziehung zur Kanonischen Korrelation.

Die Differenz n;; —n;4+n4; wird gelegentlich als "chance correction”, also als
eine "Bereinigung” der n;; von zufélligen Effekten interpretiert derart, dass
die z;; nur noch systematische, aber keine zufilligen Effekte mehr enthalten.
Diese Interpretation kann in dieser Allgemeinheit sicherlich nicht gelten; in
Abschnitt 4 wird dieser Sachverhalt noch einmal aufgegriffen.

Weitere Ansétze findet man in Nishisato (1980).

Im Folgenden wird auf die Korrespondenzanalyse fokussiert. Die Vorgehens-
weise kann analog zu der bei der Faktorenanalyse bzw. bei der Approximation der
Faktorenanalyse durch die Hauptachsentransformation konstruiert werden. Ge-
geben sei eine m x n-Matrix X von Mewerten x;;, i =1,...,m, j = 1,...,n. x;;
ist etwa der Meflwert der i-ten Person im j-ten Test. Es wird nun angenommen,
daf} es r "latente” Variablen L4, ..., L, gibt derart, dafl

xij = qinfi1 + -+ qir fir (1)
gilt. Dabei sind die ¢;1, . - ., ¢;» Mafle, die die i-te Person auf den L4, ..., L, charak-
terisieren ("Faktorscores”), und die fj1, ..., fjr sind Mafle, die die Tests auf den la-

tenten Dimensionen haben ("Faktorladungen”). Die Produkte gt fjx, k = 1,...,7



sind additive Komponenten von z;;; eine solche Komponente ist einerseits pro-
portional zu ¢, d.h. zum Maf, das die i-te Zeile (Person) auf der k-ten latenten
Variablen charakterisiert, und andererseits proportional zum Maf} f;, daf die
j-te Spalte (Test) auf der gleichen latenten Variablen hat. Die g, k = 1,...,r
konnen als Skalenwerte fiir die Zeilen der Matrix X, und die fj; als Skalenwerte
der Spalten aufgefait werden. Die i-te Zeile (Person) wird dann durch den Vek-
tor ¢; = (qi1, - - -, qir)" reprisentiert, und die j-te Spalte (Test) durch den Vektor
fi = (fj1,..., fjr). Damit werden die Zeilen durch Punkte (die Endpunkte der
Vektoren ¢;) in einem r-dimensionalen Raum représentiert, ebenso werden die
Spalten durch die Endpunkte der Vektoren f; im gleichen Raum abgebildet. Die
latenten Variablen werden so bestimmt, dafl durch sie eine additive Zerlegung der
Gesamtvarianz der Daten in X moglich wird; jede latente Variable “erklért” einen
Anteil dieser Gesamtvarianz. Dariiber hinaus werden die Korrelationen, d.h. die
Abhéngigkeiten, zwischen den Spaltenvariablen ("Tests”) oder aber zwischen den
Zeilenvariablen ("Personen”) durch die latenten Variablen erklért.

Bei der Analyse der Kontingenztabelle sollen ebenfalls die Abhingigkeiten
zwischen Zeilen- und Spaltenkategorien durch latente Variablen erkléirt werden.
Ein generelles Ma$ fiir die Abhéingigkeiten in der Tabelle ist durch das x? gegeben.
Wie bei der Hauptachsentransformation einer Matrix X von Mewwerten z;; fiir
jede latente Variable angegeben werden kann, welchen Anteil der Gesamtvarianz
sie erklért, soll bei der Diskussion einer Kontingenztabelle angegeben werden,
welchen Anteil des x? eine gegebene latente Variable erklirt.

Bei der Hauptachsentransformation einer Matrix X von Mefwerten sind die
¢ir und die f;;, Skalenwerte fiir die gleiche latente Variable L. Die Punkte, die
die Zeilen von X reprisentieren, und die Punkte, die die Spalten reprisentieren,
konnen also im gleichen Achsensystem dargestellt werden: diese simultane Dar-
stellung heiit Biplot. Die Distanzen zwischen den Zeilenpunkten einerseits und
den Spaltenpunkten andererseits sind fiir eine Interpretation der Achsen hilfreich:
Cluster von Zeilenpunkten, d.h. Teilmengen von Punkten mit (relativ) kleiner Di-
stanz zwischen ihnen reprisentieren Zeilen (oder Spalten) mit dhnlicher Ausstat-
tung hinsichtlich der latenten Variablen. Bei der Analyse von Kontingenztabellen
spielt der Biplot eine analoge Rolle. Man muf} allerdings darauf achten, dafl nur
die Distanzen zwischen den Zeilenpunkten einerseits und den Spaltenpunkten
andererseits sinnvoll zu deuten sind.

Die Distanz zwischen einem Zeilen- und einem Spaltenpunkt ist nicht erkldrt.
Dies ist einleuchtend: Eine Zeilenkategorie wird durch die Verteilung der H&ufig-
keiten in dieser Zeile erklért, und eine Spaltenkategorie durch die Verteilung der
Haufigkeiten in dieser Spalte; man kann sagen, dafl eine Zeile durch die Menge
der Spalten, eine Spalte durch die Menge der Zeilen charakterisiert wird. Dies
macht intuitiv klar, dafl die Ndhe des Punktes, der eine Zeile reprisentiert, zu
einem Punkt, der eine Spalte abbildet, nicht unmittelbar zu deuten ist. Allerdings
ist das Skalarprodukt zwischen den Vektoren, die eine Zeilen- und eine Spalten-
kategorie in bezug auf die latenten Variablen definieren, erkldrt: es entspricht
dem MeBwert z;; bei einer Matrix von MeBwerten, und korrespondiert zu den
Haufigkeiten n;; bzw. zu den Residuen n;; — n;.n.; in einer Kontingenztabelle



( nj.n.; sind die zu den beobachteten Haufigkeiten n;; korrespondierenden unter
der Hypothese, dafi keine Abhéngigkeiten zwischen Zeilen- und Spaltenkategorien
bestehen, erwarteten Héaufigkeiten).

Im folgenden Abschnitt werden die fiir die Korrespondenzanalyse zentralen
Begriffe eingefiihrt. Beweise der Aussagen iiber die Beziehungen zwischen den
Begriffen werden im Anhang 8 gegeben und miissen nur gelesen werden, wenn ein
tieferes Verstandnis der Details gewiinscht wird.

2 Definitionen

Es sei wieder K = (n;;),i=1,---,1,j =1,---,J eine Kontingenztabelle, d.h. es
gebe I Zeilenkategorien R;, und J Spaltenkategorien S;. Eine Zeilenkategorie ist
zunéchst durch die Verteilung der Hiufigkeiten in dieser Zeile definiert, also durch
den Vektor (nj1,...,n;s)’. Dementsprechend ist der Unterschied zwischen zwei
Zeilenkategorien R; und R; durch den Unterschied der Vektoren (n;1,...,n:s)
und (njrq,...,nyy)" charakterisiert.

Existieren keinerlei Abhéngigkeiten zwischen Zeilen- und Spaltenkategorien,
so weichen die beobachteten Haufigkeiten n;; nur zufillig von den erwarteten Hau-
figkeiten n;.n.;/N ab. Betrachtet man die Zeilenprofile der Matrix der erwarteten
Haufigkeiten, so findet man, dafl sie alle parallel zueinander verlaufen (sie sind
sogar identisch). Eine analoge Aussage gilt fiir die Spaltenprofile dieser Matrix.
Bei nur zufilligen Abweichungen von den erwarteten Haufigkeiten sind die Zeilen-
bzw. Spaltenprofile in guter Ndherung parallel zueinander; Abhéngigkeiten &u-
Bern sich dementsprechend in Abweichungen von der Parallelitit, insbesondere in
Gegenlaufigkeiten.

Essei N =37, > . nij und p;; = n;; /N sei die relative Haufigkeit; die Matrix
der relativen Hiufigkeiten erhilt man aus der Kontingenztabelle K gemif

1
P=<K=(py), 1<i<Il, 1<j</J (2)
Also ist P = (pij) = (ni;/N) die Matrix der relativen Héaufigkeiten:

Tabelle 1: Die Matrix P mit Zeilen- (R;) und Spaltenkategorien (.5;)

I ENE -
Ry || pn pi2 - pus|n
Ry || po1 p22 -+ Dpas | T2
Rr |l pn pr2 -+ prg|rr

(2 Jea e o e 1]




3 Zeilen- und Spaltenprofile

Es sei
J 1 J n;
_ o o
Ti—ZPzJ—Nang— N (3)
7j=1 7j=1
7= (r1,---,rr)" ist der Vektor der Zeilensummen von P. Setzt man, wie iiblich,
Zj ngj = n;., so ist offenbar r; = n; /N. Ebenso sei
! 1 ! M.
i=1 i=1
¢ = (c1,-++,cy) ist der Vektor der Spaltensummen von P. Die Beziehung zwi-

schen den p;;, r; und ¢; wird in der Tabelle 2 noch einmal veranschaulicht.

Definition 1 Die Zeilensummen r; (Spaltensummen c;) von P heifflen Massen
der Zeilenkategorien (Spaltenkategorien).

Aus der Definition der r; und ¢; ergibt sich sofort

ZT’Z‘:ZC]':L (5)

Die Einfiithrung des Begriffs "Masse” scheint zunéchst ein wenig iiberfliissig zu
sein, da man ja einfach von den Zeilen- bzw. Spaltensummen reden kann. In der
Begriffswelt der Korrespondenzanalyse ist der Ausdruck aber {iblich, zumal er
in iibereinstimmung mit dem Sprachgebrauch der Physik den Gebrauch anderer
Ausdriicke wie z.B. Baryzentrum fiir den Schwerpunkt einer Punktekonfiguration
steht.

Definition 2 Der Vektor

g ey

/
Pt Pis
T3 T3

heif$t i-tes Zeilenprofil der Kontingenztabelle K. Der Vektor

Py Py
Cj? ’CJ

heift j-tes Spaltenprofil von K. Der Vektor (rq1,---,7r) heifit mittleres Spalten-
profil, und (c1,---,cy) heifft mittleres Zeilenprofil von K.

Anmerkung: Es ist
Pii _ niy N mij

= —=— 6
Dementsprechend ist das i-te Zeilenprofil auch durch

!/
ni1 niJ
(nn> 7)




definiert. Eine analoge Ausssage gilt fiir die Spaltenprofile.

Ein Zeilenprofil ist also einfach die Verteilung der Haufigkeiten in einer Zeile,
relativiert durch die Zeilensumme n;.; der Effekt unterschiedlicher Héufigkeiten
in den Zeilenkategorien R; wird also herausgenommen. Damit enthélt das Zei-
lenprofil die bedingten Hdufigkeiten der Spaltenkategorien, d.h. ein Element ei-
nes Zeilenprofils entspricht der bedingten Wahrscheinlichkeit einer bestimmten
Spaltenkategorie, gegeben eine bestimmte Zeilenkategorie. Kennt man also die
Zeilenkategorie, so gibt die Komponente an, mit welcher (geschitzten) Wahr-
scheinlichkeit nun eine betimmte Spaltenkategorie zu erwarten ist. Eine analoge
Aussage gilt wieder fiir die Spaltenprofile; ein Spaltenprofil gibt die (Schitzung
der) bedingten Wahrscheinlichkeit einer Zeilenkategorie, wenn eine Spaltenkate-
gorie gegeben ist.

3.1 x? und Trigheit

Das x? der Tabelle K ist

I J
nw n;mn.; N)?

’L

J
_ Z (Npij — NT’Z‘C]')Z
=1 j=1 Nricj
! p — T;Cq
- vy y e ®
i=1 j=1 i€
Definition 3 Die Grdfe
ﬁ _ i Z (pz] - TZC]) (9)
N P riCj

heifit Gesamt-Inertia oder Gesamttragheit der Tabelle K. Die Teilsumme

Xi. _ zJ: (pij - Ticj)Q (10)

N = riCj
heif$t i-te Zeilen-Inertia; die Teilsumme
Xi _ o (P = ricy)?
W ; . nc; . (11)

heif§t j-te Spalten-Inertia.

Anmerkungen:



1. Die Inertia 2 /N ist offenbar gleich dem Quadrat des Kontigenzkoeffizienten

X
C=1/"=. 12
L (12
2. Der Ausdruck "Inertia” = Tragheit ergibt sich aufgrund formaler Analogi-
en des y2-Ausdrucks zum physikalischen Trigheitsbegegriff; eine Diskussion
des Trégheitsbegriffs tragt allerdings zum Verstédndnis der Korrespondenz-
analyse nicht weiter bei und wird deshalb hier iibergangen.

3. Die Gesamt-Inertia ist offenbar gleich dem Quadrat des Pearsonschen Kon-
tingenzkoeffizienten.

4. Die Summe der Zeilen-Inertiae ist gleich der Summe der Spalten-Inertiae;
die Summen sind gleich der Gesamt-Inertia.

g

3.2 y%*-Distanzen und y?-Metrik

Je dhnlicher sich nun die Profile sind, desto néher sollten die die Zeilenkategorien
repriasentierenden Punkte in dem Koordinatensystem, das die latenten Varia-
blen abbildet, liegen. Der Abstand zwischen diesen Punkten wird als euklidische
Distanz berechnet. Sind die Koordinaten dieser Punkte durch f;1,..., fir bzw.
fir1s- .., firr gegeben, so ist demnach die Distanz zwischen den Punkten 4 und ¢’
- die also die i-te bzw. die i'-te Zeile reprisentieren - durch

r

d(i,i') = | Y (fix = fin)? (13)

k=1

gegeben.

Die Koordinaten fi,, firr, sollen so bestimmt werden, dafs
die gewiinschte additive Zerlegung des x2- Wertes erreicht
wird.

Dem Abstand, d.h. der Distanz d(i,7') mufl nun ein Maf} fiir den Abstand
der Verteilungen der Haufigkeiten fiir die Zeilenkategorien entsprechen. Es zeigt
sich, daf} das in der folgenden Definition eingefiithrte Distanzmafl die gewiinschten
Eigenschaften impliziert:

Definition 4 FEs werden die i-te und die i'-te Zeilenkategorie betrachtet. Die
durch
' 1 Dij D 4 n; nii \
2 ) i'j i i’ g
Ty = —_ _— = _ — 14
i ;%(n ) EZ: n.j < nz) (14

10



definierte Grofle (51»21», heift x2-Distanz zwischen den Zeilenkategorien R; und Ry .

Durch
LT pii Di 2 o1 Ve maen\ 2
23 z:: 7 ( cj cjr Zz; ni. \nj N (15)
heif$t x2-Distanz fiir die Spaltenkategorien S; und Sj.

Anmerkungen:

1. Der Ausdruck y2-Distanz weist darauf hin, daB der hier charakterisierte
Distanzbegriff in Hinblick auf den y2-Wert der Tabelle eingefiihrt worden
ist.

2. Es sei d(a,b) eine Distanz zwischen irgendzwei Punkten ¢ und b. Das Di-
stanzmaf} d definiert eine Metrik, wenn d die Bedingungen
(i) d(a,b) >0,
(ii) d(a,b) =d(b,a) (Reflexivitét),
(iii) d(a,c) < d(a,b) + d(b,c), c ein weiterer Punkt (Dreiecksungleichung)

geniigt. Das Distanzmaf} d;», bzw. ;;/ geniigt diesen Bedingungen und
definiert damit eine Metrik, hier die sogenannte x2- Metrik.

d
d

Es ist niitzlich, sich die Konstruktion der Definition einer y?-Distanz klar zu ma-
chen. Fiir die Zeile R; 148t sich das Profil n;1 /n., ..., nig/n:. bzw. pij/ri, ..., pij/7i
anschreiben. Die p;;/ri, j = 1,...,J lassen sich als Komponenten eines Vektors
auffassen. Die Endpunkte dieser Vektoren fiir R; und R; sind durch die euklidi-

sche Distanz
2
Pij  Di'j
diy = — — —=

J

voneinander getrennt. Dieses Distanzmaf liefert aber noch nicht die gewiinschte
Zerlegung des x?-Wertes fiir die Tabelle. Eine solche Zerlegung erreicht man,
wenn man die Quadrate der Differenzen (p;;/r; — pyrj/ri)? mit dem Faktor 1/c¢;
gewichtet; diese Gewichtung fiithrt zu dem in Definition 4 gegebenen Ausdruck
8;i, vergl. (14). Die x2-Distanzen 6 sind im iibrigen euklidische Distanzen, wenn
man die Komponenten der Zeilen- bzw. Spaltenprofile gewichtet; fiir die Zeilen
betrachtet man also die Profile

Pi1 Pig

river T riyG

Die Betrachtung fiir die Spalten-y2-Distanzen ist analog.

i=1,...,1

Es soll nun die Beziehung der y?-Distanzen zum x? bzw. zur Gesamt-Inertia
der Tabelle aufgezeigt werden. Dazu wird zunéchst die x2-Distanz zum mittleren
Zeilenprofil ¢y, ..., c; angeschrieben:

J 1 [ pi; 2
=3 (%) (15



Dieser Ausdruck ergibt sich, wenn man die Komponenten pj ; /7y in (14) durch ¢;
ersetzt (vergl. Definition 2, Seite 8). Dann 148t sich die folgende Aussage herleiten
(der Beweis wird im Anhang, Abschnitt 8.2 gegeben):

Satz 1

I 2 I
XQ/N:ZMZCI.<]?—C]'> 2273522 (17)
i=1 =1 Y ¢ i

bzw. :
pa— NZriéz. (18)
i=1

Der Wert des x? der Tabelle K ist also gleich der gewogenen Summe der Quadrate
der x2-Distanzen zwischen den Zeilenprofilen und dem mittleren Zeilenprofil; die
Gewichte sind die Zeilensummen r;. Gleichzeitig wird damit gezeigt, daf fir die
Zeilen-x? x2,i=1,...,1 die Aussage

Xi = ri; (19)

gilt. Fir die Spalten gilt eine analoge Aussage.

Weicht also ein Zeilenprofil, etwa das i-te, nicht vom mitt-
leren Profil ab, so gilt X% = 0 und damit §;. =0, d.h. der
Punkt fiir R; fallt mit dem Nullpunkt des Koordinatensy-
stems zusammen. Fdllt das Profil von R; nicht mit dem
mittleren Profil zusammen, so ist §;. proportional zum ent-
sprechenden Zeilen-x? X?; d.h. 6;. = X%/Ti-

4 Skalenwerte

Es sei
Cdef Pij —TiCj 1 ny — nlnj/N

Tii = =
“ \/TiCj VN Vning /N

gegeben. Aus (9) folgt dann, dafl

2

I J
PIPIETEE (21)
i=1 j=1

ist. Die Differenzen p;; — ricj; bzw. n;; — n;.n.;/N kénnen als Residuen aufgefafit
werden; einer intuitiven Interpretation nach reprisentieren sie den "Rest” an Hau-
figkeit, der {ibrig bleibt, wenn man die Héufigkeit zufilligen Zusammentreffens

12



von R; und S; aus den Daten entfernt. Eine solche Interpretation mufl aber mit
Vorsicht akzeptiert werdennn aber durchaus irrefithrend sein. Denn wenn es sy-
stematisch wirkende Abhéngigkeitsstrukturen gibt derart, dass n;; # niynyj/N
und diese Ungleichheit nicht nur zufillig ist, so sind die Abhéngigkeitsstrukturen
auch in den n;y und n; enthalten und die Differenz n;; —n;;n4; /N ist nicht not-
wendig von "rein zufilligen” Komponenten "bereinigt”. Im Skriptum Einfihrung
in die Theorie psychometrischer Tests wird dieser Sachverhalt etwas ausfiihrlicher
am Beispiel der Mafle fiir Urteileriibereinstimmung (z.B. Cohens Kappa, Cohen
(1960)) illustriert.

Ob ein Residuum "grof3” oder “klein” ist, hdngt natiirlich von den Zeilen- und
Spaltensummen fiir die entsprechenden Kategorien ab. Die Division durch ,/7;¢;
bewirkt, daf ein gegebenes Residuum eine kleine Auswirkung auf den Wert des
x? hat, wenn die Zeilen- bzw. Spaltensumme r; oder c; einen groffen Wert hat.
Umgekehrt hat das Residuum eine grofie Auswirkung, wenn die entsprechenden
Zeilen- und Spaltensummen einen kleinen Wert haben; die Abweichung von p;;
von r;c; hat dann ja gewissermaflen mehr zu bedeuten; die Division von p;; —7ic;
durch /7ic; entspricht also einer Standardisierung.

Es ist fiir die folgenden Betrachtungen giinstig, die Matrix X = (z;;) in
Matrixform zu reprisentieren. Es ist r¢/ = (r;¢;), und

P—rd =(pyj—ricj), i=1,....L;j=1,...,J

Weiter sei
rr 0 O 0 cic 0 O 0
0 ro 0 0 0 ¢ 0 0
Dr = 5 Dc = . 5 (22)
0O 0 O I 0 0 O cjy

d.h. D, sei die Diagonalmatrix der Zeilensummen, D, sei die Diagonalmatrix
der Spaltensummen von P, und die unter der Hypothese der Unabhingigkeit
von Zeilen- und Spaltenkategorien erwarteten Werte (dividiert durch N) seien in
E = (ri¢;) = rc’ zusammengefafit. Dann ist die Matrix X der z;;-Werte durch

X =D;'*(P—E)D;'? = (wyy), (23)

gegeben, wie man durch Nachrechnen verifiziert. Die zu bestimmenden Skalenwer-
te sollen eine Reihe von Bedingungen erfiillen; diese Bedingungen werden zunéchst
formuliert:

4.1 Bedingungen fiir die Skalenwerte
Es sollen Skalenwerte f;1 ..., fir, i = 1,..., I fiir die Zeilenkategorien und g;1,. .., gjr,

j=1,...,J fiir die Spaltenkategorien beziiglich der r latenten Variablen L, ..., L,
so bestimmt werden, daf} die folgenden Bedingungen erfiillt sind:
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1. Den euklidischen Distanzen

T

div = (| (fix = fin)?  djy = (96 — gik)?,  (24)

k=1 k=1

<

wobei d;y die Distanz zwischen der i-ten und der i'-ten Zei-
lenkategorie und d;; die Distanz zwischen der j-ten und der
j'-ten Spaltenkategorie ist, sollen die x?-Distanzen 81 bzw. djj
entsprechen, und

2. den latenten Variablen Li,...,L, sollen x?-Komponenten
X*(L1), ..., x*(Ly) entsprechen derart, dafi x> = >, x*(Lg)
gilt.

4.2 Singularwertzerlegung und Skalenwerte
4.2.1 Bestimmung der Skalenwerte

Es sei noch einmal an die Definition der y2-Statistik erinnert: Es ist

L. (n n ’
2 _ ij — Mg s
X = E 7\F ;g =nipngj/N.

Mit

hat man ein Ma8 fiir die Beziehung zwischen der i-ten Zeilen- und der j-ten Spal-
tenkategorie. Fiir z;; = 0 bedeutet n;; = n;;, dh die Konjunktion der Kategorien
R; und Cj ist rein zuféllig, dh es gibt keine systematische Wirkung latenter Varia-
blen. x;; # 0 legt die Existenz von Abhingigkeiten nahe, sofern die Abweichung
von Null nicht als zufillig bewertet werden kann. Die Frage nach Skalenwerten
ist die Frage nach latenten Variablen, iiber die die Abhéngigkeiten in der Tabelle
erkldrt werden koénnen.

Ansatz: Die Definition von z;; weist eine gewisse Ahnlichkeit zur Definition
eines standardisierten Messwerts auf: Ist etwa u;; der Messwert fiir die j-te Va-
riable beim i-ten Objekt und ist u; = >, u;;/m der Mittelwert der u;; und
sj = (3, (uy; — uj)%/m)'/? die entsprechende Standardabweichung, so ist z;; =
(uij — uj)/s; der standardisierte Messwert. Beim PCA-Ansatz wird

zij=pjpli+ - +pjLe (25)

angenommen, wobei die Ly, latente und paarweise unabhéngige Variable repréa-
sentieren. Diese latenten Variablen erkldren im Wesentlichen die Abweichungen
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u;j — ;. Dieser Ansatz kann auf die Erkldrung der x;; {ibertragen werden. Zwar
ist n;; kein Messwert im iiblichen Sinne, und die unter Hy erwarteten Haufigkei-
ten 7;; kann man nicht notwendig als Mittelwert betrachten, ebensowenig wie die
\/ﬁTj eine Standardabweichung sind, aber die Differenz n;; — n;; driickt mogli-
cherweise den Effekt systematischer Abhéngigkeiten zwischen einer Zeilen- und
einer Spaltenkategorie aus, und diesen Effekt gilt es aufzukléren.

Man betrachte die Spalten X j von X = (z;;). Sie stehen fiir die Spaltenkatego-
rien, dh fiir bestimmte Merkmale, etwa Typen von psychischen Erkrankungen. Die
Annahme ist, dass diese Merkmale sich additiv aus bestimmten latenten Merkma-
len zusammensetzen. Analog dazu reprisentieren die Zeilenkategorien eine andere
Klasse von Merkmalen, etwa Korperbautypen. Die Zeilen von X werden durch
Vektoren Y; reprasentiert, die vermutlich ebenfalls als Kombination bestimmter
latenter Merkmale aufgefasst werden kénnen.

Analog zur PCA kann nun der Ansatz

_‘j pjlﬁl ++pjr(7ra (26)
Vi = gaVi+--+a Vs, (27)

gemacht werden, wobei die U'k ebenso wie die Vk paarweise orthogonal sind. Die
ﬁk. reprasentieren die latenten Merkmale, mit denen die Spaltenkategorien “er-
klart” werden kénnen, und die Vk die latenten Merkmale, iiber die die Zeilenka-
tegorien erkliart werden kénnen. Sollten irgendwelche Abhéngigkeiten zwischen
den Zeilen- und Spaltenkategorien existieren, so liegt die Vermutung nahe, dass
diese Abhingigkeiten auf Beziehungen zwischen den latenten Variablen fiir die
Zeilenkategorien einerseits und denen fiir die Spaltenkategorien andererseits zu-
riickzufiihren sind.

Um diese Beziehungen zu elaborieren ist es niitzlich, die Gleichungen (26) und
(27) in Matrixform anzuschreiben:

X=UP, Y=VQ, (28)

wobei die ﬁk L (jk/ und Vk L Vk/ fir k # k’. Die Orthogonalitit der Vektoren
impliziert, dass U und V orthogonale Matrizen sind, d.h. es miissen die Gleichun-
gen

U'U=A,, VV=A, (29)

gelten, wobei A, und A, Diagonalmatrizen sind. Es sind
Up=UAY2, Voy=VA;/? (30)
die auf die Lange 1 normierten Spaltenvektoren von U bzw. V.

Der folgende Satz macht die Beziehung zwischen den Représentation (26)
und (27) der Zeilen- und Spalten von X explizit: die Vektoren Ui und die Vj,
représentieren dieselben latenten Variablen:

Satz 2 Es mdgen die Beziehungen in der Gleichung (28) gelten. Dann folgt
P=V,, Q=U (31)
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sowie

wobei

X = UpAY?V,
Uy und Vo wie in (30) definiert sind, und

A=A, =A,.

Beweis: Wegen der postulierten Orthogonalitéit von U folgt, dass
U'U = A, eine Diagonalmatrix ist. Ebenso folgt, dass V'V = A,
eine Diagonalmatrix ist. Dann hat man X’'X = PA,P’, so dass P die
orthonormale Matrix der Eigenvektoren von X’X sein muB, und A,
enthilt die zugehorigen Eigenwerte?. Wegen (28) und (30) hat man

X = UpA2P', Y = VyA2Q. (34)
Es ist aber Y = X', so dass
VoAy2Q" = PA2U;,

und
Y'Y = UpA U = QAQ',

denn Y'Y = X X', so dass Q = Uy und A, = A,. Weiter ist
YY' = VoA, V] = PAP,
denn YY' = X'X, so dass P = Vp, weshalb aus (34)
X = UpAY?V{, und (35)
Y = VoAY2Uj (36)

folgt mit A = Ay, = A,. Wegen Y = X’ ist (36 ) natiirlich redundant.
g

Anmerkungen:

(32)

(33)

1. Die rechte Seite von (32) ist die Singularwertzerlegung der Matrix X (engl.
Singular Value Decomposition (SVD) der Matrix X; von der Abkiirzung
SVD wird im Folgenden Gebrauch gemacht. X sei so angeordet, dass m > n
ist. Uy ist eine (m x n)-Matrix mit orthonormalen Spaltenvektoren, Vj ist
eine (n x n)-Matrix mit orthonormalen Vektoren, und A'/2 ist eine (n x n)-
Matrix, deren Diagonalelemente die Singularwerte sind. Die Spaltenvek-
toren von Uy sind die Linkssingularvektoren, die Spaltenvektoren von Vj
sind die Rechtssingularvektoren von X. Bildet man die Kreuzproduktma-

trix X’ X, so findet man

X'X = VoA PUGUGAY V] = VoA

2Die Reprisentation einer symmetrischen Matrix M durch die Eigenvektoren N und -werte

AM in

der Form M = NA N’ ist bekanntlich eindeutig.
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Da Vp orthonormal ist, impliziert die Multiplikation von rechts mit Vj
X'XVy = VA,

d.h. V} ist die Matrix der Eigenvektoren von X’X. Bildet man das Kreuzz-
produkt X X', so findet man

XX = UM PVVoAY2U = Up AU,
und da Uj orthonormal ist, ergibt die Multiplikation von rechts mit U}
XX'Uy = UgA,

d.h. Uy ist die Matrix der Eigenvektoren von X X’. A ist die Matrix der
Eigenvektoren von X’X bzw. X X’. Wegen m > n ist der Rang vn X hoch-
sten gleich n, und es wird hier angenommen, dass rg(X) = n ist; numerisch
ist dies im Allgemeinen der Fall.

2. Geht man von den Représentationen (26) und (27) aus ohne zunéchst eine
Beziehung zwischen ihnen zu postulieren, so wird man gleichwohl auf die
Aussagen (31) und damit auf die SVD (32) gefiihrt. Die Beziehungen zwi-
schen den Zeilen- und Spaltenkategorien werden also durch einen Satz von
latenten Variablen konstituiert, die sich allerdings in verschiedenen Skalen
fiir die Zeilenkategorien einerseits und die Spaltenkategorien andererseits
aufern. Andererseits kann man die Zerlegung (32) fiir jede Matrix X fin-
den, — also auch fiir X ~ 0, wenn also z;; ~ 0 fiir alle 7, j. Dieser Fall
bedeutet n;; ~ 7;j, d.h. die Abwesenheit irgendeiner systematischen Bezie-
hung zwischen den Zeilen- und den Spaltenkategorien. g

Bei der iiblichen Hauptachsentransformation (PCA®) werden die Achsen so ge-
wéhlt, dafl die Dy jeweils maximale Varianzanteile der Daten erkldren. Damit hat
man eine bestimmte euklidische Metrik gew#hlt. Man kann zu einer anderen eu-
klidischen Metrik iibergehen. wenn man die Projektionen (d.h. die Koordinaten)
der Punkte (Personen oder Tests) auf eine Achse mit einer Zahl multipliziert;
die Punktekonfiguration wird dann entlang dieser Achse gedehnt, wenn die Zahl
grofler als 1 ist, und ist sie kleiner als 1, so wird sie gestaucht.

Die spezielle Metrik, die eine Maximierung der Varianz pro Dimension bedeu-
tet, macht dann Sinn, wenn man - wie bei MeBBwerten {iiblich - annehmen kann,
dafl die MeBwerte in der Form x;; = p;; + &; geschrieben werden kénnen. Da-
bei ist &;; eine zufillige Verdnderliche, die einen "Meffehler” représentiert. Bei
Haufigkeiten n;; einer Kontingenztabelle ist eine solche Darstellung aber nicht
adaquat; die Haufigkeiten in einer Zeile sind z.B. multinomialverteilt und eine
additive Zerlegung in einen "wahren” Wert y;; und einen Fehlerterm &;; ist nicht
moglich. Deshalb mufl man fragen, ob eine Metrik gefunden werden kann, die die
Variation (”"Varianz”) in den Daten in sinnvoller Weise abbildet.

3Principal Component Analysis
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Fiir eine Kontingenztabelle lassen sich die Abhéngigkeiten bzw. Zufilligkeiten
durch das x? ausdriicken. Dementsprechend kann man versuchen, die Metrik so
zu wihlen, daB die latenten Dimensionen jeweils bestimmte y2-Komponenten
des Gesamt-y? der Tabelle repriisentieren; die Summe der Komponenten ergibt
das Gesamt-x2. Diese y2-Komponenten entsprechen dann den Varianzanteilen
bei einer Hauptachsentransformation. Dementsprechend wird man fordern, daf
die Koordinaten (d.h. die Skalenwerte) der Zeilen- bzw. der Spaltenkategorien
so gewahlt werden sollen, daf} die euklidischen Distanzen zwischen zwei Zeilen-
bzw. zwei Spaltenpunkten den entsprechenden y2-Distanzen entsprechen. Dies
erfordert eine entsprechende Skalierung der Vektoren bzw. Komponenten von Uy
und Vj in (32). Es 148t sich nun zeigen (Anhang, Abschnitt 8.3), daf die folgende
Aussage gilt:

Satz 3 Die in (24) definierte euklidische Distanz d entspricht der x?-Distanz
0z, d.h. es gilt
diy = 0jir (37)

genau dann, wenn die fi., fir in (24) wie in
VA
v

mit 1=1,...,1, k=1,...,s definiert sind, d.h. wenn die Elemente u; der
Matriz Uy mit den Faktoren /A /\/T; gewichtet werden. Analog gilt fiir die Spal-
tenkategorien, dafs

fik = wik (38)

djjr = 0jj (39)
gilt, wenn die Koordinaten der S; durch

Vi

ik = Vik—— (40)
VG
mit j = 1,...,J gegeben sind; die Elemente vj, der Matriz Vo werden also mit

den Faktoren \/A/\/c; gewichtet.

Definiert man

1ii 0 - 0

D12 O MmO (41)
0 Y
/e 0 - 0

poe — |0 MR 0 (12)
00 e 1uE

so lassen sich die die f;, als Elemente der Matrix F' und die g;;, als Elemente der
Matrix G angeben, die geméf
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F Y poizgalz o (43)
G Y prlevarr ()

bestimmt werden.

4.2.2 Die Verallgemeinerte SVD

Im Anhang wird die Single Value Decomposition (SVD) eingefiihrt. Nach (106),
Seite 59 im Anhang gilt fiir eine reelle Matrix X stets die Zerlegung X = UA/2V",
wobei Uy und Vj in (32) wieder in U und V umbenannt worden sind. U ist die
Matrix der Eigenvektoren von X X', V ist die Matrix der Eigenvektoren von X'X,
und A'/? ist die Diagonalmatrix der Wurzeln aus den Eigenwerten von X X’ und
X'X. Auf Seite 12 sind in Gleichung (20) die Grofen z;; = (pi; — ric;)/mc;
eingefiihrt worden. Geht man von

X = UANZY
aus, so folgt
X =D;YV2(P —rd)DIV? = UAN2Y, (45)
Dann folgt weiter
P —rd = DM2UANV2V' DY, (46)
Es seien nun
A=D}Y?U, B=D!?V. (47)

Da U und V orthonormal sind, gilt U'U = I, V'V = I, I die Einheitsmatrix.
Aber U = D; 24, vV = D7Y?B. Dann folgt

UU=AD'A=1, V'V=BD'B=1I, (48)

und statt (46) 148t sich

P —rd = AN?B (49)

schreiben. (49) liefert eine Zerlegung nicht der gewichteten Residuen, sondern der
ungewichteten Residuen p;; —7r;c;. Diese Zerlegung ergibt sich aus einer Skalierung
der durch die SVD gegebenen Koordinaten U und v.

Definition 5 Die Gleichung (49) heifit, zusammen mit (48), die generalisierte
SVD der Matriz P —rc. (vergl. Greenacre (1984), p. 87).

Die Koordinaten F' und G lassen sich dann in der Form
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F = D;'AAY? (50)
G = D;!'BAY? (51)

anschreiben (Greenacre (1984), P. 89).

4.2.3 Die Beziehung zwischen den Koordinaten

Es wird zunéchst der folgende Hilfssatz bewiesen:

Hilfssatz: Es gelten die Gleichungen

rF = 0 (52)
JG = 0. (53)
Beweis: Es sei 1 = (1,1,...,1)". Die Komponenten von 1 sind also alle gleich 1.

Die Dimension von 1, d.h. die Anzahl der Komponenten, ergibt sich im Folgenden
aus den entsprechenden Gleichungen, in denen 1 auftritt.

Sicherlich gilt
Dilr=1, D lc=1, (54)

C

wie man sich am Beispiel J = 2 leicht klar macht:

1 / 1, 0 T1 . 1
0, 1 / (] T9 o 1 '
Der 1-Vektor D 'r hat J Komponenten, 1-der Vektor D! hat I Komponenten.
Weiter gilt (vergl. (5))

T’f:Zrizl, c’i:chzl. (55)
i J

Diese Gleichungen folgen sofort aus der Definition der r; und ¢; als relative Hau-
figkeiten.

Zum Beweis von (52) und (53) wird zunéchst angemerkt, dass sich der Aus-
druck fiir F auch in der Form F = D '(P — r¢’)D; ' B anschreiben 148t: substi-
tuiert man hier AAY2B’ fiir P — rc, so erhilt man in der Tat

F =D YAAY2B'D7'B = D7 ANY2,
Andererseits ist
D-

T

YW —-rd\D;'B=(D;'P - D 'rd\D;'B= (D 'P - 1¢)D;'B.
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Man erhilt auf diese Weise
F = (D;'P-1d)D.'B (56)
G = (D;'P' —1/)D, ' A, (57)
wobei der Ausdruck fiir G auf analoge Weise gewonnen wurde. Dann ist
' F=7¢(D;'P—-1)D;'B.

Es ist aber /(D 'P — 1¢/) = 1'P — +'1¢/, und weiter gilt 1'P = ¢, 7’1 =1, so
daBl 1P — "1 = 0, nach (55). Damit folgt ' F = 0. Auf analoge Weise zeigt
man G = 0.

O

Die Beziehung zwischen den Koordinaten: Ubergangsgleichungen. Es
gilt

G = D;'P'FAY2 (58)
F = D 'PGA'/? (59)

Beweis: Aus P — r¢ = AN/2B’ folgt
DY (P —rd)D;t = D YANY2B' DY, (60)
bzw. in transponierter Form
DY*(P' — er'\DY? = D7 BAY?A' D} (61)
Wegen F = D;'AAY/?2, G = D;'BA'Y/? erhilt man daraus einerseits
D'Pp;' — D YD = FB'D; Y, (62)

und andererseits
D'P' Dt — D7 ler' D7 = GA'DL (63)

Multipliziert man (62) von rechts mit BA'/? und (63) mit AA'/2] so erhilt man
wegen (48)

D7'PD;'BAY? — D7Yrd D7YBAY? = FAY?
D7'P'D7YANY? — D7ler' DIYAANY?E = GAVZ
Aber D;'BAY?2 = G, und D;'AANY?2 = F, und ¢G =0, 'F = 0, so daB

DI'PG = FAY? (64)
DI'P'F = GAY? (65)

folgt. Multiplikation von rechts mit A~'/2 liefert dann gerade die Gleichungen
(58) und (59). O
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4.2.4 Die Koordinaten als Eigenvektoren

Das Ergebnis dieses Abschnitts ist u.a. hilfreich, wenn man die Beziehung zwi-
schen der Korrespondenzanalyse und dem Dualen Skalieren betrachten will.

Nach (64) gilt (D;'P')F = GA'/?. Multiplikation von links mit D' P liefert
D7'P(D7YPYF = DY PGAY?,
Nach (59) ist aber Dy /2PGA~/2 = F, d.h. aber D, /?PG = FAY/2, so daB
(D, 'PD;'PF = FA (66)

folgt. Demzufolge ergeben sich die Koordinaten F' als Eigenvektoren der Matrix
D-'P(D;'P'. Analog zeigt man, daf

(D7'P'DIP)G = GA (67)

gilt.

4.2.5 Die Rekonstitutionsformel

Die Rekonstitutionsformel erlaubt die Rekonstruktion der Datenmatrix aus den
Skalenwerten.

Fiir den Wert z;; der i-ten Zeile und der j-ten Spalte von X ergibt (??) dann
den Ausdruck

Tij = Uil \V/ M1+ Uiz A2V + - Ui/ AsVjy (68)

Das normierte Residuum z;; ergibt sich also als Skalarprodukt des i-ten Zeilenvek-
tors (w1, ..., u;)’ von U und des j-ten Zeilenvektors (v A1v51, ..., vVAwvjr)’ von
A2V . Anderererseits sollen die Koordinaten der Kategorien durch die Elemente
von F' und G gegeben sein. Es ergibt sich die fiir die Interpretation der Ergeb-
nisse wichtige Frage, ob sich die x;; auch als Skalarprodukte der entsprechenden
Zeilenvektoren von F' und G darstellen lassen. Dies 148t sich leicht zeigen:

Es sei P = (p;;) die Matrix der relativen Haufigkeiten p;; = n;;/N, und E die
Matrix der erwarteten Haufigkeiten e;; = n;n.;/N. Dann gilt (vergl. (23))

X =D Y2(P - E)D'/?

gilt. Wie im Anhang, Abschn. 8.4 gezeigt wird, ergibt sich hieraus unter Beriick-
sichtigung von (43) und (44) die Rekonstitutionsformel

P=D,FA"V2G'D.+ E. (69)

Es sei noch darauf hingewiesen, dafl eine Beschrankung auf s, < s latente Dimen-
sionen eine Kleinste-Quadrate-Approximation der Datenmatrix K, bzw. P bzw.
X darstellt.
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5 Die Diskussion einer Losung

Wie bei der Faktorenanalyse wird man versuchen, die Daten mit einem Modell von
maximaler okonomie, d.h. mit einer kleinstmdoglichen Anzahl von Dimensionen
zu deuten. Dazu wird zunéchst angegeben, in welcher Weise die durch F und G
gegebenen Koordinaten zu einer additiven Zerlegung des x? fiihren.

5.1 Die Zerlegung des x>

Fiir die Zerlegung des x? gelten die folgenden Aussagen (vergl. Anhang, Abschn.
8.5), wobei Fy, der k-te Spaltenvektor von F ist:

F.D,F, = X\ (70)
2 S
In(i):% = 3 (71)
k=1
2 S
XS
In(j) =+ = > MU (72)
k=1
() =X = s A
nK)="% = > M (73)
k=1

Die Gesamt-Inertia und damit das Gesamt-x? ist also nach (73) durch die Summe
der Eigenwerte Ay von X'X bzw. XX’ (die von Null verschiedenen Eigenwerte
dieser beiden Matrizen sind gleich grofi!) gegeben. Es kann nun eine Reihe von
Qualitéitsmafien definiert werden, anhand derer die Giite der Reprisentation der
Zeilen- bzw. Spaltenkategorien durch Punkte in einem Raum beurteilt werden
kann.

5.2 Tragheitsanteil

Definition 6 Der Quotient

def Ak _ hy
> In(K)

heifst Tragheits- oder Inertia-Anteil; mp ist der Anteil der Gesamt-Inertia, der
durch die k-te latente Variable erzeugt wird.

Tk

(74)

Anmerkung: In einigen Programmpaketen, z.B. Statistica, wird der Tréagheits-
anteil als Prozentwert ausgegeben, also als 1007y.

A charakterisiert die k-te latente Variable, und somit gibt 7, den Anteil an
Abhéngigkeiten der Tabelle, die "zu Lasten” der k-ten latenten Variablen gehen.
Die Bedeutung von m;, ist analog zum Anteil der durch die k-te Achse erklirten
Gesamtvarianz bei der Hauptachsentransformation (als Approximation an die
Faktorenanalyse) von MefSwerten.
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5.3 Relative Trigheit

Definition 7 Die Quotienten

def  In(7)
P = Tn(E) (75)
b (76)

heiffen relative Trégheiten bzw. relative Inertiae; p;. ist die relative Inertia fir die
i-te Zeilen, p.; ist die fiir die j-te Spaltenkategorie.

Die relative Inertia ist der Anteil der Inertia oder Trigheit, die ein Punkt (Zeilen-
oder Spaltenpunkt) an der Gesamttréigheit der Tabelle hat, und zwar unabhingig
von der Anzahl der fir die Interpretation der Daten angenommen Dimensionen.

Es ist natiirlich )
2
X;. X5

da sich N bei den Tragheiten herauskiirzt. X?_ ist das 2 fiir die i-te Zeile, X_Qj ist
das x? fiir die j-te Spalte.

Nach (70) der Eigenwert A\g, k =1,...,s, gerade durch F,;DrFk gegeben; die
Komponenten f;;r von Fj sind die Koordinaten der Zeilenkategorien R; auf der
k-ten latenten Variablen. Ausgeschrieben heifit (70)

Mo = fiar + fiore + -+ fiprr (78)
Setzt man diesen Ausdruck in (74) ein, so erhélt man

S flr+ flgra + -+ [ _ fam I fir
k In(K) In(K) In(K)

Der Anteil 7 setzt sich demnach additiv wiederum aus den Anteilen
def .o .
ik = fari/In(K), i=1,...,1 (79)

zusammen; 7;.; ist der Anteil der Gesamt-Inertia, den die i-te Kategorie R; be-
ziiglich der k-ten latenten Variablen erzeugt.

Definition 8 Der Anteil m;p heifst relative Triagheit oder relative Inertia der
i-ten Zeilenkategorie fir die k-te Dimension.

Die relative Trégheit 7., fiir die k-te Dimension der j-ten Spaltenkategorie ist
analog definiert.
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5.4 Qualitat

In (16) ist die x%-Distanz zwischen der i-ten Zeilenkategorie und dem mittleren
Zeilenprofil angegeben worden. Nach (37) bzw. (39) entsprechen die y?-Distanzen
aber den euklidischen Distanzen zwischen den représentierenden Punkten, wenn
die Koordinaten durch die Matrizen F' und G gegeben sind, also durch f;; und
gjk, k =1,...,s. Da man aber eine 6konomische Darstellung sucht, wird man die
Anzahl der Dimensionen so klein wie moglich wihlen. Es sei s, die Anzahl der
Dimensionen, die man fiir die Approximation der Daten wéhlt, s, < s. Die Di-
stanzen zwischen den Punkten bzw. Profilen werden nun im allgemeinen weniger
genau reproduziert. Dies fithrt zu der folgenden

Definition 9 Es sei d;. die Distanz der i-ten Kategorie (dem i-ten Profil) zum
mittleren Profil, wenn s, < s Dimensionen fir die Darstellung der Kategorien
gewdhlt werden, und d;. sei die entsprechende Distanz, wenn alle s Dimensionen
beriicksichtigt werden. Dann heifst der Quotient

¢ = (80)

S

die Qualitdt der approximierenden Reprdsentation fiir die i-te Zeilenkategorie.
Die Qualitit q.; fiir die j-te Spaltenkategorie ist analog definiert.

Benutzt man also alle Dimensionen fiir die Représentation, so sind alle Qualitéiten
gleich 1.

5.5 Der cos?-Anteil
Nach (17) ist

I
IN(K)=> rd}.
=1

d.h. die Gesamt-Inertia ist gleich der gewogenen Summe der y?-Distanzen der
Zeilenkategorien R; vom mittleren Zeilenprofil. d;. ist die x?-Distanz der i-ten

Abbildung 1: Projektion von R; auf die k-te Achse

k-te Achse

Ursprung [k

Kategorie R; vom Ursprung des Koordinatensystems, und f;1, ..., fis sind die
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Koordinaten der i-ten Kategorie R;. f;r ist die Projektion des R; reprisentieren-
den Punktes auf die Achse, die die k-te latente Variable reprisentiert. Es sei © der
Winkel zwischen dem Vektor vom Koordinatenursprung zu dem Punkt R; und
dem Vektor vom Ursprung bis zu dem durch f;;, definierten Punkt auf der k-ten
Achse. Dann ist cos © = f;./d;.. Quadriert man diesen Kosinus und erweitert mit

r;, so erhélt man
2 2k %@ri
cos?(f) = & = =L 81

Der Wert von cos?(0©) gibt also den Anteil an, der von der Koordinate f;;, der
i-ten Kategorie R; auf der k-ten Achse an der x2-Distanz dieser Kategorie vom
Koordinatenurspung erklirt wird. Da 0 < cos?(©) < 1 ist folgt, dal der Fall
cos?(f) = 1 anzeigt, daf die Kategorie R; gerade auf der k-ten Achse liegt, also
genau durch diese Dimension “erklért” wird (oder umgekehrt diese Dimension
definiert!). Der andere Extremfall, cos?(©) = 0 bedeutet, daf8 die k-te Dimension
gar nicht in R; enthalten ist.

6 Beziehungen zu anderen Verfahren und Anwendun-
gen

6.1 Korrespondenzanalyse und Kanonische Korrelation

Bei der Kanonischen Korrelation werden zwei Datensétze, erhoben an den glei-
chen Personen, aufeinander bezogen. Man hat demnach zwei Datenmatrizen X
und Y, wobei X eine m x p und Y eine m x g-Matrix ist. Demnach existieren
(Transformations-)Matrizen A und B derart, dass

U=XA, V=YD, (82)

wobei U eine (m x p)- und V eine (m x ¢)-Matrix ist. Die Spaltenvektoren von
U sind orthogonal, ebenso die Spaltenvektoren von V. A und B sind derart, dass
die Kanonischen Korrelationen r(Uy, Vi) die jeweils maximal mdglichen sind. Die
kanonischen Variablen sind die Spalten d@, der Matrizen A = [dy,...,ds] und b,
von B = [by,..., by, und es gilt
R RoyRy RyeA = AN (83)
Ry RyR, RyB = BA? (84)

gegeben, d.h. als Eigenvektoren der Matrizen
Ry} RoyR, 'Ry und Ry 'RyR,!Ray.

Die zugehorigen kanonischen Korrelationen sind die Diagonalelemente von A.

Bei der Korrespondenzanalyse werden Kontingenztabellen analysiert, und ein
Zusammenhang mit der Kanonischen Korrelation, bei der metrische Daten analyi-
siert werden, ist zunéchst nicht offenkundig. Tatséchlich ist dieser Zusammenhang
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aber leicht herzustellen. Dazu betrachte man die "Einsortierung” einer Person
oder eines Objektes in eine Kontigenztabelle: man stellt fest, dass sie einerseites
in die i-te Kategorie R; und andererseits in die j-te Kategorie S; fillt. Damit
gehort sie in die (7, j)-te Zelle der Kontingenztabelle. Man kann dies durch Ne-
beneinanderschreiben der beiden Klassen von Kategorien fiir die k-te Person P,

k=1,2,...,m, verdeutlichen: Schreibt man die Kategorisierungen fiir alle Per-
P|R -+ Rix R Riyx -+ Rr|S1 -+ Sj-1 S Sjm Sy
k1l 0 --- 0 1 0 e 00 - 0 1 0 0

sonen untereinander an, so entstehen zwei nebeneinander geschriebene Matrizen,
die aus zwei Teilmatrizen bestehen: die Spalten der ersten reprasentieren die Kat-
gegorien R;, die der zweiten die Kategorien S;. Jede Zeile dieser Dopplematrix
enthélt genau zwei Einsen: die erste indiziert die Kategorisierung hinsichtlich der
R-Kategorien, die zweite die Kategorisierung hinsichtlich der S-Kategorien.

Die erste Teilmatrix, d.h. die fiir die R-Kategorisierungen, werde nun mit 2
bezeichnet, und die zweite fiir die S-Katgegorisierungen werde mit Zs bezeichnet;

die Gesamtmatrix 1&8t sich dann in der Form Z = [Z;, Z3] anschreiben. Man
verifiziert nun leicht, dass die Kontigenztabelle K durch das Matrixprodukt
K =277, (85)

gegeben ist. Abgesehen davon, dass hier die Spalen von Z; und Z5 nicht standardi-
siert wurden entspricht K" damit der Matrix R, bei der Kanonischen Korrelation,
wenn man X mit Z; und Y mit Z5 identifiziert.

Man kann nun von der Matrix, d.h. der Kontingenztabelle K, die die absoluten
Haufigkeiten enthilt, zu den relativen Haufigkeiten iibergehen, indem man durch
die Gesamtzahl m der Beobachtungen (= Personen) dividiert; man erhélt die
Matrix P:

1
P=—27"27,. 86
— 12y (86)

Weiter findet man, dass

D=z, D.- 122, (87)
m m
d.h. die Diagonalmatrizen D, und D, enthalten in den Diagonalen die Summen
der Spalten von Z; bzw. von Zs. Diese Summen geben die Hiufigkeit an, mit
der eine Kategorie in Z; bzw. Z5 vorgekommen ist. In Abschnitt 4.2.4 wurde
gezeigt, dass die Skalenwerte F' und G fiir die Zeilen- bzw. Spaltenkategorien die
Losungen der Eigenvektorgleichungen

(D 'PD;'PYF = FA

(D'P'D'P)G = GA
sind. Wgen (86) und (87) sieht man, dass diese Gleichungen den Gleichungen (83)
und (84) dqivalent sind. Die Spalten von F' und G entsprechen also kanonischen

Variablen, und die Inertiaanteile in A entsprechen kanonischen Korrelationskoef-
fizienten.
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6.2 Multiple Korrespondenzanalyse

Die multiple Korrespondenzanalyse wird auf Indikatormatrizen angewendet. Sol-
che Matrizen sind im Prinzip bereits in Abschnitt 6.1 betrachtet worden: Es
werden () Kategorien betrachtet, von denen jede eine Anzahl von Unterkategori-
en hat. Eine Person oder ein gemessenes Objekt wird genau einer Unterkategorie
jeder dieser Kategorien zugeordnet, wobei die Zuordnung durch eine 1 indiziert
wird. J; ist die Anzahl der Unterkategorien der j-ten Kategorie. Eine Zeile, kor-
respondierend zu einer Person oder einem Objekt, enthélt dann bis auf die ins-
gesamt () Einsen nur Nullen, vergl. Tabelle 2;

Tabelle 2: Q-variate Indikatormatrix

Iy J Jo
— — —~ =
111000 010060 010
0100 00100 100
¢ 0010 01000 010
I11000 00010 001

6.2.1 Spezialfall: die bivariate Indikatormatrix (Q = 2)

Dieser Fall repréasentiert die Rohdaten fiir eine (J; x Jz)-Kontingenztabelle. Ist
7y die Teilindikatormatrix fiir die erste Kategorie it J; Unterkategorien, und Zs
die Teilindikatormatrix fiir die zweite Kategorie mit Jy Unterkategorien, so ist
die Indikatormatrix in der Form

7Z =71, Zs] (88)

darstellbar; Tabelle 3 erldutert die Konstruktion einer solchen Indikatormatrix.
Die Kontingenztabelle K ergibt sich durch das Produkt

K = 7! 2. (89)

Die Tabelle 4 ist die der Tabelle 3 entsprechende Kontingenztabelle. Man be-
achte, dass nach Tabelle 4 die Gesamtzahl der Fille gleich 193 ist, dass aber in
Tabelle 3 ein Gesamtwert von 386 auftritt. Das liegt daran, dass in der Tabelle
3 jeder Fall zweimal auftritt, d.h. in jeder Zeile von Z tritt ein Fall einmal fiir
die erste Katgegorie (Status), und ein weiteres Mal fiir die Raucherkategorie auf.
Dementsprechend treten die Zeilensummen der Tabelle 3 als Spaltensummen fiir
7y auf, und die Spaltensummen von Tabelle 4 treten als Spaltensummen von Zs
in Tabelle 3 auf.
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Tabelle 3: Status und Rauchgewohnheit; SM = Senior Manager, JM = Junior
Manager, SE = senior employee, JE = junior employee, SC = secretary, no =
Nichtraucher, li = light, med = medium, hv = heavy. (1, 1): Person ist SM und
li-Raucher, (5,4): Person ist Sekretér(in) und schwere(r) Raucher(in).

’Klassif. H SM JM SE JE SC ‘ no I

med hv H

|

(1, 1)
(1, 1)

(1.2)

1 0 0 0 0 1 0 0 0

by
2
1 0 0 0 0 1 0 0 0 2

1 0 0 0 0|0 0 1 0] 2
o 0 o0 0 1[0 0 O0 1| 2
0O 0 0 0 1]0 0 0 1] 2

[ 11 18 51 88 2561 45 62 45 | 386 |

Tabelle 4: Typen von Rauchern in einer grofleren Firma

’ Klassif. H Nichtr (nr) leicht (li) mittel (med) schwer (hv) H > ‘
Sen. Man. 4 2 3 2 11
Jun. Man. 4 3 7 4 18
Sen. empl. 25 10 12 4 51
Jun. empl. 18 24 33 13 88

Secret. 10 6 7 2 25
> ] el 45 62 25 | 193 |

Abbildung 2: Typ der Anstellung und Rauchverhalten

0,4+

034 . junior manager
senior manager .

0,2+ ] O

ol schwere Raucher

non aﬂokcr mittlere Raucher
0,0 - ]
senior employee
-0,14

L]
junior employee

Dimension 2: 11.76 % Anteil Inertia

secretary
-0,2- leichte Raucher
20,3
-0,4+
-0,5
04 02 0 02 04

Dimension 1: 87.76 % Anteil Inertia

29



Es sei n;; die Anzahl der Fille in der (i, j)-ten Zelle von K. Dann gibt es genau
n;; Zeilen in Z, bei denen in der i-ten Spalte von Z; und in der j-ten Spalte von
Zy (d.h. in der (i+ j)-ten Spalte von Z) eine 1 auftritt. Es ist moglich, die Matrix
Z (also nicht die Tabelle K') ebenfalls einer Korrespondenzanalyse zu unterziehen.
Die Zeilen- und die Spaltenkategorien von Z erscheinen dann wieder als Punkte
in einem Biplot; dabei werden die n;; identischen Zeilen auf einen Punkt, den
Punkt (7, j), abbgebildet. Die Spalten werden ebenfalls auf Punkte abgebildet,
die der Spalte entsprechend eine Subkategorie einer Kategorie entsprechen.

Ist N die Gesamtzahl der Fille, so ist also 2N gleich der Summe aller Eintrige
in Z; dementsprechend ist die Matrix PZ durch

1

P =__7 90
5N (90)
gegeben. Die Diagonalmatrizen der relativen Zeilen- und Spaltenhéufigkeiten von
Z sind dann
1 1/ D, 0
zZ _ Z _ = r
D7 = NI, D: 5 ( 0 D, ), (91)

mit D, und D, die Diagonalmatrizen der relativen Zeilen- bzw. Spaltenhé&ufigkei-
ten von K. Nach (66) gilt fiir die Koordinaten F' der Zeilenkategorien von K die
Beziehung

(D, 'PD;'P)F = FA.

Diese Beziehung gilt fiir die Analyse einer beliebigen Matrix, also auch fiir Z,
so dass die entsprechenden Koordinaten I'? von Z in analoger Form durch die
Beziehung

Dyt 0 [— 7 1ZnZ
[2( ' D_1>QZN2NZ]P — I'?p? (92)

C
gegeben sind. Die hier auftretende Matrix

1,1
B* = 7Z'Ng7

2N
kann, wie man nach kleiner Rechnung nachweist, in der Form
N GVAVARAVA
B = < 27, 747 (93)

geschrieben werden; dies ist eine Supermatrix, deren Elemente selbst Matrizen
sind. B* ist als Burt-Matrix bekannt, nach Burt (1950). Dabei ist Z] Zs gerade die
Kontingenztabelle K, vergl. (88), und Z{Z; und Z}Zs sind die Diagonalmatrizen
der Zeilen- bzw. Spaltenhiufigkeiten von K. In entsprechender Weise kann man

I'% aufteilen:
rf— () (94)

wobei I'Z J; Zeilen und I'Y J, Zeilen hat. (92) 148t sich dann in der kompakten

Form
i D7T1 0 Zizl ZizQ FIZ _ 1—‘1Z DZ (95)
oN\ 0 D! VAYARAYA) rz ) \rz >
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schreiben. Multipliziert man diese Gleichungen aus, so erhilt man

1, _
iﬁwfzan+sz@m):IuA (96)
1, _
5N@Q%an+0}%@m): ['yDj. (97)

Es ist aber Z1Z1/N = D,, Z,Z3/N = D, und Z}Z3/N = P, so dass

¢4 + D7lpr? = or?p? (98)
D'PT? +1%4 = or4D? (99)

folgt. Multipliziert man (98) von links mit D! P’ und setzt man den Ausdruck
fir D7YP'TZ aus (99) ein, so erhilt man

D 'P'D'PrZ =14 (2D% — 1)(2D? —I). (100)
Auf analoge Weise erhilt man
D 'PD7IPTZ =14 (2D — I)(2D? - 1). (101)

Die Gleichungen (100) und (101) sind Gleichungen fiir die Eigenvektoren I'Y und
I'Z; gleichzeitig entsprechen diese Gleichungen den Gleichungen (66) und (67),
so dass die Losungen dafiir auch Losungen fiir (100) und (101) sind, d.h. es mu8
'Y = F, T% = G und (2D{ — I)(2D? — I) = A gelten. Hieraus folgen die
Beziehungen

A= (207 —1)%, oder A = (1+A?))2. (102)

Fiir die Koordinaten ergeben sich also fiir die Indikatormatrix die gleichen Werte
wie fiir die Kontingenztabelle; die Eigenwerte und damit die erklirten Inertiaan-
teile unterscheiden sich aber. Eine ausfiihrliche Diskussion geometrischer Aspekte
der Losung findet man bei Greenacre (1984), S. 133.

6.2.2 Multivariate Indikatormatrizen und Burt-Matrizen

Fiir den allgemeinen Fall von ¢ = 1, ..., @ Kategorien mit jeweils .J, Subkategrien
wird zunéchst die entsprechende Burt-Matrix eingefiihrt: es ist

27 ZZy - ZiZg
27, I 7y - ZLZ

B=zsz=| " ? R (103)
ZhZ ZhZs - ZhZq

Dabei ist jedes Element Z ]’Zk, j # k eine 2-dimensionale Kontgingenztabelle mit
den J; Subkategorien der j-ten Kategorie als Zeilenkategorien und den .J; Sub-
kategorien der k-ten Kategorie als Spaltenkatgegorien; diese Kontingenztabellen
repréisentieren die Assoziation zwischen den Kategorien j und k, "gemittelt” (=
summiert) {iber die Personen. Dariiber hinaus enthilt B die Haufigkeiten, mit
der eine Subkategorie der g-ten Kategorie mit einer Subkategorie einer anderen
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Kategorie ¢’ vorkommt. Z.B. kénnen die Kategorien Ratingskalen repriisentieren;
die ¢g-te und die ¢’-te Kategorie entsprechen dann zwei verschiedenen Skalen, und
B enthilt die Haufigkeiten, mit denen ein Skalenwert S;; mit einem Skalenwert
Sjq vorkommt. Die Matrizen Z(’ZZq sind Diagonalmatrizen der Spaltensummen
von Zjg.

Die Burt-Matrix B ist eine symmetrische Matrix. Die Singularwertzerlegung
einer solchen Matrix liefert notwendig gleiche Skalenwerte fiir die Zeilen und Spal-
ten, - einfach weil Zeilen und Spalten die gleiche Bedeutung haben. Wie im Fall
@ = 2 gilt allgemein, dass die Skalenwerte identisch sind mit denen, die sich bei
der Analyse der Indikatormatrix Z ergeben, und fiir die Inertia-Werte gilt

A= (\%)2, (104)

Fine Illustration der Konstruktion und Anwendung einer Burt-Matrix wird in
Beispiel 4, Seite 44, gegeben.

7 Beispiele

Beispiel 1 Westphal (1931) erstellte eine Tabelle zum Zusammenhang zwischen
Korperbau und Charakter, wie er etwa von Kretschmer (1961) diskutiert wurde.
Westphal klassifizierte insgesamt 8099 Patienten in Psychiatrischen Landeskran-
kenhdusern (i) nach ihrem Koérperbautyp, und (ii) nach der bei ihnen diagno-
stizierten Storung. Die Tabelle wird in Hofstétter (1971), p. 330, wiedergege-
ben; Hofstéitter diskutiert die Daten, indem er Vierfelderkorrelationen zwischen
bestimmten Storungen und bestimmten Korperbautypen berechnet. Die hoch-
ste Korrelation ist die zwischen pyknischem Korperbau und manisch-depressiver
Storung; ein Zusammenhang, der auch in der folgenden korrespondenzanalyti-
schen Analyse der Daten als besonders prominent hervorsticht. Diese Analyse
liefert aber insgesamt einen deutlicheren Einblick in die unterliegende Struktur
der Daten (vergl. Abb. 4, Seite 35) als die Betrachtung einzelner Korrelations-
koeffizienten, zumal Vierfelderkoeffizienten bei ungleichen Randverteilungen eine
systematische Unterschéitzung des Zusammenhanges suggerieren kénnen. Die Zei-
le "erw.” enthélt dabei die Haufigkeiten, die man geméf3

R NG MN.;
Nij = ZN ja ng. = § Nig, Mg = E :nij (105)
i %

erwarten wiirde, wiren Korperbau und psychische Erkrankung unabhéngig von-
einander; N = 8099 ist die Gesamtzahl der Beobachtungen in der Tabelle.

Tabelle 6 zeigt die relativen Haufigkeiten der Kombinationen von Korper-
bau und Erkrankung, d.h. die Werte p;; = n;;/N, zusammen mit den Massen
der Kategorien; r; die Massen der Zeilen-, c¢; die Massen der Spaltenkategori-
en. Wie bereits der Tabelle 5 zu entnehmen ist, bilden die Leptosomen einer-
seits die grofite Teilstichprobe, wenn man nach Koérperbau klassifiziert, und die
Schizophrenen andererseits, wenn man nach Erkrankung klassifiziert. Die Inspek-
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Tabelle 5: Korperbau und psychische Erkrankung: beobachtete und erwartete
Haufigkeiten

Erkrankung

Typ man./dep. ‘ Epilepsie ‘ Schizophr. by
pyknisch njj 879 83 717 1679
erw. i 282 312 1085
athletisch njj 91 435 884 1410
erw. N 237 262 911

leptosom njj 261 378 2632 3271
erw. M 549 608 2114
dysplastisch  n;; 15 444 550 1009
erw. Njj 170 187 652

atypisch ngj 115 165 450 730
erw. N 123 136 471

S 1361 | 1505 | 5233 [| N = 8099

tion der Tabellen 5 und 6 zeigt auflerdem, dafl die Kombinationen pyknisch-
manisch/depressiv, leptosom-Schizophrenie und dyplastisch-Epilepsie am haufig-
sten auftreten. Dementsprechend liegt es nahe, zu vermuten, dafl es eine Asso-
ziation zwischen Koérperbau und Erkrankung gibt. Um die Art der Assoziationen
genauer zu erfassen, wird man aber die Profile untersuchen miissen. Abb. 3 zeigt

Tabelle 6: Kérperbau und psychische Erkrankung: relative Haufigkeiten p;;

Erkrankung
Typ man.-dep. | Epilepsie ‘ Schizophr. || Massen r; (%)
pyknisch .1085 .0102 .0885 .2070
athletisch 0112 .0537 .1091 .1740
leptosom .0322 .0467 .3250 4039
dysplastisch .0018 .0548 .0679 .1246
atypisch .0142 .0204 .0556 .0901
Massen ¢; () .1680 1858 .6461 1.000

die Zeilen- und Spaltenprofile der Datenmatrix. Die Zeilenprofile entsprechen den
bedingten Wahrscheinlichkeiten P(Erkrankung|Koérperbautyp), die Spaltenprofi-
le den bedingten Wahrscheinlichkeiten P(Koérperbautyp|Erkrankung). So sieht
man, dal die Wahrscheinlichkeit, manisch-depressiv zu sein unter der Bedingung,
einen pyknischen Kérperbau zu haben, ca. 5-mal so grof3 ist wie die Wahrschein-
lichkeit, unter dieser Bedingung an Epilepsie zu leiden. Die Wahrscheinlichkeit,
an Schizophrenie zu leiden, ist fiir den Pykniker fast so grofl wie die, manisch-
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Abbildung 3: Zeilen- und Spaltenprofile
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depressiv zu sein.

Fiir einen Leptosomen ist allerdings die Wahrscheinlichkeit, an Schizophrenie
zu leiden, wesentlich hoéher als fiir einen Pykniker. Dafiir ist die Wahrschein-
lichkeit, manisch-depressiv zu sein, sehr viel geringer. Die Leptosomen werden
also keinen Gegenpol zu den Pyknikern auf einer gemeinsamen Skala bilden; ein
solcher Gegenpol kénnte allenfalls von den Dyplastikern® dargestellt werden, da
deren Profil eine gewisse Gegenldufigkeit zu dem der Pykniker darstellt. Ath-
leten und Atypische werden irgendwo im Mittelfeld liegen, da ihre Profile dem
durchschnittlichen Profil &hnlich sind.

Die Betrachtung der Spaltenprofile fiihrt zu &hnlichen Hypothesen. Das Pro-
fil der manisch-depressiven Patienten ist gegenléufig zu dem der Epileptiker, so
dafl man diese beiden Krankheitstypen als Gegenpole einer Skale denken kann.
Manisch-Depressive und Schizophrene haben einen qualitativ, nicht quantitativ
dhnlichen Verlauf, unterscheiden sich aber bei den Pyknikern im Sinne einer Ge-
genlaufigkeit. Man kann vermuten, dafl Schizophrene und Manisch-Depressive
nicht Gegenpole auf einer Skala sind, sondern aufgrund der teilweisen Gemein-
samkeit und der teilweisen Unterschiedlichkeit verschiedene Dimensionen definie-
ren. Der Biplot (vergl. Abb. 4) schliefllich liefert eine quantitative Prézisierung
dieser relativ lose und qualitativ formulierten Hypothesen. Man findet eine 2-
dimensionale Losung, wobei die erste Dimension ca 80 % der Inertia (bzw. des
x?2) der Tabelle erklirt, und die zweite Dimension die restlichen 20 %. Die Pro-
jektionen von pyknisch und dysplastisch auf die erste Achse zeigen, dafl diese
beiden Korperbautypen in der Tat als Gegenpole auf einer Skala aufgefafit wer-
den konnen. Die Rangreihe der Projektionen auf die erste Achse ist, von links
nach rechts, pyknisch, atypisch, leptosom, athletisch und schliellich dysplastisch.
Auf der einen Seite hat man also den rundlichen Typ - nach Meinung vieler Phi-

4Nach Kretschmer (1977) ist der dysplastische Typ ein Sammelbegriff fiir unharmonisch
geformte Menschen.
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Abbildung 4: Biplot: Kretschmertypen nach Westphal (1931)
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losophen ist die Kugel der vollkommene Korper - , auf der anderen den unharmo-
nisch knochigen Typ. Alle nicht-pyknischen Typen liegen im "positiven” Bereich
der Skala (die Wahl des Vorzeichens ist natiirlich irrelevant), d.h. die Profile der
anderen Typen sind einander relativ (im Vergleich zu dem des Pyknikers) dhn-
lich, unterscheiden sich relativ stark von dem des Pyknikers. Die Tatsache, dafl
der atypische Typ nahe am Ursprung des Koordinatensystems liegt entspricht der
Tatsache, dal das Profil dieses Typs dem durchschnittlichen Profil sehr d&hnlich
ist. Betrachtet man die Projektionen der Korperbautypen auf die zweite Achse, so
erhilt man die Rangreihe - von unten nach oben - leptosom, atypisch, athletisch
und schliellich dysplastisch. Die Leptosomen weichen auf der ersten Dimension
kaum vom Mittelpunkt ab, sind also nahezu vollstindig durch die zweite Di-
mension definiert; die bestéitigt die Vermutung, dafl sie eine von der Polaritéit
pyknisch-dysplastisch unabhéngige Dimension représentieren. Der Gegenpol der
Leptosomen auf der zweiten Achse sind wiederum die Dysplastiker. Der Dyspla-
stiker représentiert gewissermaflen die Grobknochigkeit, der leptosome Typ die
Feingliedrigkeit.

Es bleibt noch, die Lage der Korperbautypen relativ zu der der Erkrankungen
im 2-dimensionalen Koordinatensystem zu diskutieren. Wie aus Abb. 4 ersicht-
lich ist, existieren klare Korrespondenzen: die Punkte fiir pyknisch und manisch-
dpressiv, leptosom und schizophren sowie dysplastisch und epileptisch liegen je-
weils sehr nahe beieinander. Wie schon ausgefiihrt ist es aber nicht sinnvoll, die eu-
klidische (bzw. pythagoriische) Distanz zwischen den Punkten die Erkrankungen
einerseits und Korperbautypen andererseits représentieren, zu interpretieren. Den
euklidischen Distanzen zwischen Koérperbautypen einerseits und Erkrankungsar-
ten andererseits entsprechen ja y2-Distanzen zwischen den entsprechenden Zeilen
bzw. Spalten, aber eine Distanz zwischen einer Zeilen- und einer Spaltenkategorie
ist nicht definiert, so dafl die Distanz zwischen einem Zeilen- und einem Spalten-
punkt keine Entsprechung in der urspriinglichen Tabelle der Hiufigkeiten hat. Die
Beziehung zwischen den Koordinaten F' und G und damit zwischen den Zeilen-
und Spaltenpunkten ist durch die Gleichungen (58) und (59) gegeben; diese Bezie-
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hung ist sicherlich zu unanschaulich, um bei der Interpretation eines Biplots von
unmittelbarer Niitzlichkeit zu sein. Man weifl aber andererseits, dafl die Achsen
fiir die Zeilen- und die Spaltenkategorien die gleiche Bedeutung haben miissen.
Die Lage der Erkrankungen ist analog zu der der Kérperbautypen; deswegen kann
man folgern, dafl es eine Korrespondenz zwischen bestimmten Koérperbautypen
und bestimmten Erkrankungen geben mu#f.

Die Betrachtung der Werte der normierten Residuen z;; = (n;j—n;.n.;/N)/y/nin.;/N
der Matrix X stiizt diese Vermutung, denn die Residuen lassen sich ja nach der
Gleichung (112) aus den Koordinaten F' und G riickrechnen. Die Tabelle 1 zeigt
die z;;. Die Werte fiir die Kombinationen pyknisch-manisch/depressiv, leptosom-

Tabelle 7: Korperbau und psychische Erkrankung: skalierte Werte x;;

’ Typ H man./dep. Epilepsie Schizophr. ‘
pyknisch .395 -.144 -.124
athletisch -.105 119 -.010
leptosom -.137 -.104 125
dysplastisch -.132 .208 -.044
atypisch -.008 .027 -.011

Schizophrenie und dysplastisch-Epilepsie sind sind die jeweils grofiten positiven
Werte, der Wert fiir die Kombination athletisch-Epilepsie ist ebenfalls noch po-
sitiv. Positive z;;-Werte bedeuten, dafl die beobachteten Héufigkeiten grofler als
die bei nur zufilliger Assoziation von Korperbau und Erkrankung erwarteten
Haufigkeiten sind. Die betragsméflig groffiten negativen Werte sind die fiir die
Kombination pyknisch-Epilepsie, gefolgt von pyknisch-Schiziphrenie, leptosom-
manisch/depressiv, gefolgt von leptosom-Epilepsie, und dyplastisch-manisch /depressiv.
Die Abweichungen der beobachteten von den erwarteten Werten fiir den atypi-
schen Korperbau sind alle gering: das Profil fiir den atypischen Koérperbau ent-
spricht einigermaflen genau dem des durchschnittlichen Profils der Kérperbauty-
pen.

Die Tabelle 8 gibt einige "globale” Statistiken an: Da die Tabelle nur drei

Tabelle 8: Globale Statistiken

’ Dim. H % ‘ Anteil Inertia (7y) ‘ Eigenwert
1 xi= 2090.152 791 258
2 | x3= 551.407 021 .068
> [ xi= 2641.559 1.000 In(K) = .326

Spalten hat, gibt es zwei von Null verschiedene Eigenwerte. Der erste Eigenwert
A1 ist ca 3.8-mal so grofl wie der zweite Ay, und dementsprechend sind die Inertia
und das 2 fiir die erste Dimension ca 3.8-mal so grofl wie die jeweiligen GroBen fiir
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die zweite Dimension. Die Unterschiede zwischen den Kategorien werden also zum
grofiten Teil durch Unterschiede beziiglich der ersten latenten Variablen erzeugt.

Es sollen nun die Qualitdtsmerkmale der Représentation betrachtet werden.
Zunichst ist dabei an die Qualitidt ¢;. (vergl. Gleichung (80)) zu denken. Die
Qualitédt g;. gibt an, wie gut eine Kategorie durch einen Raum der gewé&hlten
Dimensionalitéit reprasentiert wird. Hier werden alle Dimensionen - also zwei -
beriicksichtigt, deswegen sind die QualitdtsmaBe fiir alle Kategorien gleich 1, d.h.
die Kategorien werden durch die Punkte perfekt représentiert.

In der Tabelle 9 sind alle relevanten Statistiken zusammengefafit worden. Die
Spalte f;1 enthilt die Koordinaten fiir die erste Achse, f;o die fiir die zweite Achse.
Pykniker und Dysplastiker haben auf der ersten Achse nicht nur die betragsmé-

Tabelle 9: Koordinaten und Statistiken: Kérperbau und Erkrankung

Korperbau fi1 fio | w1 | cos?©11 | mia | cos? O Di.
pyknisch -.9559 | .1125 | .7340 .9863 .0385 .0136 .b888
athletisch 3373 | 1775 | L0776 7831 .0806 2169 .0776
leptosom 1632 | -.2918 | .0417 | .2384 .5052 7616 .1384
dysplast. 5509 | .4469 | .1465 .6032 .3654 .3968 .1922
atypisch .0540 | .0883 | .0010 2720 .0103 7280 .0030
Erkrankung gi1 gj2 | mj1 cos? O, T.j2 cos? Oy p-j
man.-dep. -1.0883 | .1569 | .7712 9796 .0607 | .0203 .6229
Epilepsie 5005 | .4819 | .1803 .5189 .6338 4811 2751
Schizophr. 1391 | -.1794 | .0484 3775 .3054 .6245 1021
fik> ik Koordinaten der Kategorien

Tiks Tjk relative Inertia: Anteil d. Inertia einer Kategorie fiir k-te Dim.
cos? © Koord’anteile: Projekt. eines Datenvektors auf eine Achse
Pi-s P-j Anteil der Kategorie an In(K)

Big grofiten Koordinaten, sondern diese beiden Typen erzeugen auch die grofiten
Anteile an der Gesamt-Inertia: p1.(pykn) = .558 und py4.(dyspl) = .1922 (bei die-
ser Zerlegung betrachtet man entweder die Zeilen- oder die Spaltenkategorien,
nicht die Kombinationen Zeilen/Spaltenkategorie). Man beachte gleichwohl, daf§
die Pykniker einen gut 3-mal so groflen Anteil an der Gesamt-Inertia erzeugen
wie die Dysplastiker. Die Leptosomen, obwohl insgesamt am héufigksten in der
Gesamtstichprobe vertreten, erzeugen einen geringeren Anteil an der Gesamt-
Inertia.

Es ist noch von Interesse, die relativen Inertiae pro Kategorie und Dimensi-
on, d.h. die 7;.%, zu betrachten. Sie ist fiir die erste Dimension fiir die Pykniker
am grofiten (m1.; = .7340), gefolgt von der fiir die Dysplastiker (741 = .4469);
erst dann tragen die Athleten und die Leptosomen zu dieser Dimension bei. Der
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Beitrag der Pykniker ist fast 18-mal (m.;/m3.1 = 17.601) so groB wie die der
Leptosomen, der der Dysplastiker ist immer noch 3.5-mal so grof3.Bei der zweiten
Dimension findet man, dafl die Beitrige der Leptosomen (3.2 = .5052) und der
Dysplastiker (742 = .3654) dominieren. Diese Werte stiitzen den Ansatz, die zwei-
te Dimension durch die Polaritdt von Leptosomen einerseits und Dysplastikern
andererseits zu definieren.

Zum AbschluB sollen noch die cos? ©;;-Werte betrachtet werden. Es gilt
c0s? ©;1 + cos? O;0 = 1

fiir alle 4 = 1,...,5). Der pyknische Typ wird zu fast 99 % auf der ersten Achse
reprisentiert (cos? ©1; = .9863) und kaum durch die zweite (cos? @13 = .0136).
Man beachte, daf die Athleten wegen cos? ©9; = .7831 mehr auf der ersten Ach-
se als auf der zweiten Achse (cos? @9 = .2169) abgebildet werden. Die relative
Inertia mo.; = .0776 ist gleichwohl geringer als die relative Inertia der Dyplastiker
(mg1 = .1465), die auf dieser Achse weniger ausgeprigt abgebildet werden. Dies
verdeutlicht, daf3 die Giite der Reprisentation eines Punktes auf einer Achse, wie
sie durch den cos?-Wert dargestellt wird, noch nicht viel iiber das Ausmaf aus-
sagt, mit dem ein Punkt zum Gesamt-x? bzw. zur Geamt-Inertia beitriigt. Der
Beitrag zum Gesamt-y? wird durch die Linge eines Vektors, dessen Endpunkt ei-
ne Kategorie reprisentiert, bestimmt, denn diese Linge entspricht der y2-Distanz
zwischen dem durchschnittlichen Profil und dem Profil dieser Kategorie.

In gleicher Weise kann man den Raum der Erkrankungen diskutieren. Hier
wird die erste Dimension durch die Polaritdt manisch-depressiv versus Epilepsie
charakterisiert, die zweite durch die Polaritit Epilepsie und Schizophrenie. Man
beachte, dafl die zweite Dimension die Schizophrenie von den beiden anderen
Erkrankungen separiert. Zerlegt man die Gesamt-Inertia in Anteile zu Lasten der
Erkrankungen, so sieht man, daf tiber 60% (p.; = .6229) durch die manisch-
depressive Erkrankung erzeugt werden, der zweitgrofite Anteil wird durch die
Epilepsie generiert; die Schizophrenie hat an dieser Dimension den geringsten
Anteil. Die Interpretation der iibrigen Statistiken wird analog zu der bei den
Zeilenkategorien, d.h. den Korperbautypen, vorgenommen und braucht hier nicht
im Einzelnen durchgefiihrt zu werden.

Zwei grundsétzliche Bedenken sollten angemerkt werden: (i) Westphal hat das
Alter der Patienten nicht mit erhoben, (ii) es ist nicht klar, ob Westphal nicht
bereits die Patienten nach Mafigabe der Theorie Kretschmers kategorisiert hat;
die im Biplot aufscheinenden Beziehungen zwischen den Kategorien wiirden dann
eine Form einer Erschleichung des Beweises repriasentieren. O

Beispiel 2 Marascuilo & McSweeny (1977, p. 242) berichten die folgenden Daten
aus einer Umfrage, in der u.a. 500 Ménner nach ihrer Einstellung zur Abtreibung
interviewt wurden: es wurde ihnen die Frage:

Does a woman have the right to decide whether an unwanted birth
can be terminated during the first three month of pregnancy?

Yes [ No [0 No Opinion [
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vorgelegt. Die Tabelle 10 enthélt die Haufigkeiten der Antworten, aufgeschliisselt
nach dem religiosen Bekenntnis der Befragten, sowie die Zeilen- und Spalten-x?
und das Gesamt-y? ( = 40.175).

Tabelle 10: Religiose Priferenz und Einstellung zur Abtreibung (Marscuilo und
McSweeny 1977)

’ Response H Catholic Protestant Jewish Others H > H Zeilen-y?

Yes 76 115 41 7 309 12.635

No 64 82 8 12 166 23.818
No Opinion 11 6 2 6 25 3.721

> 151 203 o1 95 500
Spalten-y? 8.627 5.932 7.683 18.132 40.175

Tabelle 11: Koordinaten und Statistiken: Einstellung und religioses Bekenntnis

Antworten fil fiQ 751 COS2 @11 7.2 COS2 @21 Pi-
Yes .2010 | -.0218 | .3442 9883 | .0377 | .0112 3145
No -.3784 | -.0173 | .6552 9979 | .0128 | .0021 .5929
no opin. .0277 | .3848 | .0005 .0052 .9495 .9948 .0926
Bekenntnis gjl gjg 7T.j1 COS2 @12 7T.j2 COS2 @22 p.j
Catholic -.2123 | .1099 | .1876 | .7887 | .4676 | .2113 1876
Protest -.1416 | -.0905 | .1122 7101 4263 | .2899 1122
Jewish 3837 | -.0586 | .2070 | .1020 | .9772 .0449 .0228
Others 14340 | .0501 | 4933 | .9868 | .0612 .0132 .4933
fik> 9jk Koordinaten der Kategorien

Tiks Tojk relative Inertia: Anteil d. Inertia einer Kategorie fiir k-te Dim.
cos’ © Koord’anteile: Projekt. eines Datenvektors auf eine Achse
Pi-y P Anteil der Kategorie an In(K)

Die relevanten Statistiken werden in Tabelle 11 angegeben. Abbildung 5 zeigt
die Zeilen- und Spaltenprofile der Daten. Es sei daran erinnert, daf§ die Punkte
in den Profilen bedingten Wahrscheinlichkeiten entsprechen. So geben die Zei-
lenprofile die jeweilige bedingte Wahrscheinlichkeit an, katholischen, protestanti-
schen etc Bekenntnisses zu sein unter der Bedingung,”ja”, "nein” zu sagen oder
keine Meinung zu haben. Die Spaltenprofile dagegen bilden die bedingte Wahr-
scheinlichkeit, ”ja” oder "nein” zu sagen oder keine Meinung zu &uflern unter der
Bedingung, ein bestimmtes religioses Bekenntnis zu haben, ab. Betrachtet man
zunéchst die ”ja”- und "nein”- Verldufe bei den Zeilenprofilen, so sieht man, dafl
die Verldufe zwar eine qualitative &hnlichkeit haben, aber nicht parallel verlaufen,
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Abbildung 5: Zeilen- und Spaltenprofile
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was auf eine Abhéngigkeit von Gruppenzugehdorigkeit (religivses Bekenntnis) und
Antwort hinweist. Die bedingte Wahrscheinlichkeit, "nein” zu sagen, ist bei den
Christen - d.h. Katholiken und Protestanten - grofler als bei den anderen beiden
Gruppen, und korrespondierend dazu ist die bedingte Wahrscheinlichkeit, ”ja” zu
sagen, geringer. Bei den Gruppen "Jewish” und "Others” ist es gerade umgekehrt.
Einen qualitativ ganz anderen Verlauf zeigt das Profil fiir "no opinion”. Interes-
santerweise ist die bedingte Wahrscheinlichkeit, keine Meinung zu haben, bei den
Katholiken am grofiten, gefolgt von der der Protestanten, und bei der jiidischen
Gruppe ist sie am geringsten.

Die Spaltenprofile zeigen, dafl die Haufigkeiten in der Datentabelle im wesent-
lichen durch die Zugehérigkeit zu einer von zwei Gruppen strukturiert sein miis-
sen: die der Christen einerseits und die der Nicht-Christen andererseits. Insbeson-
dere das Profil der Protestanten ist gegenliufig zu dem der jiidischen Befragten;
das Profil der Katholiken ist nur partiell parallel dem der Protestanten, da die
Katholiken einen ungleich héheren Anteil von "no opinion”-Personen haben; diese
Unterscheidung ist vermutlich charakteristisch fiir amerikanische Katholiken und
Protestanten.

Abbildung 6 zeigt den Biplot fiir die Daten. In bezug auf die religiésen Grup-
pen 1aBt sich sagen, dafl die erste Dimension Christen und Nichtchristen von-
einander trennt. Der wesentliche Teil der Struktur in den Daten ist durch diese
Dimension auch schon erklért, da sie fiir iiber 90 % der Inertia der Datentabelle
verantwortlich ist. Die Abweichungen der Gruppenkategorien (religioses Bekennt-
nis) von der ersten Dimension kénnten auf zufféllige Effekte zuriickzufiihren sein.
Schaut man aber auf die relativen Inertiae ;.1 und 7.9, so sieht man, daf} die
relative Inertia fiir die Katholiken auf der ersten Dimension weniger als halb so
grof ist wie die fiir die zweite Dimension, - in der Tat ist ja die bedingte Wahr-
scheinlichkeit, Katholik zu sein, wenn man keine Meinung hat, grofler als die
entsprechende bedingte Wahrscheinlichkeit, wenn man ”ja” oder "nein” sagt! Bei
den Protestanten betriigt die relative Inertia fiir die erste Dimension weniger als
ein Drittel von der fiir die zweite Dimension. Bei der jiidischen Gruppe ist das
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Abbildung 6: Religitses Bekenntnis und Einstellung zur Abtreibung: Biplot
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Verhéltnis sogar nur ein Fiinftel. Diese beiden Gruppen haben auf der zweiten
Gruppe negative Skalenwerte: eine dezidierte Ansicht - entweder ”ja” oder "nein”
- kommt bei ihnen also h#ufiger vor, d.h. die bedingten Wahrscheinlichkeiten
fiir diese beiden Antworten sind fiir diese beiden Gruppen grofier. Nur bei der
”Others”-Gruppe ist das Verhéltnis umgekehrt: der Inertia-Anteil fiir die erste
Dimension ist 8-mal so grofl wie der fiir die zweite Dimension.

Schaut man im Biplot auf die Antworten, so wird deutlich, daf§ die erste
Achse durch die Antworten "nein” und ”ja” bestimmt zu sein scheint. Die logi-
sche Beziehung zwischen "yes”, "no” und "no opinion” verlangt, dafl "no opinion”
zwischen ”yes” und "no” liegt, und fiir die erste Dimension gilt dies auch. In-
teressant ist aber, dafl durch "no opinion” eine neue, zweite Dimension definiert
wird. In der Tat weicht das Profil fiir "no opinion” in seiner Form von den “yes’-
und "no”- Profilen ab. Aus den Zeilenprofilen kann man aber ablesen, daf3 die
Wahrscheinlichkeit, die Antwort "no opinion” unter Bedingung, ein bestimmtes
religivses Bekenntnis zu haben, fiir alle Bekenntnisse ungefahr gleich ist, d.h. der
Anteil der Personen, die keine Meinung zu der gestellten Frage haben, ist fiir die
untersuchten Populationen (religiosen Bekenntnisse) jeweils gleich grofl. Damit
unterscheidet sich das Profil fiir "no opinion” qualitativ sowohl vom "yes”- wie
vom "no”™-Profil, und dies ist der (formale) Grund, weshalb "no opinion” eine neue
Dimension generiert.

Der Inertia-Anteil 7.0 = .9495 zeigt, dal der x?- bzw. Anteil der Inertia,
der durch "no opinion” erzeugt wird, in allererster Linie durch die zweite Di-
mension generiert erzeugt wird, der entsprechende Anteil fiir die erste Dimension
ist dagegen vernachléssighar (m;.1 = .0005). Die Inertia-Anteile fiir "yes” und "no”
werden dagegen in erster Linie durch die erste Dimension erzeugt. Die cos?-Werte
fiir diese beiden Antworten entsprechen natiirlich dem visuellen Eindruck. Es sei
noch darauf hingewiesen, dafl die "no”- Antwort einen nahezu doppelt so grofien
Inertia-Anteil erzeugt wie die "Yes”- Antwort.

Ein zweites Merkmal des Biplots in Abb. 6 ist noch von Interesse. Die religi-
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Abbildung 7: Religiose Priferenz und Einstellung zur Abtreibung
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osen Gruppen liegen nicht zwischen den beiden Polen ”yes” und "no”. Dies kénnte
man vermuten, da man ja nicht mehr als zustimmen kann, und nicht nicht weni-
ger als ablehnen, und nicht alle Mitglieder der verschiedenen Gruppen entweder
zustimmen oder ablehnen. Gleichwohl liegt der Punkt fiir ”Jewish” und "Others”
rechts von “yes”. Dies darf nicht weiter verwirren: man darf ja nicht vergessen, dafl
die Distanzen zum Mittelpunkt bzw. Ursprung des Koordinatensystems die rele-
vanten Grofen sind: diese euklidischen Distanzen entsprechen x?-Distanzen der
Profile zum entsprechenden mittleren Profil, und diesen Distanzen entsprechen
die y2-Anteile, die zu Lasten der einzelnen Kategorien gehen. Es ist dieser Sach-
verhalt, der die Lage der Punkte, die die Kategorien reprasentieren, bestimmt.
Betrachtet man die Projektionen der religésen Gruppen auf die erste Achse, so
liegen die Katholiken ndher am Punkt fiir "nein” als die Protestanten. In der Tat
ist die bedingte Wahrscheinlichkeit, einen Katholiken vor sich zu haben, wenn die
befragte Person mit"nein” geantwortet hat, groler, als wenn die befragte Person
"ja” geantwortet héitte. Auf der anderen Seite liegt die Projektion der jiidischen
Gruppe ndher an der der ”ja”’-Antwort als die der Others-Gruppe, wobei die Pro-
jektion der "ja”-Antwort kleiner ist als die der beiden Gruppen. Dies zeigt, dafl
man die Gruppen nicht zwischen den Polen "nein” und ”ja” anordnen kann. Wie
die Spaltenprofile zeigen, ist die bedingte Wahrscheinlichkeit,”ja” zu sagen, fiir
die "Jewish”- und die "Others”-Gruppe praktisch gleich grofs.

Man kann die Daten auch einer Kanonischen Korrelationsanalyse unterziehen;
die Details werden hier nicht dargestellt, die Analyse wird in Marascuilo und Le-
vin (1983), p. 451, vorgestellt. Die Abbildung 7 zeigt die Beziehung zwischen den
Skalenwerten der ersten Dimension nach der Kanonischen Korrelation (z-Achse)
und der Korrespondenzanalyse (y-Achse). Bis auf eine Skalentransformation lie-
fern die beiden Analysen offenbar das gleiche Bild. O

Beispiel 3 Das Interesse an genetischen Zusammenhéngen hat frith dazu ge-
fiihrt, dass statistische Verfahren zur Analyse der Daten entwickelt wurden. To-
cher (1908) legte eine grofle Studie zur Genetik der Pigmentierung schottischer
Schulkinder durch, die Fischer (1940) und Maung (1941) weiter zu analysieren
versuchten. Maung betrachtete die Tabelle Das x? fiir diese Tabelle ist hochsi-
gnifikant: y? = 2466.14 bei df = 12 Freiheitsgraden hat unter Hy (kein Zusam-
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Tabelle 12: Haar- und Augenfarben schottischer Schulkinder (Tocher (1908),
Maung (1941))

Haarfarbe
fair red medium dark black

Blue 1368 170 1041 398 1

Augen- | Light 2577 474 2703 932 11
farbe | Medium | 1390 420 3826 1842 33

Dark 454 255 1848 1506 112

Abbildung 8: Beziehung zwischen Augen- und Haarfarbe (Maung (1941), nach
Daten von Tocher (1908)
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menhang) eine Wahrscheinlichkeit von p = .000. Der statistische Zusammenhang
zwischen Merkmalen 148t sich oft durch Korrelationen ausdriicken, — aber wie
will man im Falle einer solchen Tabelle die Korrelation zwischen Augen- und
Haarfarbe berechnen? Die Korrespondenzanalyse liefert Skalen, in Bezug auf die
die Merkmale verglichen werden konnen. Das Resultat der Korrespondenzanalyse
dieser Daten wird in Abbildung 8 préisentiert. Offenbar erkldrt die erste Dimen-
sion gut 90 % des Gesamt-x2. Nur das sehr dunkle Haar ("black”) scheint eine
systematische Abweichung von der ersten Dimension zu erzeugen.

Die Héaufigkeitsverteilungen in der Tabelle 12 weisen bereits auf eine enge
Kopplung zwischen bestimmten Augen- und Haarfarben hin. Im Biplot (8) wird
dieser Zusammenhang sehr deutlich dargestellt. Traten Augenfarbe und Haarfar-
be bei den Individuen unabhéngig voneinander auf, hitte man eine 2-dimensionale
Konfiguration erhalten.

Die Abstédnde zwischen den Projektionen der Augen- bzw. der Haarfarbe auf
die Achse(n) sind durch die entsprechenden x2-Distanzen definiert. Solche Di-
stanzen sind ein Maf fiir die Unterschiedlichkeit der entsprechenden Zeilen- bzw.
Spaltenprofile. Die Unterschiede zwischen den Zeilenprofilen (Augenfarben) sind
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so, dass sie einen Ubergang von "Blue” zu "Dark” iiber “Light” und "Medium”
implizieren; die x2-Distanzen reflektieren also gewissermafien genetische Nach-
barschaften. O

Beispiel 4 Burt (1950) bestimmte fiir 100 zufiillig in Liverpool ausgewiihlte Per-
sonen (i) die Haarfarbe (fair, red, dark), (ii) die Augenfarbe (light, medium,
brown), (iii) Kopfform (narrow, wide), und (iv) die Statur (tall, short). Es ergibt
sich zunéchst eine 4-dimensionale Kontingenztabelle mit jeweils 3, 3, 2 und 2
Kategorien, die die Burt-Matrix 13 findet man in Basilevsky (1994), p.532. Die

Tabelle 13: Burt-Matrix zu genetischen Abhéingigkeiten (Burt, 1950)

Hfh rh dh| le me be| nh Wh‘tS SS‘

fair hair 22 0 0 |14 6 2114 8 |13 9
red hair 0 15 0 | 8 5 2 |11 4 |10 5
dark hair 0 0 63|11 25 27|44 19 |20 43
light eyes 14 8 11|33 O 0|27 6 |29 4
mixed eyes 6 2510 36 0|20 16 |10 26
brown eyes 2 2 27110 0 31,22 9 | 4 27
narrow head || 14 11 44 |27 20 22|69 0 |30 39
wide head 8 4 19|16 16 9| 0 3113 18
tall stature || 13 10 20 (29 10 4 |30 13|43 O
short stature | 9 5 43| 4 26 27|39 18| 0 57

t

Tabelle hat die Eigenwerte .2395, .0892, .0647, .0422, .0319, .0054, .000, .000,
.000. Die erste Dimension separiert die Personen in zwei Klassen: die erste Klasse
ist durch eine "tall stature”, die zweite durch eine ”short stature” charakterisiert;
die Lage der Staturmerkmale ("tall’ versus "short’) ist bemerkenswert: sie liegen
genau auf der ersten Achse. Die maximal differierenden Projektionen auf die er-
ste Achse werden allerdings durch Augenfarben ("light” versus "brown”) erzeugt.
Mit der Art der "stature” einhergehen einerseits die Merkmale "fair hair”, "red
hair” und insbesondere "light eyes”, andererseits “dark hair” und ”brown eyes”.
Die Kopfform — "wide head” versus "narrow head” scheint, gekoppelt mit den Au-
genfarben "mixed” versus "brown” — eine zweite Dimension aufzumachen, wobei
es eine geringfiigige Assoziation des "wide head” mit dem ”short stature”-Pol und
des "narrow head” mit dem ”tall stature”Pol der ersten Achse zu geben scheint.
Der Verlauf der Eigenwerte legt nahe, dass es noch weitere Dimensionen gibt,
oder aber die relativ suggestive Struktur der ersten beiden Dimensionen durch
zufillige Kombinationen {iberlagert wird. O

Die folgenden Beispiele zeigen, dass die Korrespondenzanalyse auch dazu die-
nen kann, zeitliche Entwicklungen zu verdeutlichen.

Beispiel 5 Andersen (1989), p. 340, gibt eine Tabelle an, die die Héufigkeiten
krimineller Delikte Jugendlicher enthélt, bei denen die Anklage vor der Gerichts-
verhandlung fallengelassen wurde: Abb. 10 zeigt die Zeilen- und Spaltenprofile
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Abbildung 9: Eigenwerte und (Bi)Plot der Merkmale fiir die Daten aus Tabelle
13; Daten: vergl. Basilevsky (1994)
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Tabelle 14: Straftaten dénischer Jugendlicher
Alter
Jahr 15 16 17 18 19 [ ¥ Zeilen-x*
1955 141 285 320 441 427 || 1614 13.335
1956 144 292 342 441 396 1615 6.019
1957 196 380 424 462 427 || 1889 4.277
1958 212 424 399 442 430 1907 14.779
> 693 1381 1485 1786 1680 || 7025
Spalten-x? || 7.088 11.967 2.884 9.020 7.450 x? =38.410

der Haufigkeiten.

Man sieht einen Anstieg fiir jedes Jahr mit dem Alter einerseits und fiir je-
des Alter mit den Jahren 1955 - 1958 andererseits. Das Gesamt-x? = 38.410 ist
hochsignifikant, die Abhingigkeiten sind also sicherlich nicht zufallig. Die Korre-
spondenzanalyse liefert die Eigenwerte A1 = .00494, Ao = .00049 und A3 = .00004.
Die Summe der Eigenwerte betragt .00543, und somit erkléart die erste Dimension
A1/.00543 ~ .91 der Gesamt-Inertia (vergl. (9), p. 9). Die zweite Dimension hat
einen Anteil von .08972 an der Gesamt-Inertia, und damit erkldren beide Dimen-
sionen zusammen einen Anteil von .99 der Gesamt-Inertia. Die dritte Dimension
kann also vernachléssigt werden, - moglicherweise sogar die zweite.

Die Betrachtung der Profile liefert einen ersten Einblick in die Struktur der
Daten. Fiir die Jahre 1957 und 1958 ergibt sich ein monotoner Anstieg der (be-
dingten) relativen H&aufigkeit von Straftaten, bei denen die Anklage vor der Ge-
richtsverhandlung fallengelassen wurde, mit der Altersgruppe: je hoher die Alters-
gruppe, desto hoher die Anzahl der Straftaten, wobei die Gruppe der 19-jahrigen
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Abbildung 10: Dénische Jugendkriminalitdt und Polizeiverhalten: Profile
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Abbildung 11: D#nische Jugendkriminalitit und Polizeiverhalten: Biplot
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Tabelle 15: Koordinaten und Statistiken: Straftaten dén. Jugendlicher

Jahr fi1 fio | mia1 | cos?O11 | 2 | cos?O9 | pi %
1955 .088 | -.022 | .361 .939 223 .058 347 | .996
1956 .058 | .016 | .157 .908 124 071 157 | 978
1957 -.039 | .027 | ..082 .669 .391 315 111 | 984
1958 -.085 | -.021 | .399 .938 .262 .061 385 | .999
Altersgruppe gi1 gj2 | T cos? 019 .52 cos? Oy pj qj
A1l5 -.101 | -.007 | .203 .992 011 .005 185 | .998
A 16 -.091 | -.018 | .331 .959 128 .037 312 | .996
A 17 -.023 | .037 | .023 281 .594 710 075 | 991
A 18 .073 | .007 | .255 ..980 .024 .009 .234 | .989
A 19 062 | -.022 | .188 877 .242 112 194 .989
fiks ik Koordinaten der Kategorien

ik, Tjk relative Inertia: Anteil d. Inertia einer Kategorie fiir k-te Dim.
cos’ © Koord’anteile: Projekt. eines Datenvektors auf eine Achse
Pi-s P-j Anteil der Kategorie an In(K)

qi, 4j Qualitéit

allerdings bereits geringfiigig weniger Straftaten der betrachteten Art® aufweist.
Fiir die Jahre 1955 und 1956 fallen die 17-jahrigen auf: 1955 werden von dieser
Gruppe die meisten Straftaten begangen, wihrend diese Gruppe im darauffolgen-
den Jahr 1957 die nach den 15-jéhrigen geringste Anzahl von Straftaten begeht!

Die (Spalten-)Profile fiir die Gruppe der 15- und 16-jéhrigen sind sehr dhnlich:
in den Jahren 1955 und 1956 begehen diese Gruppen die wenigsten Straftaten,
im Jahr 1957 begehen dann die 15- und 16-jdhrigen schon mehr als die 18- und
19-jahrigen. Im Jahr 1958 haben sie dann den Abstand zu den 18- und 19-j&hrigen
noch einmal vergréflert. Die Anzahl der Straftaten, die von 18- und 19-jdhrigen
begangen werden, ist {iber die Jahre 1955 bis 1958 zwar nicht konstant, die relative
Haufigkeit schwankt aber um einen Wert von ~ .25. Die Profile der 15/16-jahrigen
einerseits und der 18/19-jahrigen andererseits bilden zwei klar unterschiedene
Klassen von Profilen.

Das Profil der 17-jdhrigen ist zwar dem der 15/16-jihrigen #hnlich, ndhert sich
aber insbesondere fiir das Jahr 1956 dem der 18/19-jdhrigen an; es liegt nidher an
dem Profil, das sich ergibt, wenn man {iber alle Profile mittelt.

°Im Folgenden wird die Bedingung, daf die Anklage vor der Gerichtsverhandlung fallenge-
lassen wurde, der Einfachheit weggelassen. Die Nebenbedingung, dafl die Anklage fallengelas-
sen wurde, ist aber wichtig fiir die Interpretation: es ist ja moglich, daf nicht die Anzahl der
Straftaten steigt oder fillt, sondern dafl die Polizei ihre Politik gegeniiber den verschiedenen
Altersgruppen geéndert hat.
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Betrachtet man nun die Représentation der Jahre im 2-dimensionalen Ko-
ordinatensystem, das von der Korrespondenzanalyse geliefert wird, so ergibt die
Projektion der den Jahren entsprechenden Punkte gerade die natiirliche Ordnung
der Jahre von 1955 bis 1958. Dies korrespondiert zu dem den Spaltenprofilen zu
entnehmenden Befund, daf§ die 15/16-jdhrigen einen mit den Jahren monoton
steigenden Anteil an den Straftaten haben; 1955 und 1956 gehen weniger Strafta-
ten auf das Konto dieser Altersgruppen als auf das der 18/19-jdhrigen, und 1957
und 1958 deutlich mehr als auf das der 18/19-jéhrigen.

Betrachtet man nun die Reprisentation der Altersgruppen im 2-dimensionalen
Koordinatensystem, so sieht man, dal die erste Dimension durch die Gruppen
der 15/16-jahrigen auf der einen Seite und die der 18/19-jahrigen auf der anderen
Seite definiert wird. Man kénnte meinen, dafl eine derart ausgeprégte Bipolaritét
eine ebenso ausgeprigte Gegenldufigkeit der Profile voraussetzt, aber dies ist
offenbar nicht so. Die Altersgruppen korrespondieren zu den Jahreszahlen in der
Weise, dafl die Position auf der Achse den groflien Héufigkeiten entspricht: die
15/16-jahrigen haben 1958 den grofiten Anteil an den Straftaten, und 1955 haben
die 18/19-jahrigen den grofiten Anteil.

Die zweite Dimension wird im wesentlichen durch die Gruppe der jeweils 17-
jahrigen charakterisiert. Interessant ist die &hnlichkeit der Position der Gruppe
der 17-jahrigen zu der des Jahres 1957. Das (Zeilen-) Profil des Jahres 1957 ent-
spricht am ehesten dem mittleren Zeilenprofil, ebenso wie das (Spalten-) Profil
der 17-jahrigen dem mittleren Profil der Altersgruppen am néchsten kommt. Aber
diese Nahe zum mittleren Profil definiert eigentlich nur den Abstand des 1957-
Punktes vom Ursprung des Koordinatensystems, noch nicht die Ndhe zur Gruppe
der 17-jéahrigen. Hierzu mufl man sich daran erinnern, dafl die Beziehung zwischen
den Koordinaten der Zeilen- und Spaltenpunkte nicht in Termen der euklidischen
Distanz zwischen den jeweiligen Punkten interpretiert werden darf. Vielmehr ist
die Beziehung (69), d.h.

P=D,FAN'?G'D,+ E,

der hier relevante Bezugspunkt. Hier werden die relativen Haufigkeiten der Kon-
tingenztabelle - und damit die Haufigkeiten, denn NP = K - anhand der Ko-
ordinaten F' und G "zuriick’gerechnet. Zur Erinnerung sei angemerkt, dafi das
Skalarprodukt zwischen den Vektoren fiir einen Zeilen- und einen Spaltenpunkt
noch nicht hinreichend ist, denn es muf} ja der Unterschied zwischen der Eukli-
dischen Metrik einerseits und der y2-Metrik andererseits beriicksichtigt werden.
Schaut man nun in die Datentabelle 14, so sieht man, dafl die Gruppe der 17-
jahrigen im Jahre 1957 im Vergleich zu den anderen Jahren die meisten Straftaten
begangen hat. Allerdings hat die Gruppe der in diesem Jahr 18-jahrigen im Jahr
1957 ebenfalls die meisten Straftaten, wieder im Vergleich zu den anderen Jahren,
begangen, und der Punkt fiir die Gruppe der 18-jahrigen liegt nicht nahe bei dem
fiir 1957. Dies erscheint nur auf den ersten Blick widerspriichlich: um die Relati-
on zwischen den Kategorien zu deuten miissen auch die Massen der Kategorien
beriicksichtigt werden; in der Beziehung zwischen F', G und P gehen sie iiber die
Diagonalmatrizen D, und D, ein. So ist die Masse fiir das Jahr 1957 kleiner als
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die fiir das Jahr 1958, und die Masse fiir die Altersgruppe A 17 ist kleiner als die
fir A 18 bzw. A 19.

Abbildung 10 zeigt noch den Biplot fiir die Daten. Andersen analysiert die
Daten zusétzlich anhand von log-linearen Modellen und kann so spezifische Hy-
pothesen iiber den Zusammenhang zwischen Alter und Jahr testen; hierauf kann
an dieser Stelle nicht eingegangen werden. O

Beispiel 6 Die Daten der Tabelle 16 reflektieren die Verteilung von Ansichten
iiber die Behandlung Krimineller in den USA in verschiedenen Jahren®. Das x?

Tabelle 16: Ansichten zur Behandlung Krimineller in Gefiingnissen (USA)

Jahr
Ansicht 1972 [ 1973 [ 1974 [ 1975 [ 2
Too harshly (t.h.) 105] 68| 42] 61] 276
Not harshly enough (n.h.e.) || 1066 | 1092 | 580 | 1174 || 3912
About right (a.r.) 265 | 196 72| 144 | 677
Don’t know (d.k.) 173 | 138 | 51| 104 | 466
No answer (n.a.) 4 10 8 7 29
> | 1613 | 1504 | 753 | 1490 [| 5360
X% = 87.360, df = 12, p = .0000, In(K) = x?/N = .016298

fiir die Tabelle ist hochsignifikant, es muf} also einen Wechsel in den H&ufigkei-
ten, mit denen bestimmte Einstellungen vertreten werden, mit den Jahren geben.
Die Korrespondenzanalyse liefert die Eigenwerte A\; = .01469, Ao = .0011 und
A3 =.000536, >, \; = .01633, so dafl durch die erste Dimension .899 der Gesamt-
Inertia x?/N erklirt werden, durch die zweite nur noch .067. Es sollen zuerst die
Profile betrachtet werden (vergl. Abb. 12). Die Zeilenprofile - d.h. die (relativen)
Haufigkeiten der Einstellungen fiir ein gegebenes Jahr - sind insgesamt sehr dhn-
lich, aber nicht streng parallel: die Kurven iiberschneiden sich. Insgesamt scheinen
sich die Befragten sehr dariiber einig zu sein, dafl die Inhaftierten nicht streng
genug (not harshly enough, n.h.e.) behandelt werden. 1973 ist das Jahr, das dem
Durchschnitt der Haufigkeiten fiir diese Einstellung entspricht. "Zu streng” (too
harshly, t.h.) ist eine Einstellung, deren relative Haufigkeit, gegeben ein bestimm-
tes Jahr, fiir alle Jahre nahezu konstant ist. Fine analoge Aussage gilt fiir "keine
Antwort” (no answer, n.a.).

Bei den Spaltenprofilen weicht das Profil fiir "keine Antwort” (n.a.) allerdings
deutlich von den anderen Profilen ab; es ist gewissermaflen gegenlédufig. Fiir das
Jahr 1972 kommt diese Einstellung am wenigsten hiufig vor, im Gegensatz zu den

Saus: Haberman, SJ Analysis of qualitative data, Vol. I, p. 120; National Opinion Research
Center 1972-1975
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Abbildung 12: Ansichten iiber die Behandlung von Kriminellen in US-
Gefangnissen: Profile
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Tabelle 17: Koordinaten und Statistiken: Einstellung gegeniiber Kriminellen in
den USA

Einstellung fil fz‘Q 751 COS2 @11 7.2 COS2 @21 Pi- q;
too harshly - 155 | .099 | .085 .638 AT7 .261 119 | .899
not h. enough | .069 | -.005 | .241 .993 .021 .006 218 | 1999
about right -.226 | -.010 | .437 .995 012 .002 396 | .007
don’t know =184 | -.017 | .201 972 .024 .008 186 | .980
no answer 314 | .303 | .036 413 467 .386 079 | .798
Jahr gj1 gj2 .51 COS2 @12 .52 COS2 @22 P-j q;
1972 -.166 | .003 | .566 991 .003 .000 bl14 | 992
1973 -.006 | -.011 | .001 .022 .030 .079 025 | .101
1974 118 | 074 | 132 715 725 .285 166 | .999
1975 126 | -.030 | .302 .926 241 .054 294 | 1980
fiks ik Koordinaten der Kategorien

ik, Tjk relative Inertia: Anteil d. Inertia einer Kategorie fiir k-te Dim.
cos’© Koord’anteile: Projekt. eines Datenvektors auf eine Achse
Pi-s P-j Anteil der Kategorie an In(K)

Qs G Qualitét
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Abbildung 13: Ansichten iiber die Behandlung von Kriminellen in US-
Gefingnissen: Biplot
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anderen Einstellungen, die bis auf "nicht streng genug” (n.h.e.), die mit mittlerer
Haufigkeit vorkommt, hier hier maximale Haufigkeit haben. Im Jahr 1973 ist dann
die relative Hiufigkeit von “keine Antwort” maximal. Man kann vermuten, dafl
die Einstellungen "zu streng” (t.h.), "einigermaflen richtig” (a.r.) und "weifl nicht”
(d.k.) im Biplot einigermafien nahe beieinander liegen werden, und "nicht streng
genug” und “keine Antwort” weiter von dieser Gruppe entfernt liegen werden.
Vermutlich wird das Jahr 1972 eine Position eine Position nahe bei der ersten
Gruppe von Einstellungen haben und 1975 eine Position nahe bei der zweiten
Gruppe. Die Tabelle 17 enthélt die Koordinaten und Qualitdtsmafle fiir die Da-
ten. Es sei zunéchst ein Blick auf die Qualitidten ¢; bzw. ¢; geworfen. Alle Werte
sind kleiner als 1, d.h. die Kategorien werden durch die ersten beiden Dimen-
sionen nicht perfekt abgebildet. Insbesondere die Einstellung "ungefdhr richtig”
(a.r.) und das Jahr 1973 werden schlecht abgebildet; bei den anderen Jahren und
Einstellungen ist die Abbildung aber zufriedenstellend. Betrachet man anderer-
seits die cos®-Werte, so sieht man, daf sie sich fiir alle Einstellungen und Jahre fiir
die beiden ersten Dimensionen fast perfekt zu ergénzen, d.h. diese Dimensionen
erkliren die Beitrige der Kategorien zum Gesamt-y? so gut wie vollstindig; es
ist also nicht notwendig, weitere Dimensionen zu betrachten. Schliisselt man das
x? hinsichtlich der Zeilenkategorien (Einstellungen) auf, so siecht man (Spalte p;),
dafl "ungeféhr richtig” (a.r.) den grofiten Anteil erklirt, wihrend “keine Antwort”
nur einen vernachléssigbaren Anteil erzeugt. Dem entspricht, daf sich die Werte
der Zeilenprofile fiir diese Einstellung iiber die Jahre so gut wie nicht unterschei-
den. Bei den Jahreskategorien ist es das Jahr 1972, das die grofiten Unterschiede
generiert, gefolgt von 1975. Schliefllich kann man sich noch einen {iberblick dar-
tiber verschaffen, welche Kategorien durch welche Dimension am besten "erklért”
werden. Fiir die erste Dimension ist der x2?-Anteil, der auf die erste Dimension
zuriickgefiihrt werden kann, fiir dieKategorie "ungefihr richtig” am gréfiten; “kei-
ne Antwort” hat einen sehr kleinen Anteil. Bei den Jahren ist es wieder 1972, fiir
das die erste Dimension den grofiten Erkldrungswert hat, gefolgt von 1975. Die
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zweite Dimension erkldrt am besten die Kategorie "zu streng” (t.h.), gefolgt von
“keine Antwort”, so wie die Jahre 1974 und 1975.

Betrachtet man nun den Biplot, so sieht man, dafl das Zeilenprofil fiir 1973
ziemlich genau dem Durchschnittsprofil entspricht: der Punkt fiir dieses Jahr
liegt im Ursprung des Koordinatensystems. Betrachtet man die Projektionen der
Jahre auf die erste Achse, so sieht man, dafl die Jahre auf dieser Achse geméif
ihrer natiirlichen Ordnung abgebildet werden. Wie schon aufgrun dder Profile
vermutet wurde, liegen die Einstellungen "ungeféihr richtig”, "weifl nicht” und "zu
streng” nahe bei dem Punkt fiir 1972; das Jahr 1972 entspricht noch am ehesten
der "milderen” Auffassung. Die Einstellung "nicht streng genug” (n.h.e.) dagegen
liegt bei den Jahren 1974 und 1975. Man kann also vermuten, dafl mit den Jahren
ein Trend zu den strengeren Einstellungen erfolgt ist; in der Tat entnimmt man ja
den Spaltenprofilen, dafl die bedingte relative Haufigkeit fiir die Einstellung "nicht
streng genug” im Jahr 1975 im Vergleich zu allen vorangegangenen H&aufigkeiten
maximal ist.

Die Kategorie "keine Antwort” nimmt eine Sonderstellung ein.Auf der ersten
Dimension ist sie mehr als "nicht streng genug” ausgeprigt, auf der zweiten Di-
mension mehr als "zu streng”. Betrachtet man die komplette 3-dimensionale Lo-
sung (die Koordinaten fiir die dritte Dimension sind hier nicht aufgefiihrt worden),
so findet man, dafl auf der dritten Dimension alle Kategorien vernachléssigbare
Koordinatenwerte haben, bis auf die Kategorie "keine Antwort”, die hier noch
den Wert -.221 hat. Die Reaktion, gar keine Antwort zu geben, reflektiert al-
so vermutlich nicht die Einstellung ”Ich weifl nicht”, sondern den Wunsch, seine
Ansicht nicht bekannt zu geben. Im ”liberalen” Jahr 1972 wird diese Reaktion
dann auch mit der geringsten Héufigkeit beobachtet, 1973 dann mit maximaler
Haufigkeit; 1974 und 1975 wird die Haufigkeit dann wieder geringer. Mit dieser
Kategorie wird also wohl weniger die Einstellung zu Kriminellen erfaf$t, sondern
die Einstellung dariiber, ob man seine Ansicht bekannt geben soll. O

Beispiel 7 Betrachtet man die Anzahlen der Promotionen in verschiedenen F#-
chern in aufeinander folgenden Jahren, so kénnen sich Trends zeigen, die die
Verdnderung von Interessen oder 6konomischen Lagen abilden. Die Statistical
Abstracts of the Unites States, 1976, Table 958 liefern die Tabelle 18. die Vertei-
lung der Haufigkeiten fiir die einzelnen Fécher.

Den Zeilensummen der Tabelle entnimmt man schnell, dass es offensichtlich
bevorzugte Ficher wie Ingenieurswissenschaften, Biologie und Psychologie gibt,
aber die zeitliche Dynamik der Entwicklung der Trends bleibt einer direkten Be-
trachtung der Tabelle verschlossen. Abb. 14 zeigt

Interessant ist das Ansteigen der Doktorate in der Psychologie, wahrend ins-
besondere die Ingenieurswissenschaften, Mathematik und Physik ein Riickgang
ab etwa 1970 bzw. 1971 zu beobachten ist; die Chemie scheint sich zu stabili-
sieren. Die Abbildung Héaufigkeit versus Rangplatz der Fécher zeigt die iiber die
Jahre "gemittelten” (d.h. aggregierten) Hiufigkeiten fiir die Fécher. Die Kurve ist
die Pareto-Kurve (vergl. Beispiel 8); diese Daten sind ein eher seltenes Beispiel
fir den mangelnden Fit des Pareto-Modells.
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Abbildung 14: Verteilung der Hiufigkeiten der Féacher
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Tabelle 18: Trends bei Doktorgraden in den Jahren 1960 - 1976

| [1960 1965 1970 1971 1972 1973 1074 1975 1976 ]| %
Engineer. 794 2073 3432 3495 3475 3338 3144 2050 2773 | 25483
Mathem 201 685 1222 1236 1281 1222 1196 1149 1099 | 9381
Physics 530 1046 1655 1740 1635 1590 1334 1293 1254 | 12077
Chemistry 1078 1444 2234 2204 2011 1849 1792 1762 1804 | 16178
Earth Sci 253 375 511 550 580 577 570 556 584 | 4556
Biol. Sci 1245 1963 3360 3633 3580 3636 3473 3498 3541 | 27929
Agric. Sci 414 576 803 900 855 853 830 904 908 || 7043
Psychology 772 954 1888 2116 2262 2444 2587 2749 2822 | 18594
Sociology 162 239 504 583 638 599 645 680 687 | 4737
Economy 341 538 826 791 863 907 833 867 879 | 6845
Anthropology || 69 82 217 240 260 324 381 385 394 | 2352
othersocsci || 314 502 1079 1392 1500 1609 1531 1550 1616 | 11093

| 3 [6263 10477 17731 18880 18940 18948 18316 18352 18361 || 146268

Die eigentlich bemerkenswerten Strukturen, die die Tabelle 18 enthélt, zeigt
der Biplot. Es wird ein klarer zeitlicher Verlauf sichtbar, der eine Verdnderung
der Préferenzen anzeigt.
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Abbildung 15: Biplot Doktorate - Jahre
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Beispiel 8 Heuer (1979) hat Daten iiber Art und Anzahl von Selbstmorden in
Westdeutschland vorgelegt, anhand derer die Anwendung der Korrespondenz-
analyse auf mehr als 2-dimensionale Kontingenztabellen illustriert werden kann.
Tabelle 19 enthélt die Daten. Diese Tabelle ist 3-dimensional, die Faktoren sind
Geschlecht, Altersgruppe und Methode. Die Korrespondenzanalyse ist nur auf 2-
dimensionale Kontingenztabellen anwendbar. Méchte man eine Korrespondenz-
analyse dieser Daten durchfiihren, so gibt es zwei Mo6glichkeiten:

1. Man aggregiert {iber einen der Faktoren, z.B. iiber das Geschlecht,

2. Man macht aus der Tabelle eine 2-dimensionale Tabelle, indem man einen
der Kategoriensitze wie zwei behandelt; so kann man die Tabelle so neh-
men, wie sie angeschrieben wurde, und betrachtet die Altersgruppen fiir
die Kategorie "ménnlich” als Altersgruppen/ménnlich und die fiir die Ka-
tegorie "weiblich” als Altersgruppe/weiblich. Die Altersgruppen erscheinen
dann zweimal im Biplot. Alternativ kann man die Daten fiir die Frauen
neben die der Manner schreiben und erhellt so eine Tabelle, in der die Me-
thoden zweimal erscheinen, einmal als Methoden/ménnlich und einmal als
Methoden/weiblich.

Die Aggregation iiber eine Kategorienklasse, etwa Geschlecht, setzt voraus, dafl
sich Frauen und Ménner in ihrem Suicidverhalten nicht signifikant unterscheiden.
Aggregiert man trotz signifikanter Interaktionen Geschlecht x Altersgruppe, Ge-
schlecht x Methode oder gar Geschlecht x Altersgruppe x Methode, so erhélt
man ein falsches Bild. Dieser Sachverhalt wirft ein neues Licht auf die Analysen
zweidimensionaler Tabellen; ihre Analyse liefert nun dann ein adéquates Bild der
Beziehungen zwischen den Zeilen- und Spaltenkategorien, wenn diese Kategori-
en nicht mit anderen, nicht explizit erfafiten Kategorien interagieren. Natiirlich
kann dies nur selten ausgeschlossen werden, so dafl man bei Interpretationen
von Analysen die Randbedingung ”bis auf Interaktionen mit anderen Kaegorien”
nicht vergessen sollte. Abb. 16 zeigt die Héufigkeiten der Selbstmorde getrennt
nach Geschlechtern, aber aggregiert iiber die Methoden. Generell gilt, dafl die
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Tabelle 19: Selbstmorde in Westdeutschland 1974-1977

l Alter /ménnl H Materie ‘ Gas (h) ‘ Gas (a) ‘ Hingen ‘ Ertrinken ‘ Schufiw. ‘ Stichw. ‘ Springen | Andere
10-15 4 0 0 247 1 17 1 6 9
15-20 348 7 67 578 22 179 11 74 175
20-25 808 32 229 699 44 316 35 109 289
25-30 789 26 243 648 52 268 38 109 226
30-35 916 17 257 825 74 291 52 123 281
35-40 1118 27 313 1278 87 293 49 134 268
40-45 926 13 250 1273 89 299 53 78 198
45-50 855 9 203 1381 71 347 68 103 190
50-55 684 14 136 1282 87 229 62 63 146
55-60 502 6 7 972 49 151 46 66 7
60-65 516 5 74 1249 83 162 52 92 122
65-70 513 8 31 1360 75 164 56 115 95
70-75 425 5 21 1268 90 121 44 119 82
75-80 266 4 9 866 63 78 30 79 34
80-85 159 2 2 479 39 18 18 46 19
85-90 70 1 0 259 16 10 9 18 10
90+ 18 0 1 76 4 2 4 6 2

Alter /weibl Materie | Gas (h) | Gas (a) | Héngen | Ertrinken | SchuBw. | Stichw. | Springen | Andere
10-15w 28 0 3 20 0 1 0 10 6
15-20w 353 2 11 81 6 15 2 43 47
20-25w 540 4 20 111 24 9 9 78 67
25-30w 454 6 27 125 33 26 7 86 75
30-35w 530 2 29 178 42 14 20 92 78
35-40w 688 5 44 272 64 24 14 98 110
40-45w 566 4 2 343 76 18 22 103 86
45-50w 716 6 24 447 94 13 21 95 88
50-55w 942 7 26 691 184 21 27 129 131
55-60w 723 3 14 527 163 14 30 92 92
60-65w 820 8 8 702 245 11 35 140 114
65-70w 740 8 4 785 271 4 38 156 90
70-75w 624 6 4 610 244 1 27 129 46
75-80w 495 8 1 420 161 2 29 129 35
80-85w 292 3 2 223 78 0 10 84 23
85-90w 113 4 0 83 14 0 6 34 2
90+w 24 1 0 19 4 0 2 7 0
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Abbildung 16: Haufigkeitsverteilung der Selbstmorde, aggregiert iiber Methoden
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Abbildung 17: Ranggeordnete Haufigkeit der Methoden, (a) Frauen, (b) Mén-
ner.Zur Definition der Pareto-Kurve siehe Text.
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Anzahl der méinnlichen Selbstmorder fiir alle Altersgruppen hoher ist als die der
weiblichen. Bis zum 52-ten Lebensjahr hat die Verteilung der Selbstmorde bei
Ménnern eine andere Gestalt als die entsprechende Verteilung bei den Frauen.
Bei den Ménnern. In der Gruppe der 35 - 40-jihrigen Ménner ist die Anzahl
am hochsten, wihrend die Maximalzahl der Selbstmorde bei den Frauen in der
Gruppe der 50-55-jahrigen liegt. Bei den Ménnern hat die Haufigkeitsverteilung
bei den 55-60-jdhrigen ein lokales Minimum, um dann zu einem neuen,lokalen
Maximum fiir die Gruppe der 65-70-jihrigen anzusteigen. Auffallend ist, dafl die
Verteilungen fiir die Frauen und die Mé&nner von der Gruppe der 55-60-jahrigen an
nahezu parallel verlduft. Abb. 17 zeigt die Haufigkeiten, mit denen die verschie-
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Abbildung 18: Biplots Methode x Altersgruppen, fiir Frauen und Ménner ge-
trennt.
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denen Methoden gewihlt werden; die Abbildung entspricht einer Darstellung der
Spaltenprofile. Allerdings wurden hier die Methoden in bezug auf die Haufigkeit,
mit der sie gewahlt wurden, ranggeordnet: an Platz 1 steht die am h#iufigsten ge-
wéahlte Methode, an Platz 2 die am zweithdufigsten gewéhlte Methode, etc. Die
durch die Punkte gelegte Kurve ist die Pareto-Kurve; sie ist durch die Funktion
n(r) = arP definiert. Dabei ist n(r) die Haufigkeit, mit die an Rangplatz r stehen-
de Methode zur Anwendung kam, unad @ und p sind freie Parameter. Pareto war
ein italienischer Nationckonom, der in dieser Form das Einkommen von Biirgern
eines Staates gegen den Rangplatz auftrug und vermutete, dass die politische
Lage in einem Staat um so instabiler sei, je steiler diese Kurve abfillt; diese Ver-
mutung hat sich in dieser einfachen Form nicht bestétigt. In der Linguistik ist die
Kurve als Zipfsches Gesetz bekannt: trigt man die Haufigkeit, mit der Worte in
einer Sprache verwendet werden, gegen ihren entsprechenden Rangplatz auf, so
entspricht die entstehende Kurve bei den meisten Sprachen einer Pareto-Formel.
Die Formel gilt in vielen anderen Féllen ebenfalls in guter Néherung; betrach-
tet man z.B. die Anzahl der Priifungen, die von einem Professor abgenommen
werden, und rangordnet man die Professoren nach ihrer Priifungsbelastung, so
entsteht hiufig wieder eine Pareto-Kurve. Auch bei den hier betrachteten Daten
scheint die Pareto-Kurve in guter Ndherung den Daten zu entsprechen. Die Eru-
ierung der theoretischen Implikationen der Kurve fiir die Suicidh&ufigkeit in einer
Gesellschaft wird den Leserinnen und Lesern als Denksportaufgabe iiberlassen.

Es wird jedenfalls noch einnmal deutlich, da} Gift und Strick die am héu-
figsten verwendeten Methoden sind, aber bei den Méannern der Strick, bei den
Frauen das Gift dominiert. Bei den Ménnern folgen dann das Gift und dann die
SchuBwaffen, wihrend bei den Frauen der Strick und das Ertrinken folgen. Frauen
und Méanner unterscheiden sich also nicht nur in der Gesamthéufigkeit, sondern
auch hinsichtlich der Héufigkeiten der gewéhlten Methoden.

Die Frage ist nun, wie die Daten einer Korrrespondenzanalyse unterzogen wer-
den konnen, denn einerseits ist die Datenmatrix 3-dimensional, und andererseits
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Abbildung 19: Biplot: Selbstmorde: Methode, Altersgruppen und Geschlecht
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setzt die Korrespondenzanalyse eine 2-dimensionale Tabelle voraus. Eine erste
Moglichkeit besteht darin, iiber das Geschlecht zu mitteln, d.h. zu "aggregieren”.
Dies setzt voraus, dafl es keine Interaktion zwischen dem Faktor Geschlecht und
einem der beiden anderen Faktoren oder mit den beiden anderen Faktoren gibt,
was aber wegen der in Abb. 17 aufscheinenden Wechselwirkung zwischen Metho-
de und Geschlecht keine verniinftige Annahme zu sein scheint, wie im Ubrigen
durch eine log-lineare Analyse der Daten bestétigt wird: bei dieser Analyse ergibt
sich die Signifikanz der Interaktion Geschlecht x Alter x Methode. In Abb. 18
wird der Biplot Alter x Methode, ménnlich bzw. weiblich, gezeigt. Der Verlauf
der Altersgruppen ”durch” die Methoden ist fiir die beiden Geschlechter offenbar
unterschiedlich. In den Biplots wird die Beziehung jeder Methode zu den Alters-
gruppen gezeigt, welche Methode aber eher ménnlich und welche eher weiblich
ist, wird weniger deutlich.

Ene Moglichkeit, die Gesamtdaten einer Korrespondenzanalyse zu unterzie-
hen, ist, die Daten der Frauen neben die der Méinner zu schreiben. Die Tabelle
hat dann so viele Zeilen, wie es Altersgruppen gibt, und doppelt so viele Spal-
ten, wie es Methoden gibt. Die Methoden erscheinen zweimal, einmal fiir die
Ménner und einmal fiir die Frauen. Die Korrespondenzanalyse versucht nun, fiir
die Zeilen (Altersgruppen) Skalenwerte zu finden, die zu optimal zu bestimmten
Spaltenkategorien korrespondieren. Diese sind dann Methoden, die fiir eines der
Geschlechter charakteristisch sind. Abb. 19 zeigt den entsprechenden Biplot. Die
Korrespondenzanalyse liefert eine klare Trennung der beiden Gruppen "ménn-
lich” und "weiblich”. Insbesondere fiir die M#nner ergibt sich eine klare Struktur
der Altersgruppen. Abb. 18 zeigt, dass es auch fiir die Frauen eine Struktur der
Altersgruppen gibt, sie ist aber weniger deutlich als die fiir die Mé&nner. Das
Bemerkenswerte an Abb. 19 ist, dass die Frauen und Ménner nach Methoden ge-
trennt werden; die Analyse zeigt im Unterschied zu den Einzelanalysen fiir Frauen
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und Ménner in Abb. 18, dass eben einige Methoden fiir die Ménner, und andere
fiir die Frauen charaktistisch sind.

Es wird deutlich, daf} die Korrespondenzanalyse ein wesentlich detaillierteres
Bild der in der Tabelle 19 verborgenen Zusammenhénge liefert als eine blofle
loglineare Analyse, die einem nur signalisiert, dafl nur ein Modell akzeptabel ist,
namlich dasjenige, das eine Interaktion Geschlecht x Alter x Methode postuliert.

d

8 Anhang: Beweise

8.1 Die Singularwertzerlegung (Grundstruktur) von X

Grundlage der Korrespondenzanalyse ist die Singular Value Decomposition (SVD)
der Matrix X. Generell gilt fiir eine beliebige reelle m x n-Matrix X mit dem Rang
r < min(m,n) die Beziehung

X = UAV?V, (106)

wobei A = diag(A,...,\,) die Diagonalmatrix der Eigenwerte von X’'X bzw.
X X" ist. A2 = diag(v/A1, ..., VA); die Vg, 1 < k < r heifien auch Singular-
werte (singular values). U ist die m x r-Matrix der Eigenvektoren von X X', und
V ist die n x r-Matrix der Eigenvektoren von X'X.

Die Beziehung (106) ist leicht einzusehen. Die Matrix X habe den Rang r;
dann kann man stets eine orthogonale (Teil-)Basis L, finden derart, daf§

X=LV (107)

wobei V eine n x r-Matrix und L, eine m x r-Matrix ist, deren Spalten die Ba-
sisvektoren sind; auf diese Weise werden die Spaltenvektoren von X als Linear-
kombinationen der Spaltenvektoren von L, dargestellt. Der Index r soll anzeigen,
dal die Matrix L, den Rang r hat. Dann folgt jedenfalls

X'X=VL.L V' (108)

Da die Spaltenvektoren von L, als orthogonal vorausgesetzt wurden, muf3 L;LT =
A eine Diagonalmatrix sein, A = diag(A1,...,Ar). Dann besagt (108) aber, da8
V die Matrix der Eigenvektoren von X’'X ist, und die \;, 1 < k < r miissen die
zugehorigen Eigenwerte sein. Da X den Rang r hat, mufl auch X’X den Rang
r haben, und V enthilt gerade r Eigenvektoren von X’X die zu den r von Null
verschiedenen Eigenwerten A k = 1,...,r korrespondieren. Wegen der Symme-
trie von X’X sind die Eigenvektoren in V orthogonal, dariiber hinaus kénnen sie
ohne Einschrankung der Allgemeinheit als normiert vorausgesetzt werden, so dafl
V'V =1, I die Einheitsmatrix. Dann folgt aus (107) aber

XV =1L,
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Es sei [ der k-te Vektorin L., 1 < k < r. Wegen l;lk = A\, , folgt, daBl der Vektor
l;, die Linge /), hat. Die Vektoren [, in L, werden mithin durch Multiplikation
von L, von rechts mit A~'/2 normiert, so da XVA~'/2 = L,A~'/2 = U, und die
Spaltenvektoren in U haben die Liinge 1. Also kann L, = UA~'/2 geschrieben
werden. Dal U die Matrix der Eigenvektoren von X X’ ist, sieht man sofort: es ist
ja X X' = UN2V'VAY2U" = UAU’, wegen V'V = I; dabei wurde vorausgesetzt,
daf} nur die zu Eigenwerten ungleich Null korrespondierenden Eigenvektoren von
X X' betrachtet werden. O

8.2 Satz 1

Beweis: Es ist

XIN=) ) af
i=1 j=1
geméf (21), und weiter
I J 1
XQ/N = ZZ T'C'(pw ""zcj)
i=1j=1 %7
nach (20). Also folgt

CIN =Y

8.3 Satz 2
Beweis: Aus F'= D, 12y pL2 folgt, dafl das Element f;s von F' durch

fis = uis\/rs/\/ay

uis das Element in der i-ten Zeile und s-ten Spalte von U, gegeben ist. Dann folgt
weiter

FV' = D7Y2UN?Y = D7V X
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nach (106). Dann ist

Z;
Z] Z fzsU]s

und
:Ek] Z fksvjs
so daf3 .
Lij  Lkj o .
\/T—i \/7Tk‘ ;(fzs fks)'U]s-
Aber es ist

1 pij — TiCj 1 pkj — rkcj

1A
Cj
1

Il
7 N N
ﬂ‘?
Ll Ay

|

LN
~_

|
—_

3
-
Q‘g

|

<
~_

P _ p"’“) . (109)

Dann ist aber

Lz w1 (b o\
D D . 110
; <\/ﬁ W) ;Cj (Tz' Tk) * (110)

und also
J r 2
51*21g = Z (Z(fis - fks)vjs>
j=1 \s=1
r J
= (fzs - fks)QZUJQ‘s
s=1 j=1
J
+ Z Z fzs fks fzs/ - fks )Ujsvjs (111)
J=1s<s’
Aber

J
2 Z Z(f’bs - fks)(fis’ - ka/)UjS’UjS/

7j=1s<s’
J
= 2 Z[(fls - fks)(fis’ - fks’) Zvjsvjs’] =0
s<s’ j=1

denn Zj v;sVj¢ = 0 wegen der Orthogonalitidt der Eigenvektoren Bs und By.
Weiter ist Zj v]zs = 1 wegen der Normiertheit der Eigenvektoren Bs. Damit steht

links in (111) die x2-Distanz zwischen der i-ten und der k-ten Zeile, und rechts
die entsprechende euklidische Distanz beziiglich der Koordinaten F'. U
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8.4 Rekonstitution

Die Matrix X 148t sich dann aus F und G zuriickrechnen: aus F' = D, 1 2UAV?
folgt durch Multiplikation von rechts mit V'

FV' = D7Y2UAV?Y' = DV X,
woraus durch Multiplikation von rechts mit D,}/ 2
X = D2FV’
folgt. Aus G = Dc_l/2VA1/2 folgt wiederum V = Di/ZGA_l/z, so daf} sich
X = D}2FPAV2G'DY/? (112)
ergibt.

Multipliziert man in der Gleichung fiir X von links mit D}/ ? und von rechts
mit Dg/ 2, so erhélt man

DY?X =DY?=pP—E, oder P=DY?XD!?+E

8.5 Zerlegung des Y?

Beweis: Es ist y;, = >, zjjxi, und

I I
S g = 1 3 nig —nin /N '\ [ nig —ning/N
g lik —
i=1 N i=1 \/W \/m
Fiir j = k folgt sofort
I

1 (ngj — ni_n_j/l\i)2 9
L E = v- /N 113
YiiT N ninj/N X/ (113)

i=1
Andererseits ist nach (106) X'X = VAV’ und dementsprechend ist
Yjk = Z /\S'Ujsvksv
s=1
und fiir j = £ folgt wiederum y;; = >, )\Svjzs, so daf (72) folgt.

Weiter ist ¢;; = Zj xijxi, und

O nij —nin /N \ [ ng—mnnj/N
;wzl ;(W)(W) (114)

und fiir ¢ = [ erhélt man

J
& (g —ning/N? o,
Yis = Z nin; /N = Xi.

Jj=1
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Nach (106) ist XX’ = UAU’ und mithin

,
Jit = Asthisturs
s=1

und somit
T
~ 2 2
Yis = E Aslis = X -
s=1

Daraus folgt aber sofort

denn Y, " AsuZ, = >, A5, da ja wegen der Normierung der Ay die Beziehung
iufs =1 gilt, und analog

J r

Zyjj = sp(XX') = %XQ = ZAS

j=1 s=1

denn ) ;> )\S'szs = > . s, ebenfalls wegen der Normierung der V.

SchlieBlich ist Fy D, Fy = Uin/Asv/AsUs = U.UsAs = Ao, denn die Eigenvekto-
ren Uy sind auf die Lange 1 normiert. O
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