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1 Einfiihrung in die Varianzanalyse

Es wird eine elementare Einfiihrung in die Varianzanalyse gegeben, d.h. es wird
nicht nicht von der Vektor- und Matrixalgebra Gebrauch gemacht wird und es
werden nur die Grundmodelle vorgestellt.

1.1 Allgemeine Uberlegungen

Will man den Effekt einer bestimmten Bedingung auf eine Grofle untersuchen, so
erhebt man {iiblicherweise zwei Stichproben von Messungen: die Messungen der
einen Stichprobe sind unter den zur Diskussion stehenden Bedingungen erhoben
worden, wihrend die der anderen unter "Normalbedingungen” bestimmt wurden.
Sie sind die Kontrollmessungen, mit denen die unter Experimentalbedingungen
erhobenen Messungen verglichen werden sollen. Statt eine Experimental- und eine
Kontrollbedingung miteinander zu vergleichen kann man natiirlich auch Perso-
nen aus verschiedenen Gruppen, etwa weibliche und ménnliche Personen, unter
der gleichen Bedingung hinsichtlich einer interessierenden Variablen miteinader
vergleichen. Der Vergleich der Messungen héngt von dem Modell ab, das fiir die
Mefiwerte aufgestellt wird. Ein beliebtes Modell, das Intervallskalenniveau der
Messungen voraussetzt, besteht in dem Ansatz

r1; = p1+ey, i=1,---,m
To; = p2tey, Jj=1,-,m9 (1.1)

Dabei sind n; und ng die Stichprobenumfinge. 1 und po sind Konstante, die die
Kontroll- bzw. die Experimentalbedingung charakterisieren (oder die die zu ver-
gleichenden Gruppen charakterisieren), und die ey;, e2; sind die unvermeidlichen
Meffehler. Bekanntlich sind die Mittelwerte Z; und Zs Schitzungen fiir p; und
w2, und die Hypothese Hp : p1 = po kann mit einem ¢-Test iiberpriift werden,
falls die Annahme gleicher Varianzen fiir die beiden Stichproben gerechtfertigt
ist.

Nun ist diese Art von Untersuchung ein einfacher Spezialfall eines allgemei-
neren Schemas. Denn oft will man nicht eine experimentelle Bedingung, sondern
mehrere miteinander vergleichen. Solche Bedingungen koénnen z.B. verschiedene
Therapieformen sein, und man méchte differenziertere Aussagen iiber die Wir-
kung der Therapien machen in Abhéngigkeit etwa vom (i) Geschlecht, (ii) Alter,
(iii) Bildungsstand der Personen, die sich einer Therapie unterziechen. Es ergeben
sich sofort viele "Experimentalgruppen”, deren Mittelwerte miteinander verglei-
chen werden miissen (hier wird stillschweigend und stark vereinfachend vorausge-
setzt, dafl man die Wirkung der Therapie durch eine Variable ausdriicken kann; es
geht aber nur um die Etnwicklung der Fragestellung, nicht um ihre korrekte Be-
antwortung.) Man konnte nun alle Paare von Mittelwerten betrachten und sie mit
dem ¢-Test auf Signifikanz priifen. Angenommen, es gébe gerade k Experimental-
gruppen. Dann gibt es k Mittelwerte und dementsprechend N, = (g) =k(k—1)/2
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Paare. Die Anzahl N, wichst einigermaflen schnell mit k&, und man steht vor
dem Problem, die Aussagen der vielen ¢-Tests zu beurteilen. So kann fiir ein be-
stimmtes Paar von Mittelwerten die Nullhypothese gelten, — aber mit der Wahr-
scheinlichkeit o entscheidet man sich fiir Hy. Machen wir fiir den Augenblick die
vereinfachende Annahme, daf} alle t-Tests stochastisch unabhéngig sind, so kann
man nach der Wahrscheinlichkeit mindestens eines Fehlers der ersten Art fragen.
Bei N Tests betréigt die Wahrscheinlichkeit, keinen a-Fehler zu begehen, gerade
(1 — )%, so daB8 die Wahrscheinlichkeit mindestens eines Fehlers durch

P(mindestens eine Fehlentscheidung) = 1 — (1 — a)™

gegeben ist. Hat man z.B. K = 5 Gruppen, so kann man 10 paarweise t-Tests
durchfithren und die Wahrscheinlichkeit mindestens einer Fehlentscheidung be-
tragt bereits .40. Da man natiirlich nicht weif}, bei welchem ¢-Test man sich falsch
entschieden hat, resultiert ein Interpretationsproblem, denn es ist unklar, welche
Unterschiede sich interpretieren lassen und welche nicht.

Wenn sich die inferenzstatistische Aussage iiber den Effekt eines der unter-
suchten Faktoren nur auf die tatséchlich untersuchten Stufen dieses Faktors be-
zieht, so handelt es sich um einen "festen Faktor” (fixed factor). Natiirlich konnen
alle Faktoren in einem Plan feste Faktoren sein. Gelegentlich liegt es aber nahe, die
Stufen eines Faktors oder mehrer Faktoren als zufiillige Auswahl aus der Menge
der moglichen Stufen zu betrachten. Das inferenzstatistische Ziel ist gleichwohl
eine Aussage iiber die Wirkung aller Stufen. Solche Faktoren heiflen "zufillige
Faktoren”(random factors). Ein Versuchsplan kann nur feste oder nur zuféllige
Faktoren enthalten; dariiber hinaus kann man den gemischten Fall haben.

1.2 Allgemeine Voraussetzungen
1.2.1 Ein Hilfssatz

Es soll ein Test der Hypothese Hy hergeleitet werden. Es seien s? die Varianzen
der Mefiwerte in den einzelnen Gruppen. Jede dieser Stichprobenvarianzen ist eine
Schiitzung fiir o2. Weiter kann man die Varianz s; der Mittelwerte Z; berechnen.
Angenommen, die Hypothese Hy ist korrekt. Unter dieser Bedingung liefert sz
wegen der allgemeinen Beziehung Var(Z) = o2/n ebenfalls eine Schitzung fiir

0?; sind die n; gleich groB, so ist n;s; diese Schitzung fiir o2. Man kénnte also

die 3]2- mitteln, hitte damit eine zusammengefafite (pooled) Schiitzung fiir o2,
und sie mit der Schitzung n;s; vergleichen. Der Vergleich kann dann ein F-Test
sein, falls diese beiden Schitzungen stochastisch unabhéngig voneinander sind.

Tatséachlich 148t sich leicht zeigen, dafl sie unabhéngig sind.

Bevor die einzelnen Modelle betrachtet werden, wird ein allgemeiner Hilfssatz
prasentiert; die Herleitung der Tests 483t sich im allgemeinen auf eine Anwen-
dung dieses Satzes zuriickfithren. Die Idee, Die Quadratsummen anhand dieses
Hilfsatzes herzuleiten, geht auf Mann (1949) zurtick.
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Hilfssatz: Es seien ay,- - ,ay, irgendwelche n Zahlen, und a =Y i, a;/n sei ihr
arithmetisches Mittel. Weiter sei b irgendeine andere Zahl. Dann qult

n n

D (ai—a)> = (a; —b)* = n(@—0b)* (1.2)

i=1 i=1

Beweis: Es ist

Z(ai—d)Q = Z(ai—ber—d)Q:Z((ai—b)—(d—b)f:
= > (ai—=b*+n(@a-0b)>-2@->b)y (a;—b)

7 7

Da ) .(a; — b) = n(a —b), folgt (1.2). O

1.2.2 Verteilung von Quadratsummen normalverteilter Mef3werte

In den folgenden Abschnitten wird die Verteilung von Quadratsummen der Form
>ii(mij — 7)2, > ini(Ty — Z)? etc. benétigt, wobei die x;; ~ N(u,o)-verteilt!
sind. Diese Quadratsummen y?-verteilt. In Abschnitt 9.3.2 insbesondere wird die
Verteilung der Stichprobenvarianz s? = > (;—%)%/n bzw. § = Y, (z;— %)%/ (n—

1) hergeleitet. Es zeigt sich (vergl. Satz 9.5), da} insbesondere

o
s2=—x2_,, bzw. § = p— X2, (1.3)

gilt, d.h. die Quadratsumme >, (x; — Z)? ist x2_;-verteilt, d.h. x%-verteilt mit
(n — 1) Freiheitsgraden. Nun ist

n n n

dwi—z) =) (wi—p+p—27=) ((&i—p —(@—p)

=1 =1 i=1

Dividiert man durch o2, so erhélt man
z": i~ T 2_2": zi—p\? (@ —p)? (1.4)
o o o%/n '

i=1 =1

LN (11, o) steht fiir normalverteilt mit Erwartungswert (= "wahrer” Mittelwert, im Unterschied

zum geschéitzten Mittelwert Z) p und der Streuung o bzw. Varianz o



Die Summe auf der linken Seite ist x2_;-verteilt (vergl. Satz 9.5). (z—u)?/(0?/n)
ist sicherlich y?-verteilt, und da die erste Summe auf der rechten Seite ist x2-
verteilt ist folgt, daB die erste Summe auf der rechten Seite und (z — p)%/0?/n
stochastisch unabhéingig sind. In der Tat wurde in Abschnitt 9.3.2 gezeigt, dafl
bei normalverteilten Daten Z und s, bzw. 4% stochastisch unabhiingig vonein-
ander verteilt sind. Dieser Sachverhalt wird in den Beweisen in den folgenden
Abschnitten stillschweigend vorausgesetzt. Es werden also nur Zerlegungen der
Form (1.4) hergeleitet und von diesen Zerlegungen wird auf die y2-Verteilungen
mit den entsprechenden Freiheitsgranden geschlossen.

2 Der einfaktorielle Fall mit festen Effekten

FEine Variable X wird unter k& > 1 verschiedenen Bedingungen gemessen. Der
Mittelwert fiir die j-te Bedingung sei Z;, j = 1,..., k. Die Frage ist, ob sich die
Mittelwerte statistisch bedeutsam unterscheiden. Man geht dabei aus von dem

2.1 Das Modell

Es wird angenommen, dass sich die z;; aus Gréflen p; und e;; zusammensetzen.

eij ~ N(0,0%), Kov(eij,epy) =0 (2.1)
Weiter soll
Elwij) = 1 (2:2)

gelten. E(z;;) ist der Erwartungswert der zufélligen Verdnderlichen z;;, d.h. der
Mittelwert {iber alle moglichen Werte, die x;; annehmen kann. Da generell fiir
Erwartungswerte gilt, dass der Erwartungswert einer Summe gleich der Summe
der Erwartungswerte ist (wie man sich leicht am Beispiel eines Stichprobenmit-
telwerts verdeutlicht), folgt dann

E(zij = E(pj + eij) = E(uy) + Eleij) = pj + E(eij) = py,

d.h.

Denn E(p;) = pj, da pj ja eine Konstante und keine zufillige Verénderliche ist.
Man sagt, dass p; die Wirkung der j-ten Bedingung reprisentiert. Nach (2.1)
wird postuliert, dass die Fehler normalverteilt sind mit dem Erwartungswert 0
(vergl. (2.3)) und alle dieselbe Varianz o haben; dariiber hinaus werden sie als
unkorreliert und damit als stochastisch unabhingig vorausgesetzt?

2Unkorreliertheit impliziert nicht bei allen Wahrscheinlichkeitsverteilungen stochastische Un-
abhéngigkeit; diese Implikation ist ein Charakteristikum der Normalverteilung.
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Es sei

|~

M:

k
> (2.4)
j=1

Die Differenz
aj = pj = p (2.5)
heifit "Effekt” der j-ten Bedingung. Offenbar gilt wegen (2.4

k k k
Z%‘ = Zuj - Zu: kp — kp,
j=1 j=1 j=1
d.h. es ist N
> a;=0. (2.6)
j=1

Weiter ist p; = p + o, so dal man statt (1.1) auch
Tij = p+ aj + e (2.7)

schreiben kann. Dies ist die reparametrisierte Form des Modells (1.1). Die Glei-
chung (2.7) heifit auch Strukturgleichung des Modells. p und ay, ..., ay sind die
Parameter des Modells. Sie heiflen auch freie Parameter, da sie unbekannt sind
und aus den Daten geschétzt werden miissen.

Zur Schitzung der freien Parameter: Es gibt verschiedene Methoden der
Parameterschéiitzung, und die Eigenschaften der geschitzten Parameter, d.h. ihre
Verteilung, ihr Erwartungswert, ihre Varianz etc) hingen von der Methode ab (da
die Parameter anhand einer Stichprobe geschétzt werden, sind sie selbst zufillige
Verénderliche). Wiinschenswert ist, dass die Schitzungen keinen systematischen
Fehler ("Bias”) und eine moglichst kleine Varianz haben. Es 148t sich zeigen, dass
die Methode der Kleinsten Quadrate (MKQ) Schitzungen mit diesen Eigenschaf-
ten liefert. So soll nach (2.1) z;; = p; + e;; gelten, und in dieser Gleichung ist p;
ein freier Parameter. Wiirde man p; kennen, so kénnte man x;; bis auf den Feh-
ler e;; "voraussagen”. Man hat insgesamt ;1 mal £ Messwerte x;;, ebensoviele
Unbekannte Groflen e;; plus k unbekannte Parameter p7, so dass man insgesamt
mehr Unbekannte als Gleichungen hat. Um die p; trotzdem schéitzen zu kénnen,
wird bei der MKQ die Ansatz gemacht, die z; so zu bestimmen, dass die Summe

k. ny
Qua, - ) = D> €l = min (2.8)

j=1i=1

einen minimalen Wert annimmt. Es soll also die Summe der Quadrate der Fehler
e;; minimalisiert werden. Man koénnte auf die Idee kommen, einfach die Summe
der e;; zu minimalisieren, nur funktioniert dieser Ansatz nicht, denn die Summe
der Fehler ist stets Null, da sie ja Abweichungen vom Mittelwert sind. Aber
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efj >0, so dass ), j e?j > 0 sein muf, und die e?j sind monotone Funktionen der
ej;: werden die e?j im Mittel so klein wie moglich, werden auch die e;; so klein

wie moglich.
Man kann jetzt @ in (2.8) beziiglich der x; minimalisieren, oder beziiglich der
Effekte ;. Es ist iiblich, die o zu schitzen, weil dies Vorteile bei der Interpre-

tation der Daten haben kann, wie noch deutlich werden wird. (2.8) wird dann
wegen €5 = Tj; — U — a5 ZUu

kE nj

Qut, -y k) = D> (i — p— a)” (2.9)

j=1 i=1

Man bildet nun die Ableitungen nach z und nach den «; und setzt diese Ablei-
tungen gleich Null. Man findet

0

) D) Y R (210)
H j=1i=1

B =

65], = 2 ) —nma) (2.11)

denn es wird ja die Ableitung nach einem bestimmten o; betrachtet®. Es seien
fo und &; diejenigen Werte, fiir die die Ausdriicke auf den rechten Seiten gleich
Null werden. Aus (2.10) folgt zunéchst

nj "

D (@i —p—ay) =Y (wi; — Nkjp) =0,

i=1 i=1

N =3 :n;j, denn ), aj = 0 wegen (2.6). Dann folgt aber

ﬂ:i:ZZmij, (2.12)

d.h. die Kleinste-Quadrate-Schétzung (KQ-Schétzung) fiir p ist einfach das Ge-
samtmittel der Messwerte. Aus (2.11) folgt dann

j nj
0= E (xij—i—aj) = E Tij; — N;T — Qy,
i=1 =1
woraus
1 &
Qj = — E Tij —T =% —T. (213)
7’LJ -
=1
3Schreibt man die Summe (2.9) voll aus, so sieht man, dass alle aq,...,ax darin auftreten.

Die Differentiation nach «; bedeutet, das auch die Differentialquotienten de;/do; betrachtet
werden miissen, die fiir j' # j alle gleich Null sind.
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folgt. Man sieht also, dass die KQ-Schitzungen fiir die freien Parameter einfach
durch die entsprechenden Mittelwerte gegeben sind.

Im Folgenden Wird nur mit den Mittelwerten gearbeitet werden, ohne wei-
teren Bezug auf diese Werte als KQ-Schitzungen fiir die freien Parameter des
Modells. Alle Betrachtungen iibertragen sich auf mehrfaktorielle Versuchsanord-
nungen.

2.2 Hypothesen
Es soll zwischen den folgenden Hypothesen entschieden werden

Hy : Die p; unterscheiden sich nicht, d.h. o; = 0 fiir alle i.

Hy: Mindestens ein Mittelwert unterscheidet sich signifikant von den anderen,
d.h. es existiert ein pu;, pj # p; fiir alle ¢ # j.

Das Ziel ist, Hy zunéchst mit nur einem Test zu priifen, also nicht etwa paarweise

Tests der Hypothesen pu; Z p; durchzufithren. Wie in Abschnitt 1.2 angedeutet
wurde kann man einen solchen Test konstruieren, indem man zwei Schitzungen
fiir die Varianz o2 miteinander vergleicht, wobei eine Schitzung auf der Schiit-
zung der Varianz der Mittelwerte beruht und die andere auf einer Schétzung der
Varianz der Mefiwerte selbst. Diese letztere Schiatzung ergibt sich, indem man
den Gesamtmittelwert T der Daten berechnet und dann die Gesamtsumme der
Quadrate der Abweichungen bestimmt, also etwa

ko ny
s? = " i A Z Z(.I‘Z] — 5)2 (2.14)

j=1 i=1

berechnet: Hierbei ist IV ist die Gesamtzahl der Meflwerte; warum durch n — k
geteilt wird und nicht etwa durch N — 1 wird spéater deutlich gemacht. Es zeigt
sich, daf} die hier auftretende Quadratsumme so zerlegt werden kann, dafl man aus
den Teilsummen den gewiinschten Test konstruieren kann. Dies wird im folgenden
Abschnitt gezeigt.

2.3 Zerlegung der Quadratsumme

Die Quadratsumme, {iber die die Gesamtvarianz definiert ist, kann in der folgen-
den Weise zerlegt werden.

Satz 2.1 Es sei n; der Stichprobenumfang der j-ten Gruppe und es sei weiter
n=mny+- -+ ng, und



QSges kann gemdf

k nj kE nj k

QSges = DD (wij =) =D Y (i —3)* + Y _nj(z; —2)>  (2.15)

j=11=1 J=11=1 j=1

zerlegt werden.

Beweis: Man betrachte die j-te Teilsumme

4

> (wij — ;)%

i=1
Anhand des Hilfssatzes, d.h. der Aussage (1.2), erhdlt man mit b = Z; sofort
D (i =2 =) (e —75)° —ny(@; — 2)%

Summiert man noch iiber j, so erhilt man (2.15). O

Die erste Summe auf der rechten Seite von (2.15) heiit auch Quadratsumme
innerhalb (QSinn),
Qsznn = Z Z(l'zj - jj)Qa
i

und die zweite heift Quadratsumme zwischen (QS.y)
k
QS = an(i‘j - j)27
j=1

so dafl man symbolisch
nges = QSznn + QSzw (216)

schreiben kann. Offenbar liefert QS;,, eine Schitzung fiir 02, wenn man QSn,
durch eine geeignete Anzahl von "Freiheitsgraden” teilt, und @S, liefert auf
analoge Weise eine Schitzung der Varianz der Mittelwerte.

Die Frage ist nun, wie diese Quadratsummen in einen F-Test eingebracht
werden konnen, um Hy zu testen. Dazu braucht man die Stichprobenverteilung
dieser Quadratsummen unter der Bedingung, dass Hy gilt. Da die F-Verteilung
die Verteilung eines Quotienten von y2-verteilten Variablen ist, muB die Bezie-
hung von QSin, und @S;,, und damit von QSyes zur x2-Verteilung hergestellt
werden.

Satz 2.2 FEs gelte Hy. Dann gelten die Beziehungen

QS QS; QS
! e =k (2.17)

2

o
d.h. QSyes/c? ist x2-verteilt mit n — 1 Freiheitsgraden, QSin/0? ist x*-verteilt
mit n — k Freiheitsgraden und QS /0? ist x*-verteilt mit k — 1 Freiheitsgraden.
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Beweis: Mit b = p liefert der Hilfsatz

QSges = > _(wij —2)* =) (@i — p)* = n(z — p)*

ij ij
Dividiert man diese Gleichung fiir QSges durch 02, so erhilt man

QSges _ xl]_u 2 f_:u’ 2_ 2 2 _ .2 2.18
o2 _Z o - O’/\/’?l =Xn — X1 = Xn-1- ( )

ij

Auf die j-te Teilsumme @Sy, kann der Hilfssatz (1.2) mit b = u angewendet
werden. Demnach ist

—\2 2 — 2
D (i =2 = (wyy — w)? = (@5 — ).
i i
Summiert man iiber j und dividiert man durch o2, so erhilt man

QS; <x--—u>2 <:c-—,u>2
inn j: i 2 : J 2 2 2
o - o - o/\/1;

ij

Es ist

an(fj —z)? = Z(fj —z)%

Auf die j-te Teilsumme wendet man den Hilfssatz (1.2) mit b = p an:
QSew =3 (Z(%’ — p)* —n;(z — u)2> => (2, — ) —n(@— )
J i ij
Division durch o? liefert wieder

- Gm) - GA)

J

QS.w/0? ist also x2-verteilt mit k — 1 Freiheitsgraden. O

Nach Satz 2.1 kann die Gesamtvarianz in einen Anteil "innerhalb” der Grup-
pen und in einen Anteil "zwischen” den Gruppen zerlegt werden, und aus dem Be-
weis dieser Aussage folgt, dafl die Kovarianz zwischen diesen Varianzkomponenten
verschwindet, d.h. die Komponenten sind stochastisch unabhéngig. Deshalb wird
es moglich, die Komponenten in einen F-Test einzubringen (der ja unabhingige
Komponenten voraussetzt!).
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Satz 2.3 FEs gelte Hy, d.h. die Faktorstufen haben keinen unterschiedlichen Fin-
flufs auf die abhingige Variable. Dann ist der Quotient

_ Qszw/(k — 1)
Qsznn/(n - k)

Fy 1 p—p-verteilt, d.h. F-verteilt mit k — 1 und n — k Freiheitsgraden.

F (2.19)

Beweis: Die Aussage folgt sofort aus der stochastischen Unabhingigkeit der Qua-
dratsummen @S;,, und @S, sowie aus den Aussagen des Satzes (2.2). O

Ist Fj—1 pn—r groBer als der fiir die gewihlte Irrtumswahrscheinlichkeit o kri-
tische F-Wert, so muf} die Nullhypothese Hy verworfen werden; mindestens einer
der Mittelwerte weicht signifikant von den anderen ab. Fiir den Spezialfall von
k = 2 Gruppen ergibt sich gerade der 2-seitige Test fiir den Vergleich zweier
Mittelwerte, t2_; = Fy ;1.

In Satz 2.3 wurde die Voraussetzung genannt, daf§ die Faktorstufen keinen
unterschiedlichen Einflufl auf die abhéngige Variable haben sollen, d.h. es muf}
Hj gelten, damit der Quotient (2.19) F-verteilt ist. Gilt Hp so sind alle «; = 0.
Man macht sich leicht klar, wie QS.,, verteilt ist, wenn fiir mindestens ein «; # 0
gilt. Denn aus z;; = p + «; + e;5 folgt ¥; = p + o + e.j, wobei e.; der mittlere
Fehler in der j-ten Gruppe ist. Um den Effekt von «; # 0 zu sehen, kann man
den Erwartungswert vom (S, betrachten. Es ist

k
E(QSww) =E > n;(z; —7)°
j=1
Umformen und Einsetzen von (2.7) ergibt

k
E(QS.,) = Z niE(o; —p+e;+p—e)?
j=1

k
= > niB(a; — (e —e.))? (2.20)
j=1
k k
= ana? + anE(e.j —e.)?
j=1 j=1

(die Summe }; n;(e.; —e..)? ist gleich Null, wie man leicht nachpriift!). Die zweite
Summe auf der rechten Seite ist aber unabhéngig von den «; und liefert einen
Ausdruck fiir 02. Die erste Summe auf der rechten Seite zeigt, da die Effekte
«o; in @S, quadratisch, also stets in positiver Form eingehen. Q.5,,, wird also
grofler als unter Hy zu erwarten ist, wenn auch nur ein «; ungleich Null ist.
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Die Ergebnisse einer Varianzanalyse werden oft in einer Tabelle zusammen-
gefa3t. Tabelle 1 zeigt die allgemeine Form einer solchen Tabelle fiir den 1-
faktoriellen Fall.

Tabelle 1: Varianzanalyse, 1-faktoriell

’ Quelle d. Var. ‘ Quadratsumme ‘ Freiheitsgrade ‘ F-Test ‘

QS.w/(k—1)

A Q5w k—1 STk
Fehler QSinn n—=k
Gesamt QSges n—1

2.4 A posteriori-Hypothesen

Ein signifikanter F-Wert legt nahe, dass mindestens eine Differenz p; — py, si-
gnifikant von Null verschieden ist. Man kann annehmen, dass die grofite Mittel-
wertdifferenz die Signifikanz erzeugt hat. Es ist aber auch mdoglich, dass weitere
Mittelwertdifferenzen signifikant von Null verschieden sind.

Man kann die Mittelwerte Z; in eine Rangreihe bringen; nach geeigneter Um-
nummerierung hat man etwa

1,2 X2 2+ 2 Tp.

Es ist moglich, dass alle Differenzen Z; — z;, signifikant sind, oder nur ein Teil
von ihnen, etwa die ersten k. Vielleichtz ist man auch daran interessiert, Gruppen
von Mittelwerten zu testen, z.b.

1, 1, _

g(x1 + Zo+ T3) — 5(364 + Z5),
etc.

Tests fiir spezielle Mittelwerte oder Gruppen von Mittelwerte beziehen sich
auf Kontraste, deren Definition zuerst gegeben wird:

Definition 2.1 FEin Kontrast zwischen Parametern p,...,u, ist eine lineare
Funktion der Form

p
g =ci1p1 + Coi2 + - - -+ Cplhp, ZC]‘ =0. (2.21)
j=1

wobei die cj vorgegeben werden und den speziell gewiinschten Kontrast definiere.
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Man méchte zum Beispiel wissen, ob der kleinste Unterschied z, —z,—1 signifikant
von Null verschieden ist. Dann ist Il mit ¢y =+ =¢,—2 =0, ¢, =1, ¢p—1 = —1
durch

p
V=3 cinj =ty — Hp1
j=1

gegeben.

Ein anderes Beispiel ist der Kontrast (z1 + Z2)/2 — (T3 + T4 + Z5)/3: man
erhélt
U = cip1 + copi2 + c3p3 + Capra + Csps + Cpie + - Cplip-

Da nur die ersten 5 Mittelwerte interessieren, kann man gleich cg =--- =¢, =0
setzen. Generell mufl dann auch

cr+--+e5=0

gelten. Sollen alle Mittelwerte mund es folgt 2¢; + 3c3 = 0. Setzt man ¢; = 1 so
folgt c3 = —2¢1/3 = —2/3. In der Tat ist dann

1+1-2/3-2/3-2/3=2-2=0.

Man hat dann den geschétzten Kontrast
~ 1 _ 1, o
U = 5(%1 + xQ) - g(m‘g + 24 + x5).

In der Praxis werden Kontraste dieser Art, bei der die einzelnen Mittelwerte
gleichgewichtig eingehen, am héaufigksten vorkommen, aber die allgemeine Defi-
nition des Kontrastes 148t im Prinzip auch unterschiedliche Gewichtungen der
Mittelwerte zu, — die Hauptsache ist, dass » ;¢ =0 gilt.

Anmerkung: Die allgemeine Definition des Kontrastbegriffs hat den Hinter-
grund, dass ganz allgemein gezeigt werden kann, dass die Funktionen U biasfreie
(verzerrungsfreie) Schitzungen der ¥ sind, was eine sehr wiinschenswerte Eigen-
schaft ist, da sie dazu beitrdgt, die Wahrscheinlichkeit Fehlentscheidungen zu
minimieren. O

Fiir diese Anmerkung sowie fiir die folgenden Aussagen werden in diesem
Skript kene Beweise gegeben, da sie ohne Anwendung der Vektor- udn Matrixre-
chung sehr uniibersichtlich werden; man findet sie z.B. in Scheffé (1959).

Die Varianz von ¥ ist durch

Var(¥) = sé = Zc?Var(ﬁvj) (2.22)
j=1

gegeben. Nimmt man an, dass

Var(z;) = —= (2.23)



fiir alle j gilt (02 in dieser Formel reflektiert die Annahme gleicher Varianzen fiir
alle Bedingungen). Dann folgt

P2
ol = 032# (2.24)
j=1""
P2
o5 = syt (2.25)
j=1"
Satz 2.4 FEs gilt
P(U—8563 <U<T+856%)=1-a, (2.26)
simultan fir alle U, wobei
S? =(p—1)Fap_1.N-1- (2.27)
Beweis: Scheffé (1959), p. 68.
Satz 2.5 Es sei 12
2(p — 1)02F)p—1,m1—
D. = ( v )Uf}vp Lm,1 a) . (2.28)

Ist eine beliebige Mittelwertsdifferenz grofier als D., so ist sie signifikant auf dem
a-Nivau, m die Anzahl der Freiheitsgrade der Fehlervarianz.

2.5 Lineare Regression und Varianzzerlegung

Es seien Xq,...,X,, und Yy,...,Y,, Messwerte fiir zwei Variablen und es werde
die Regression
Yi=aX;+b+e, 1=1,....n (2.29)

betrachtet. Zu schitzen sind die freien Parameter ¢ und b. Die Methode der
Kleinsten Quadrate fiihrt auf den Ansatz

n

Q(a,b) = (Vi — aX; — b)?, (2.30)

i=1

und die partiellen Ableitungen nach a bzw b sind

= = 2 Z;(Y —aX;—b)X; = -2 z; et (2.31)
9Q

= 2 ;(Y —aX; —b) = -2 ; e; (2.32)
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Es sei 0Q/0a =0 und 0Q/0b =0 fir a =a, b = b, woraus sich insbesondere

n n
> e =0, Y &=0 (2.33)
=1 =1

ergibt, mit é; = Y; — ax; — b. Es folgt sofort
n
> giéi =0, (2.34)
i=1

denn
n

n n n
Y oGt =Y (awi+b)é;=ay wiei+by =0
i=1 i=1 i=1

i=1
wegen (2.31) und (2.31). (2.34) bedeutet, dass die Kovarianz zwischen den vor-
hergesagten Werten ¢; und den Fehlern é; gleich Null ist, d.h. die g; und die é;
sind unabhéingig voneinander.

Man rechnet leicht nach, dass dann
S (X —z2)(Yi—9) _ Kov(X,Y)
Z?=1 Xi2 — 72 S%

b = §—az (2.36)

>

(2.35)

(die rechte Seite von (2.35) ergibt sich, wenn man Z&hler und Nenner mit 1/n
bzw. 1/(n — 1) multipliziert). Bekanntlich ist

Kov(X,Y
Ty = a3z _ fov(X,Y) (2.37)
Sy SzSy

der (Stichproben-)Korrelationskoeffizient mit —1 < rg, < 1.

Setzt man Y; =aX;+ I;, so wird (2.29) zu Y; = Y; + e;. Es seien z; = X; — z,
yZ:}/Z_g7 QZ:YL_Qﬂ € = €; — €. Da’nnfOlgt

L g = amy. (2.38)

532/ = 85 + 52, (2.39)
so dass ) )
57 57 G52
S =1=3+= (2.40)
5y 5y 5y
Wegen (2.37) folgt
S5 _ 2% _ o
—=a"—==r (2.41)
52 sz W



rgy heiflt Determinationskoeffizient. Er ist gleich dem Anteil der Varianz der vor-
hergesagten Werte ¢ and der VArianz der y-Werte, und offenbar gilt

S S
rgy:1—§;»§:1—r§y. (2.42)

rgy ist ein Maf fiir die Giite der Vorhersage der y-Werte durch die x-Werte. Aus
der rechten Seite von (2.42) ergibt sich

se=soy/1—12,. (2.43)

Varianzzerlegung Die Frage ist nun, ob die Vorhersage besser als erwartet ist,
wenn der wahre Wert p,, gleich Null ist, d.h. ob 7, signifikant ist. Dazu kann
eine Zerlegung der Varianz der Y-Werte durchgefiihrt werden.

Se ist der Standardmessfehler.

Die Varianz der y-Werte kann wieder wie beim einfaktoriellen Fall in Vari-
anzkompQonenten zerlegt werden: es sei n; die Anzahl der Fille, die fiir einen
gegebenen z;-Wert beobachtet werden, und NV = Z?Zl n;. Weiter sei

1 P
y= N Z Z Yij
Jj=11i=1
Dann ist s
1 &KL o QSges(y
2= L3S g = Pel) (244
7j=1 =1
Wie im einfaktoriellen Fall gilt
QSgeS(y) = QSinn(y) + QSzu(y) (2.45)

mit

(2.46)

p Ty
mn Z Z Yij — yz 2 Qszw

7j=1 =1

T M@

Diese Zerlegung gilt unabhéngig davon, ob die lineare Regression ¥ = aX +
b + e gilt oder nicht. Um dieser Frage nachzugehen, kann man @S, (y) in eine
Komponente QS apw.lin. Reg und in eine Komponente @Sy geg. zerlegt werden:

Qsmn = QSAbw.lin.Reg + QSlin.Reg.a (247)
mit
p
QSlin.Reg = an(ﬁj - g)2 (248)
7j=1
p
QSAbw.lin.Reg = an(gj - :gj)2 (249)
j=1
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Es ist y;; — 9; = ei;; Mittelung liefert y; — §; = e;. = €;. Weiter ist §; — y =
a(x; — z). Dann folgt

P p
Z U= )0 —9) = ay né(v;—z)
P
= a Z (ejzj — Q:ane] ,
7j=1

Es ist

3

p Ny J

3 SUEED D IED SO

j=11i=1 Jj=1

und ), e;; = n;€é;. Aber dann ist Z?Zl S eijr; = 0 und Z§:1 e =0
und das Kreuzprodukt der ersten Gleichung verschwindet, womit (2.47) gezeigt
ist. |
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3 Mehrfaktorielle Designs mit festen Effekten

3.1 Das 2-faktorielle Design mit festen Effekten

Die Varianz o2 ist um so groBer, je weniger Variable, die auf die interessieren-
de abhédngige Variable einwirken kénnen, explizit kontrolliert werden. Dies kann
bewirken, daf3 die Unterschiede zwischen den Stufen eines Faktors nicht bemerkt
werden, weil 02 relativ zur GroBe der Unterschiede zu gro8 ist. So kénnen Un-
terschiede zwischen Therapieformen unerkannt bleiben, weil systematische Un-
terschiede zwischen weiblichen und ménnlichen Klienten in den Stichproben die
Varianz der Mefiwerte grofl werden lassen im Vergleich zu den durchschnittlichen,
also mittleren Unterschieden zwischen den Therapien. Untersucht man die The-
rapien fiir weibliche und ménnliche Klienten getrennt, so kénnen die Unterschiede
allerdings sichtbar werden. Man sagt, dafl die Variable (der "Faktor”) Geschlecht
nun "kontrolliert” wird. Diese Kontrolle bedeutet, dal man auch die Art der Un-
terschiede zwischen weiblichen und mé&nnlichen Klienten erfassen kann: so kénnte
z.B. die Therapie bei ménnlichen Klienten einen positiven Effekt, bei weiblichen
aber einen negativen Effekt haben; man spricht dabei von einer Wechselwirkung
(Interaktion) zwischen den Geschlechtern. Mittelt man iber weibliche und ménn-
liche Klienten, kann es dabei geschehen, dafl im Mittel kein Unterschied zwischen
den Geschlechtern sichtbar wird. In jedem Fall hat man einen 2-dimensionalen
oder 2-faktoriellen Versuchsplan. Natiirlich kann man noch weitere Variable kon-
trollieren, etwa das Alter, den Bildungsstand, etc. Ein wesentliches Merkmal
mehrfaktorieller Versuchspline ("Designs”), ndmlich die Moglichkeit, Hypothe-
sen iiber Wechselwirkungen zwischen unabhéngigen Variablen {iberpriifbar zu
machen, kann bereits an einem 2-faktoriellen Versuchsplan erldutert werden.

Es sei ;1 ein Mefiwert der betrachteten abhéngigen Variablen (etwa: Befind-
lichkeit nach einer Therapie).Der Index 7 zeigt die i-te Stufe des Faktors A (etwa:
Geschlecht) an, wobei ¢ = 1,--- ,I, I die Anzahl der Stufen des Faktors (Ge-
schlecht: I = 2). j steht fiir die j-te Stufe des Faktors B (z.B. Art der Therapie),
J=1,---,J. k indiziert die MeBBwerte in einer Stichprobe. Es soll angenommen
werden, dal k = 1, - -, n fiir alle Faktorkombinationen (i, 7). Betrachtet wird das

Modell: Es wird angenommen, daf sich die Messungen geméf

Tijk = /J‘Zj+eljk) ’L:].,,TLZ, j:17"'7k7 k:]-a”'7n
eijk ~ N(O,O’2), K0V<eijk76i’j’k’) =0 (31)

repriasentieren lassen. Es wird also
E(zijr) = pij

angenommen. f;; reprasentiert die Wirkung der Kombination der i-ten und der
j-ten Bedingung. Die Fehler sollen normalverteilt sein mit dem Erwartungswert
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0 und der fiir alle Bedingungen gleichen Varianz o?; dariiber hinaus werden sie
als unkorreliert und damit als unabhéngig vorausgesetzt. Diese Annahmen ent-
sprechen denen fiir den einfaktoriellen Fall.

Weiter sei
1 1 1
n= 5= Z/Mﬁ Wi, = = Z,Uija KHji == Zuz‘j- (3.2)
1J = J - I -

pi. und p; sind die Erwartungswerte der x; und der z ;, die sich ergeben, wenn
man iiber die Werte eines Faktors mittelt. Die x ; etwa sind die {iber die Stufen
des Faktors A gemittelten Werte; diese Werte wiirde man analysieren, wiirde man
eine 1-faktorielle Varianzanalyse beziiglich B rechnen. Die Bedeutung der z; ist
analog; ihre Analyse entspréche einer 1-faktoriellen Analyse des Faktors A.

Es sei nun

o = i = [, B =g — My Vi = e — 0 — B — (3.3)

Offenbar gilt dann

dai=) 8= %= %= 7% =0 (3.4)
i ; 5 j ij

Dann folgt
pij = i+ i + B + i (3.5)
bzw.
pij = i = e g = i (3.6)
woraus
Vij = Mij — Hi. — fj + [ (3.7)

folgt. Fiir die messung x;;;, ergibt sich der Ausdruck
Tijk = o+ i + B + vij + eijk (3.8)

(3.8) ist die Strukturgleichung der 2-faktoriellen Varianzanalyse. «; ist ein Effekt
des Faktors A, 3; ist ein Effekt des Faktors B. Die einfaktoriellen Analysen be-
ziiglich des Faktors A bzw. B bezichen sich auf diese Effekte. o; und §; werden
als Haupteffekte bezeichnet. Neu ist die Gréfle 7;;. Sie kennzeichnet die Wech-
selwirkung oder Interaktion der Faktoren A und B. Interaktionen sind Mittel-
wertsunterschiede, die nicht aufgrund eines Faktors allein auftreten. So kann es
sein, dafl Frauen nach einer Therapie der Art 1, Médnner aber nach einer Therapie
der Art 2 eine bessere Befindlichkeit zeigen. Insbesondere ist es moglich, daf3 im
Durchschnitt Ménner und Frauen gleichermaflen eine bessere Befindlicheit zeigen,
wenn man iiber die Therapien mittelt (bzw. gar nicht erst nach unterschiedlichen
Therapien aufschliisselt); dann existiert kein Haupteffekt fiir A. Ebenso kann es
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sein, daf} kein Haupteffekt fiir B existiert: gemittelt iiber weibliche und mé&nnli-
che Klienten sind dann alle Therapien gleich gut. Einfaktorielle Analysen kénnen
die Unterschiede, die in Form von Wechselwirkungen existieren, nicht erfassen.
Neben der Reduktion der Fehlervarianz ist also die Moglichkeit, Unterschiede
zwischen der Wirkung der Faktoren, die nur als Interaktionen existieren, eine
weitere, wesentliche Motivation fiir mehrfaktorielle Versuchspléne.

Zur iiberpriifung der Haupt- und Wechselwirkungseffekte werden wieder F-
Tests konstruiert, die wieder auf einer Zerlegung der Gesamtvarianz der Daten
beruhen.

3.1.1 Zerlegung der Gesamtvarianz

Es werden zunéchst die folgenden Mittelwerte definiert

_ 1 B 1
T = Z Tijk, T = > i (3.9)
ijk k
_ 1 B 1
Zi. = Ek: Tijh, T = 7 ZI; Tijk (3.10)
Jj i

Diese Mittelwerte konnen als Schitzungen fiir die Parameter p, p;;, etc aufgefafit
werden.

Satz 3.1 Es sei
QSges = Y _(wiji — T)° (3.11)

ijk
Dann gilt die Zerlequng

QSges = > (wijn — 3ij)° +nJ Y (T, — 3)°
ik %
+nl Z({f‘] — 5)2 +n Z(i‘w —X;, — T+ i‘)2, (3.12)
j ij
d.h.

QSges = QSinn + QSw.A + QS20.B + QSRest (313)

Beweis: Mit b = z;; liefert der Hilfssatz (1.2), angewendet auf QSges,
Z(%‘jk - 1) = Z(iﬂz‘jk — %)% + nZ(@j —z)?
ijk ijk ij

Setzt man nun b = z;, so erhélt man aus der Anwendung des Hilfssatzes (1.2) es
auf die zweite Summe auf der rechten Seite

nY (@ -1 =n) (3 —5)*+nJ Y (T - 0)°
ij ij d
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Schliellich sei b = z; + r; — 7. Dann findet man aufgrund des Hilfsatzes
nZ(i‘” — SEZ')2 = nZ(i‘” — X — X+ i’)Q = TLZ(i’Z — (5?1 +Z; — f))Z
ij ij ij
Aber es ist Z; — (z; + T; — T) = T — Zj, so dafl schliefflich
nZ(f” — i‘i)2 = nZ(fU — X —x;+ 53)2
ij ij

Setzt man diese Ausdriicke ein, so ergibt sich die Behauptung. (Hier wird von der
Tatsache Gebrauch gemacht, da8 (—(z — z;))% = (z; — )% O

Die Zerlegung ist so gewihlt worden, dafl die Gesamtvariation in Kompo-
nenten aufgespalten wird, die auf die Wirkung der Faktoren und deren Wech-
selwirkung zuriickzufiihren ist. Die Wechselwirkung oder Interaktion wird dabei
duch diejenige Varianzkomponente erklart, die durch die additive Wirkung der
Faktoren nicht erklirt werden kann; sie ist durch QSgest in (3.13) gegeben.

Es sei noch darauf hingewiesen, daf§ alle Kreuzprodukte, d.h.

> (wije — i) (70, — )
ij
etc, verschwinden; dies bedeutet, dafl die Abweichungen z;;, — 7;;, T;, — T etc.
unabhéngig voneinander variieren. Dieser Sachverhalt ermdoglicht wieder die Kon-
struktion von F-Tests.

Die erste Summe auf der rechten Seite ist die Quadratsumme ”innerhalb”,
QSinn. Sie représentiert die gemittelten (”pooled”) Stichprobenvarianzen und
kann deshalb zur Schiitzung der Fehlervarianz 2 benutzt werden.

Die zweite Quadratsumme représentiert die Variation der Stufen des Faktors
A um den Gesamtmittelwert. Sie korrespondiert zu @S, in einer einfaktoriellen
Analyse des Faktors A, sie soll hier 54 genannt werden. Die dritte Quadrat-
summe hat die analoge Bedeutung fiir den Faktor B und soll deswegen mit QSp
bezeichnet werden.

Die letzte Quadratsumme reprisentiert offenbar die Effekte der Wechselwir-
kung der Faktoren A und B (vergl. (3.7). Es ist

(i’ij — &, — T+ i’) = (i’ij — IL‘) — (l‘l — l’) — (i’,j — {L‘);

man sieht, da} die Summe den "Rest” an Variation angibt, der nicht durch das
additive Zusammenwirken der Faktoren erkldrt werden kann. Die Quadratsum-
me wird deshalb gelegentlich auch mit QSges: bezeichnet, hier wird sie QSaxp
genannt. Die Gleichung (3.12) kann symbolisch in der Form

nges = QS'mn + QSA + QSB + QSAXB (314)
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geschrieben werden. Ebenso kann man schreiben
D (wgk—w)?=nJy of4nl}y Bi+nd A+ e (315)
ijk i j ij ijk

Aus den Quadratsummen kénnen F-Tests zur iiberpriifung der Signifikanz der
Haupt- und Wechselwirkungseffekte gebildet werden. Dazu mufl wieder die Stich-
probenverteilung der Summen gefunden werden. Es gilt der

Satz 3.2 Es gelte H(;‘ sy = 0 fiir alle 1, H(])3 : B; = 0 fiir alle j, und H64XB :
vij = 0 fiir alle i, j. Dann haben die Quadratsummen die folgenden Verteilungen:

O~ (3.16)
Qi;"" = X'sn1) (3.17)
@a (3.19)
Pr - ¥ (319)
QiAQXB = X%I—l)(J—l) (3.20)

Beweis: (3.16): Es wird der Hilfssatz (1.2) mit b = p auf die Quadratsumme
QSges angewandt. Man erhélt sofort

QSges = Z(x”k — M)2 — IJ?”L(:E — M)Q
ijk

Nach Division durch o2 hat man

QSgeS_ Lijk — K 2_( T — )2
o2 _Z< o > U/\/m

ijk

Die erste Summe geht iiber alle IJn Werte, so daf QSges/02 = X%Jn — X% =
x% Jn_1, und dies ist behauptet worden.

(3.17): Mit b = p;; erhdlt man iiber den Hilfssatz (1.2)

QSinn = Z (Z(xijk — pij)? = (@ — Mij)2>

©,] k
= > (@igr —pi)? —ny (T —n)? (3.21)
ijk i

Nach Division durch o2 sieht man, daBi QSin,/0? wie x2;; — x17 = X%](

n—1)"
verteilt ist.
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(3.18): Mit b = p erhélt man iiber den Hilfssatz (1.2)

S (@ - 2)? =Y (@ - 0~ n(@ - p)?,

% %

so daf

By (moe) ()

i
Die rechte Seite ist demnach wie X% -x3 = X%fl—verteﬂt.
(3.19): Analog zu (3.18)

(3.20): Der Beweis kann analog wie die vorangegangenen gefiihrt werden, was
sich aber als verhéltnisméfig linglich erweist. Andererseits folgt aus (3.14)

QSAXB = QSges - QSA - QSB - stm

Nach Division durch ¢? sieht man, da die rechte Seite eine Summe von Y-
verteilten Variablen ist. Mithin mufl QSaxp/0? ebenfalls x2-verteilt mit v Frei-
heitsgraden sein. Die Freiheitsgrade v ergeben sich aus denen der Gréfien auf der
rechten Seite: v =nlJ —1— (I —1)— (J —1) — IJ(n — 1); also ist die gesuchte
Anzahlv = (I —-1)(J —1). .

Die F-Tests fiir die drei moglichen Nullhypothesen kénnen nun direkt ange-
schrieben werden. Da stets getestet werden soll, ob sich die Quadratsummen, die
zu den Effekten korrespondieren, signifikant von der Quadratsumme unterschei-
det, die die Fehlervarianz reprasentiert, und die letztere durch Q.S;,, gegeben ist,
sollte sie im Nenner des F-Bruchs stehen. Es ergeben sich die folgenden F-Briiche:

Satz 3.3 Gilt die Nullhypothese Hé“, so ist der Quotient

QSa/(I—-1)

FA = 3.22
QSinn/IJ(n —1) ( )
verteilt wie Fy_q 1j(n—1)- Gilt Hég, so ist der Quotient
QSp/(J —1)
FB = 3.23
QSinn/IJ(n —1) (3.23)
wie Fy_q 17(n—1) verteilt. Gilt schlieflich H()4XB, so ist der Quotient

QSinn/IJ(n —1)

F(I?l)(‘jf]_)’IJ(nfl) -verteilt.
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Anmerkung: Der Fall n = 1 ist offenbar nicht abgedeckt, da dann die F-Briiche
FA FB und FA*B nicht mehr definiert sind. Zweifaktorielle Versuchsanordnun-
gen fiir den Fall n = 1 miissen deshalb gesondert betrachtet werden.

Beweis: Der Beweis folgt aus der Unabhéngigkeit der Varianzkomponenten sowie
aus den Aussagen des Satzes 3.2. O

Die Resultate werden wieder in einer Tabelle der Form Tab. 2 zusammengefaflt.

Tabelle 2: Varianzanalyse, 2-faktoriell

’ Quelle d. Var. ‘ Quadrats. ‘ Freiheitsgr. ‘ F-Test ‘
QS (11
4 Q54 =1 T T
QSg/(J—1
B Q58 J-1 T T
AxB QSaxp | (I -1)(J 1) | Lerlimntsl
Fehler QSinn IJ(n—1)
Gesamt QSges IJn—1

iiber die Existenz von Interaktionen kann man sich bereits auf graphischem
Wege Informationen verschaffen. Denn angenommen, es gidbe keine Wechselwir-
kungen. Dann gilt ja fiir alle z;;, das Modell

Tijk = po+ i + B + ek
bzw. fiir die Mittelwerte
Tij = p+a; + B + eij. (3.25)

wobei ;5. der mittlere (Stichproben-) Fehler unter der Bedingung (A;, B;) ist.
Man kann nun die Mittelwerte @;; fiir festgehaltene Stufe A; in ein Koordina-
tensystem eintragen, also etwa fiir A; die Mittelwerte Z1; gegen j = 1,---,J
abtragen. Das gleiche macht man mit den Mittelwerten Zs;, bei denen also die
Stufe As festgehalten wird. Die Kurven fiir Ay, As etc. sollten dann parallel sein,
denn nach (3.25) unterscheiden sich die Kurven nur aufgrund der additiven Kon-
stanten a; und den zufélligen Fehler e;;.. Existiert aber eine Interaktion zwischen
den Faktoren A und B, so tritt ja noch ein Term ~;; auf,

Tij = p+ a; + B + i + €ij. (3.26)

Da dieser Term von ¢ und j abhéngt, ist er keine Konstante. Er bewirkt deshalb,
dafl die Kurven nicht parallel sein werden. Ein Beispiel fiir solche Abbildungen
wird in Abb. 1 gegeben.
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Abbildung 1: Der Effekt von Interaktionen
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3.1.2 Der Falln=1

Im vorangegangenen Abschnitt war n > 1 vorausgesetzt worden; der Fall n = 1
kann nicht aus den Betrachtungen fiir n > 1 abgeleitet werden und wird deswegen
gesondert behandelt.

Fiir n = 1 ist Z;; = x;; und QSin, = 0; damit konnen die F-Tests nicht
mehr berechnet werden, da die Nenner gleich Null sind. Der Fall n = 1 kann
also nicht einfach als Spezialfall aus den Betrachtungen fiir n > 1 gewonnen
werden. Ist QSinn, = 0, so wird Sges nur noch in drei Variationsanteile zerlegt:
zwei zu Lasten der Haupteffekte und einen, der zur iiberpriifung der Signifikanz
von Wechselwirkungen benutzt wurde. Will man nun die Haupteffekte testen,
so kann man sie nur noch gegen diesen Interaktionsterm testen (es wird gleich
gezeigt werden, daf} alle Quadratsummen wieder y2-verteilt sind), denn unter der
Bedingung, daf} eine Interaktion und der jeweils betrachtete Haupteffekt nicht
existieren sind die entsprechenden Quadratsummen unabhingig y2-verteilt und
die Quotienten F-verteilt. Die Annahme, daf§ keine Interaktionen existieren, ist
also notwendig, damit die Analyse durchgefiihrt werden kann.

Man geht wieder von dem allgemeinen Ansatz
Tij = [ij + €45 (3.27)

aus.

Es werde wieder p = >, puii /1T, i = 325 pig/J, pj = 32, paij /1 gesetzt.
Unter Ho(A) ist o; = 0 fiir alle i, und unter Hy(B) ist ; = 0 fiir alle j. Fiir die
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Gesamtvarianz findet man die folgende Quadratsumme:
QSges = Y (i — 7)°. (3.28)
ij
Diese Quadratsumme 148t sich so zerlegen, dafl sich zumindest die Haupteffekte
testen lassen. Dazu betrachte man die folgende Zerlegung der Differenz xz;; — z:

Tij — T = (3_31 — CZ') + (i’.j — H_J) + ($z’j —T; — T +J_,‘)
Quadriert man x;; —  und summiert {iber ¢ und j, so ergibt sich

QSges = > (wyj—2)° =

ij

= Z(@ . Z(aﬁ_j —1)%+
+> (wij — T — 2, + 1) (3.29)

Man zeigt jetzt wieder, daB die Quadratsummen - geteilt durch o2 - unter der
Nullhypothese x2-verteilt sind. Auf >y — 7)? 148t sich sofort der Hilfssatz
(1.2) mit b = p anwenden:

QSges = Z(l'z] - M)Q — ]J(f) — ,LL)2
ij
Division durch o2 impliziert, da >, ((@ij—p)/ 0)? x4 j-verteilt ist, d.h. x*-verteilt

mit I.J Freiheitsgraden. Fiir den zweiten Term ist I.J(2—p)%/0? = (z2—p)/oV/1J)?
gerade x?-verteilt, so daf QSges X%I Jfl)—verteilt ist.

Fir QSa = 3_,;(@i. — 7)? findet man, nach Anwendung des Hilfssatzes (1.2)
mit b = p und nach Division durch o2,

Ty () - ()

ij

so daB QSa/0? wie X%Fl)—verteilt ist. Analog findet man, daf§ QSp wie X%Jfl)
verteilt ist. Die dritte Summe werde mit QQSgest bezeichnet. Da

QSRest = QSges - QSA - QSB, (3.31)
folgt, daB QSgest x>-verteilt mit [J — (I — 1) — (J — 1) = (I — 1)(J — 1) Frei-
heitsgraden ist.

Es wird jetzt deutlich, da man im Falle n = 1 tatséchlich keine Interaktion
testen kann. Zwar erinnert die dritte Quadratsumme in (3.29) an die Quadrat-
summe, die im Falle n > 1 die Wechselwirkung definierte, aber es gibt eben keine
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Quadratsumme @Sy, "gegen” die man die Wechselwirkung testen konnte. In

der Tat ist (QSgest die einzige Quadratsumme, gegen die man die durch @S 4 und

@Sp definierten Haupteffekte testen kann. Denn man kann ja die F-Briiche
QSa/(I—-1)

Froya-1y-1 = QSmeat/ ([ —D)(J 1) (3.32)

un QSp/(J - 1)
5/(J —
Fr -y = 3.33
SO T QSR /(T - 1)(JT — 1) 239
definieren; unter den Nullhypothesen Hy(A) und Hy(B) sind sie mit den indizier-
ten Freiheitsgraden F-verteilt.

3.2 3- und mehrfaktorielle Versuchsplidne

Es ist im Prinzip ohne weiteres moglich, nicht nur zwei, sondern drei und mehr
Faktoren zu beriicksichtigen. Wird ein dritter Faktor C' mit den Stufen C4,--- , Cy
eingefiihrt, so erhélt man die allgemeine Strukturgleichung

Tijks = P+ o + B + v+ (aB)ij + (7)ir + (B7)jk + (aBY)ijk + €ijrs  (3.34)

Hier bezeichnet nun ~; den Haupteffekt der k-ten Stufe von C. Es gibt drei
Interaktionen A x B, A x C und B x C sowie eine Interaktion A x B x C, die die
Wechselwirkung zwischen allen drei Faktoren représentiert.

Fiir vier Faktoren mag man sich die Strukturgleichung zur iibung selbst aus-
denken. Die Rechnungen folgen immer dem gleichen Schema und sollen hier nicht
weiter ausgefithrt werden. Man sich sich leicht klar, daf§ die Anzahl der Beobach-
tungen (Vpn) sehr schnell mit der Anzahl der Faktoren steigt. Hat jeder Faktor
etwa 3 Stufen, so benttigt man bei einem 2-faktoriellen Plan bereits 3 x 3 = 9
Stichproben (Mindestumfang der Stichproben: n = 2, da sonst keine Inteaktionen
getestet werden konnen.) Bei drei Faktoren hat man 3 x 3 x 3 = 27 Stichproben,
bei vier Faktoren hat man bereits 81 Stichproben.

3.3 Zufillige Faktoren (Random Factors)
3.3.1 Der 1-faktorielle Fall

Vielfach ist es nicht méglich, den Wertebereich moglicher Faktorabstufungen voll-
stdndig in einem Versuch zu untersuchen. So kann man fragen, ob die Reihenfolge
der Darbietung der Testkarten beim Rohrschach-Test einen Einflufl auf die Art
der Antworten hat, die Testpersonen geben. Umfaf3t der Test 10 Karten, so gibt es
10! = 3628800 mogliche Reihenfolgen. Offenbar kann man nicht alle Reihenfolgen
als Stufen eines Faktors "Reihenfolge”in einen Versuchsplan aufnehmen. Vielmehr
wird man eine Stichprobe aus der Menge der moglichen Reihenfolgen auswihlen
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und dann versuchen, von den Resultaten (Effekt oder kein Effekt) auf die Menge
aller Reihenfolge zu schlielen.

Der Effekt einer zufillig gewéhlten Stufe werde fiir die i-te Stufe mit a; be-
zeichnet. a; ist jetzt keine feste Grole mehr, sondern muf} als zufillige Verdnder-
liche angesehen werden. Denn der Effekt kann ja von Stufe zu Stufe variieren,
und in dem Sinne, in dem die die Stufen zufillig ausgewihlt wurden, miissen
auch die Werte von a; zufillig sein. So ist es auch moglich, dafl bestimmte a;
gleich Null sind, obwohl nicht alle Effekte gleich Null sind. Man mufl demnach
die Formulierung der Nullhypothese so verallgemeinern, dafl sie sich auf die ge-
samte Population bezieht. Dazu kann man die Varianz 0124 der a; betrachten: sind
alle a; = 0, so muf3 auch 0124 = 0 sein. Demnach definiert man nun

Hy: 0% =0. (3.35)

Es wird angenommen, dafl die a; normalverteilt und von den Fehlern e;; stocha-
stisch unabhéingig sind.

Bei einem Versuch mit festen Effekten gilt stets ) . a; = 0, unabhéngig davon,
ob die individuellen a; ungleich Null sind oder nicht. Analog dazu l483t sich sagen,
daB diese Summe gleich Null sein wird, wenn man iiber alle méglichen Effekte der
Population moglicher Effekte summiert. Fiir die gewéhlte Stichprobe von Stufen
muf} dies allerdings nicht gelten, so daf} fiir die betrachtete Stichprobe von Stufen
>.;a; # 0 sein kann (und im allgemeinen sein wird). Fiir die MeBwerte 148t sich
nun die Strukturgleichung

Tij = W+ a; + € (3.36)
schreiben; weiter sei @ = ), a;/I, I die Anzahl der untersuchten Stufen des
Faktors. Dann ist 1

T = EZJUW =u+a+bare
ij
wobei bare der durchschhnittliche Fehler ist. Dann ist
QSinn = Z(l’zg —1)?
ij
= Y (p+ai+e;—p—a—e)?
ij
= Z(ai — @+ eij — bare)?
]
= > (ai—a)’+) (e;—e)’ (3.37)
ij ij
Die "Kreuzprodukte’verschwinden wieder wegen der (postulierten) Unabhéingig-
keit der a; und der e;;.
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Ebenso 1483t sich S, aufschhliisseln. Da Z; = Zj xij/n; = Zj (n+a;+ei;) =
i+ a; + bare;, hat man

QSzw = Z(i'z - CE)2
]
= Z(,UJ-FGZ' + €5 —u—&—barei)Q

ij
= Zni(ai — a + bare; —6)2
= Z ni(a; —a)?* + Z ni(bare; — bare)? (3.38)

Man sieht, dafi die Variation der a; in @S, in der gleichen Weise
eingeht wie in QSinn; Ho kann deshalb in der gleichen Weise mit

Frq I:M
o QS'mn/(n_I)

getestet werden wie im Modell mit festen Effekten.

(3.39)

3.3.2 Der 2-faktorielle Fall

Hier gilt

Tijk = p+ a; + bj + cij + €ijk (3.40)
Wieder wird angenommen, dafl die a; und die b; von den Fehlern stochastisch
unabhéngig sind, aulerdem sollen sie in bezug aufeinander unabhéngig sein.

Die a;, bj und ¢;; sind zufillige Variable, deren Summe, iiber die Stufen, nicht
notwendig Null wird. Weiter gilt

Ti = p+a;+b+7¢ + bare; (3.41)
T; = p+a+b;j+c;+barej (3.42)
T = pu+a+b-+c+bare (3.43)

Dann kann man Q.S;,,, @Sa, @SB, und QSaxp wie folgt darstellen:
QSinn = Y _(n+ai+bj +cij + egjr — ai — by — ¢ij — bare;;)* =
ijk
= Z(eijk — bareij,)2 (344)
ijk
QSinn ist also wie im Falle fester Effekte definiert. Weiter ist

QSa = n) (z—1)
ij

)

= n Z(ai —a)* + Z(EZ -2+ Z(barei, —bare)® | (3.45)
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Auf analoge Weise findet man

QSp=n Z(bj —b)? + Z(E-j —2)% + Z(bare,j, — bare)? (3.46)
ij

ij ij ij
und

QSaxp=n Z(Cij —C;. —¢j. + bare;;. — bare; —e; + ba,re)2 (3.47)
ij

Nicht nur in QS 4« p, sondern auch in QS 4 und in QSp geht die Wechselwirkung
ein!. Wiirde man also wie bei den festen Effekten Hy(A) und Hy(B) in bezug auf
QS;inn testen, so konnte man im Falle eines signifikanten F-Bruchs nicht sagen,
ob dieser zu Lasten signifikanter Haupteffekte oder "nur’zu Lasten existierender
Interaktionseffekte geht. Deshalb tested man die Haupteffekte nicht gegen Q.S;.,
sondern gegen Q.S 4xp, denn in diese Quadratsumme geht, wie in QS 4 und QSp,
eine mogliche Interaktion ein; gleich, ob letztere vorhanden ist oder nicht, ein
F-Bruch

Sa/(I—1

Froia-nyu-ny = QSAXQB/?;(— 1)(} Y (3.48)
Sp/(J—1

Fr1u-nw-1 = QSA?B/B(é(— 1)(} ) (3.49)

wird nur signifikant, wenn der entsprechende Haupteffekt signifikant wird. Die
Wechselwirkung wird, wie im Falle fester Effekte auch, durch

P . QSAXB/(I - 1)(‘] — 1)
I=D-D)LI =1 = 7706 T T (n— 1)

(3.50)
getestet.

Im 2-faktoriellen Design ergeben sich also Unterschiede zwischen ei-
nem Modell mit festen und einem mit zufdlligen Faktoren. Bis auf die
F-Briiche sind die Verfahren im ibrigen identisch. Gelegentlich kann
es eine Frage der speziellen Hypothese sein, ob man die Stufen eines
Faktors als fest oder als zufdllig auffafit. So kann man bei der ein-
gangs erwdhnten Frage, ob die Reihenfolge der Stimuluskarten einen
Effekt auf die Generierung von Antworten hat, sich auf die speziell
gewdhlten und untersuchten Reihenfolgen beschrdinken, weil man eben
nur etwas tiber diese Reihenfolgen aussagen mdchte; dann wird man
das Modell mit festen Effekten wdhlen. Nur wenn man auf alle mogli-
chen Reihenfolgen verallgemeinern mdochte, wird man zum Modell mit
zufdlligen Effekten tbergehen.
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3.3.3 Gemischte Modelle

Oft implizieren die psychologischen Fragestellungen, dafl ein Faktor fest, der an-
dere zufillig ist. So kann man die Hypothese aufstellen, dafl der Reihenfolgeeffekt
beim Rorschach-Test wohl bei weiblichen Testpersonen auftritt, weil sie ganz-
heitlich denken, nicht aber bei ménnlichen, denn die denken zergliederend und
konnen das Ganze nicht so gut erfassen. Man hat dann ein 2-faktorielles, ge-
mischtes Design vorliegen: der Faktor "Geschlecht”ist fest, die Reihenfolgen sind
zufallig.

Eine ausfiihrliche Diskussion dieses Modelles ist hier nicht moglich (sie wé-
re relativ zum Rahmen dieses Skripts zu lang). Das Grundmodell kann aber als
Strukturgleichung angegeben werden. Die festen Effekte werden dabei mit grie-
chischen, die zufilligen mit lateinischen Buchstaben gekennzeichnet. Es ist dann

Tije = M+ o + bj + Cij + €45k (3.51)

Also ist A ein fester Faktor, und B sei zuféllig. Die durch ¢;; angezeigte Interaktion
zwischen den beiden Faktoren ist wieder zufillig, da ja die mit der ¢-ten Stufe von
A kombinierte j-te Stufe von B zufillig ist, und damit mufl die Wechselwirkung
ein zufalliger Effekt sein.

Es wird wieder angenommen, daf die zufélligen Variablen b; und c;; gemein-
sam normalverteilt sind, mit der Varianz 0%3 fiir die b; und der Varianz U%X g fiir
die Interaktionsterme. Die Fehler e;;; seien unabhéngig von den b; und den c;jy.

Die Zerlegung der Quadratsumme (Sges fiir die Gesamtvariation geschieht
wieder wie bei einer Analyse mit festen Effekten. Die Teilsummen QSjn,, @Sa
und QSaxp setzen sich aber anders zusammen, wie aufgrund der Darstellung
des Modelles mit zufilligen Effekten zu erwarten ist, was Auswirkungen auf die
Konstruktion der F-Tests hat.

Fiir QS ergibt sich
QSa = Y (@ —7)
ijk
= Z(ai + ;. — bare + bare;. + bare)? (3.52)
ijk
Man sieht, daf3 die Interaktion zwischen dem festen Faktor und dem zufilligen
Faktor wieder den Haupteffekt des Faktors A beeinfluft. Fiir den zufélligen Faktor
ergibt sich
QSp = Z(bj + bare ; — b — bare)? (3.53)
ijk
Hier erscheinen also die Interaktionseffekte nicht!

Fiir die Interaktion ergibt sich

QSaxp = Z(cij —¢C; — bare;j. — bare;. + bare)2 (3.54)
ijk
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Diese Quadratsumme héngt also nur von den Interaktionstermen und den Feh-
lertermen ab. Man rechnet leicht nach, dafl Q).S;,, frei von Interaktions- und
Haupteffekten ist und wie beim Modell mit festen Effekten definiert ist. Damit
ergeben sich die folgenden F-Briiche:

_ QSa/I - 1)
Fryug-nu-ny = QSmnn) (=TT =1 (3.55)
Frarm-1n = Q5p/(7 ~ 1) (3.56)

QSinn/IJ(n—1)

SAx I-1)(J-1
For-vyu-1,15m-1) = @ 553{1(/Ij(n)(— 0 ) (3.57)

3.4 MeBwiederholungen (Repeated Measurements)

In vielen psychologischen Untersuchungen werden von ein und derselben Gruppe
von Personen Messungen unter verschiedenen Bedingungen gewonnen:

e Therapieverlaufsstudien: die Wirkung einer Therapie wird anhand einer Fol-
ge von Messungen zu Zeitpunkten t1, t9, t3, --- bei den gleichen Personen
erhoben,

e Die Wirkung eines Medikaments oder einer Droge (Alkohol) in verschie-
denen Dosierungen nauf die Reaktionszeit wird bei den gleichen Personen
bestimmt,

e die emotionale Stabilitit von Jugendlichen wird jeweils im Abstand von
einem halben Jahr untersucht, etc.

Die Vorteile, nur eine Gruppe von Vpn unter den verschiedenen Bedingungen
(Zeitpunkte gelten hier als Bedingung) zu beobachten,liegen auf der Hand: zum
einen ist es dkonomischer, nur eine Stichprobe erheben zu miissen, zum anderen
kann es moglich sein, die Reaktion relativ zum individuellen Standard einer Per-
son zu bestimmen. Die Unterschiede zwischen den Personen gehen sonst in die
Fehlervarianz ein und verwischen auf diese Weise die Wirkung der Effekte.

Andererseits wird bei der Varianzanalyse vorausgesetzt, daf§ die Messungen
stochastisch unabhéngig sind. Werden die Messungen bei verschiedenen Perso-
nen erhoben, ist diese Unabhéngigkeit im allgemeinen gegeben. Stammen die
Messungen aber stets von den gleichen Personen, so sind die Messungen nicht
mehr notwendig auch unabhéingig.

Um die die Struktur der Messungen zu sehen, mufi man sich zun#chst klar
machen, dafl jede Person eine spezifische Art hat, iiberhaupt auf die in Frage
stehenden Bedingungen zu reagieren. So haben manche Personen im allgemei-
nen kiirzere Reaktionszeiten als andere. Die Wirkung eines Medikaments wirkt
zwar auch bei ihnen verlangsamend oder beschleunigend, aber dieser Effekt wirkt
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gewissermaflen auf die Basisgeschwindigkeit, mit der sie reagieren. Fiir ein 1-
faktorielles Design kann man dann die Strukturgleichung

:J:Z-j:u—i—m—i—ozj—i—(na)ij—l—eij, j:1,...,J;i:1,...,nj (3.58)

ansetzen. Hierin ist «; der Effekt der j-ten Stufe des Faktors — etwa des j-ten
Zeitpunkts, an dem die Wirksamkeit einer Therapie untersucht wird, oder der
j-ten Dosis des untersuchten Medikaments. 7; ist der "Effekt” der i-ten Person;
er reprisentiert etwa eine Grundempfindlichkeit fiir Alkohol, wenn die Wirkung
von Alkohol auf die Reaktionsgeschwindigkeit getestet werden soll, etc. (na);;
ist die Interaktion zwischen Person und Bedingung. So kann bei an Alkohol ge-
wohnten Personen beobachtet werden, daf} sie bei geringen Mengen von Alkohol
sogar schneller reagieren als gewthnlich, bei etwas grofier werdenden Mengen aber
schneller langsamer werden als weniger an Alkohol gew6hnte Personen.

Der Form nach repriisentiert (3.58) ein 2-faktorielles Design. Der eigentlich
interessierende Faktor A ist etwa ein fester Faktor; der zweite Faktor wird aber
von der Gruppe der Vpn gebildet. Da diese Gruppe im allgemeinen eine Zufalls-
stichprobe ist, ist dieser Faktor zufillig. Damit ist der Plan ein gemischter Plan.
Aber fiir jede Bedingung A; gibt es nur eine Messung, und dies bedeutet, daf die
Interaktion (na);; nicht getestet werden kann! in anderen Worten: die Analyse des
Plans (3.58) setzt voraus, daff die Interaktion zwischen Personen und Stufen des
Faktors A identisch Null ist. Dariiber hinaus wird vorausgesetzt, dafl die Fehler
€ij, €;j nicht miteinander korrelieren.

3.4.1 Der allgemeine Ansatz

Diese Annahmen miissen natiirlich keineswegs gelten. Ein erster Ansatz besteht
darin, den Ansatz (3.58) umzuschreiben. Die Terme (na);; + e;; konnen zusam-
mengefaflt werden zu

&ij = (na)ij + €3
und (3.58) geht iiber in
Tij = o+ + aj + &ij (3.59)

Hier sind die &;; neue "Fehler”terme, die aber im allgemeinen nicht mehr unkor-
reliert sind. Im tibrigen zeigt der Ansatz, worauf die Analyse tatséchlich zielt,
namlich auf die mégliche Wirksamkeit von A. Um also zu testen, ob es minde-
stens ein «; gibt, das von Null verschieden ist, benétigt man Schitzungen fiir
die o sowie eine Testgrofle. Es sei daran erinnert, dafl im "normalen” Design
(keine repeated measurements, sondern replicated measurements, d.h. es gibt zwar
wiederholte Messungen, aber an verschiedenen Personen) die Fehler e;; und die
Effekte o, fi etc. unabhingig voneinander sind. Aber in (3.59) sind die Fehler
&i; und die Effekte a;; nicht unabhéingig voneinander, denn in den &;; sind ja die
aj enthalten.
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4 Hotelling’s T2

Man kann nun die Differenzen

Yij = Tij — Tij+1
= prnit oy — == Qi+ & — g
oy — aji1 + & — &g (4.1)

fir j = 1,---,k — 1 bilden. In die y;; gehen nur noch die von den Vpn unab-
héngigen Groflen a; — o411 ein sowie die Fehlerdifferenzen &;; — & j 1. Weiter
ist

1 — 1 &
yj = o Zyij = —Qjp1 + - Z(fij —&ij+1)
=1 i=1

Dann ist

E(y;) = aj — ajn
unter der Bedingung E(&;; — &,j+1) = 0, und diese Forderung ist verniinftig;
sie entspricht der tiblichen Forderung FE(e;;) = 0. Fiir gegebene Vp werden die
&i; allerdings korreliert sein (schon weil die Wechselwirkungen (no);; eingehen).
Die Korrelationen zwischen den §;; werden in einer Matrix S zusammengefaft:
S = (rjj). Weiter sei

y =)
Die Nullhypothese lautet:

Ho:pp=-=p

Die dquivalente Forderung ist
Hozuj—uj+1:aj—aj+120, fﬁrallej:1,~~,k—1 (42)

Ein Test von Hy besteht darin, Hotelling’s T? zu berechnen:

T?° =3y'S" 'y (4.3)
Gilt Hy, so ist
m—k+1
— T~ Fy 1m 4.4

Dies ist der F-Test fiir eine 1-faktorielle Varianzanalyse mit wiederholten Messun-
gen. Fr kann als mehrdimensionale Verallgemeinerung des t-Tests fiir abhéngige
Stichproben betrachtet werden.

In komplexeren Versuchsanordnungen wird nicht nur ein Faktor kontrolliert.
In diesem Fall kann (3.58) der flexiblere Ansatz sein. Allerdings muf die Matrix
S der Kovarianzen geschitzt werden. Wie die Anwendung von Hotelling’s T?
kann diese Aufgabe nur mit dem Rechner gelost werden. Eine Darstellung des
allgemeinen Ansatzes findet man etwa in Christensen (1987).
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