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Kapitel 1

Der Begriff der
Wahrscheinlichkeit

Probability is the most important concept in modern science, especially as
nobody has the slightest notion what it means. (Bertrand Russell, Lecture
in 1929, zit. in Bell 1945, p. 587)

1.1 Einfiihrung

1.1.1 Zufall und Wahrscheinlichkeit

Zum Begriff des Zufalls Umgangssprachlich werden Ereignisse dann als ’zufillig’
bezeichnet, wenn ihr Eintreten nicht mit Sicherheit vorausgesagt werden kann oder
konnte. Ob man sich bei einem Besuch eines Supermarkts mit einem Schnupfenvirus
angesteckt hat, ob man bei einer Autofahrt in einen Unfall verwickelt wird, ob einem
die néchste Ziehung der Lottozahlen einen Millionengewinn beschert, — all diese Er-
eignisse lassen sich nicht mit Sicherheit voraussagen. Es wird gesagt, solche Ereignisse
seien zufillig. Eine Teilmenge der Menschen vertritt die Ansicht, dass es keinen Zufall
gibt, alles Geschehen also einem grofien Plan folgt, den wir leider nur nicht kennen.
Es wird damit angenommen, dass es in der Welt eine alle durchdringende Kausalitét
gibt und jedes Ereignis also vollsténdig determiniert ist. Eine andere Teilmenge von
Menschen geht davon aus, dass es in bestimmten Bereichen der Physik das Kausa-
litdtsprinzip nicht gilt. Offenbr muf} geklart werden, was mit 'Kausalitdt’ {iberhaupt
gemeint ist. Selbst wenn man annimmt, dass grundsétzlich der Satz vom zureichenden
Grund gilt, demzufolge jedes Ereignis eine Ursache hat, erweist sich der Begriff der
Kausalitédt als duflerst evasiv: da auch die Ursache fiir ein Ereignis ein Ereignis ist,
muf} auch die Ursache eine Ursache haben, so dass man letztlich zum Anbeginn der
Zeiten zuriickgehen mufl; wenn man die ”wirkliche” Ursache eines Ereignisses feststel-
len will — aber das ist offenbar eine unlosbare Aufgabe. Eine lesenswerte Abhandlung
iiber den Kausalitatsbegriff hat bereits Bertrand Russel verfasst (On the notion of cau-
se, in Russel (1918)) Es zeigt sich, dass es unméglich ist, das Resultat des Wurfs eines
Wiirfels zu berechnen, ebenso wie es unmoglich ist, den Verlauf einer Billardkugel exakt
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8 KAPITEL 1. DER BEGRIFF DER WAHRSCHEINLICHKEIT

zu berechnen, wenn sie mehrfach auf andere Kugeln oder an die Bande stoft, — diese
Unmoglichkeit ergibt sich nicht nur aus der Unmdglichkeit, wirklich alle Faktoren, die
den Lauf einer Kugel bestimmen, in die Rechnung mit einzubeziehen, sondern auch aus
der Notwendigkeit, mit endlich vielen Nachkommastellen rechnen zu miissen, so dass
sich notwendig numerische Fehler aufaddieren, die das Endergebnis dann als ’zufillig’
erscheinen lassen, eben weil es nicht genau vorhersehbar bzw. berechenbar ist. Eine sehr
griindliche Abhandlung neueren Datums zum Problem der Kausalitdt findet man bei
Earman (1986).

Fiir die Wahrscheinlichkeitstheorie sind philosophische Betrachungen iiber das ” We-
sen” des Zufalls und der Notwendigkeit (z.B. Monod (1970)) allerdings unerheblich.
Selbst wenn alle Ereignisse vollstdndig kausal determiniert sind, haben wir oft nur
unvollstdndige Information iiber das kausale Netz, dass letzlich zum Eintreten eines
Ereignisses fithrt. Uberdies redet man nicht nur von zufiilligen Ereignissen, wenn es
um Autounfille, Klausurnoten, erfolgreiche Bewerbungen etc geht. Nicht berechenbare
Effekte gehen in so gut wie jede Untersuchung ein, und wenn man Gliick hat, sind
sie vernachléssigbar, etwa wenn man mit den heute zur Verfiigung stehenden Uhren
Untersuchungen zum Fallgesetz in einem fast perfekten Vakuum macht. In anderen
Untersuchungen ist das Verhéltnis von systematischen und zufilligen Effekten weniger
glinstig und man benétigt statistische Tests, um zu entscheiden, ob die Ergebnisse ei-
ner Untersuchung mit einer bestimmten Theorie kompatibel sind oder nicht, — wobei
die statistischen Tests nicht mit Sicherheit die wahre Antwort liefern. Hier sind nicht
nur die Ergebnisse einer Untersuchung zufillige Ereignisse in dem Sinne, dass sie nicht
exakt vorhersagbar sind, sondern auch Einschétzungen der ”Wahrheit” von Theorien.
Der Ansatz, auch Theorien oder Hypothesen Wahrscheinlichkeiten zuzuordnen, ist un-
ter Philosophen durchaus umstritten, im téglichen Wissenschaftsbetrieb geht man aber
mit diesem Ansatz relativ entspannt um. Man muf} ja entscheiden, welcher Hypothese
von mehreren man mit den nichsten Untersuchungen nachgehen soll, und man wird
sich dabei oft fiir diejenige Hypothese entscheiden, die vor dem Hintergrund von Wis-
sen und bereits vorliegenden Daten als die plausibelste erscheint, und das ist dann oft
diejenige Hypothese, die den Wissenschaftlern mit groffter Wahrscheinlichkeit als wahr
erscheint. Die Feststellung der Wahrheit einer Hypothese ist in diesem Sinne ebenfalls
ein zufilliges Ereignis. Die Beziehung zwischen Daten und Theorien oder Hypothe-
sen war und ist Gegenstand ungezéhlter Diskussionen und Publikationen, so dass die
verschiedenen Positionen hier allenfalls ansatzweise vorgestellt werden konnen.

1.1.2 Frithe Ansitze zur Definition von Wahrscheinlichkeiten

Die Versuche, den Begriff der Wahrscheinlichkeit formal zu fassen, beginnen zumindest
in Europa erst um die Mitte des 16-ten Jahrhunderts mit Versuchen, bei Wiirfel- und
Kartenspielen die Wahrscheinlichkeit des Gewinnens zu erhdhen. Klaas (2024, p. 107)
nennt als einen Grund hierfiir, dass man in Europa sehr lange an der altgriechischen
oder der rémischen Schreibweise fiir Zahlen festgehalten hat; diese Schreibweisen (Buch-
staben «a, (3 etc fiir Zahlen 1, 2, ... bei den Griechen, ebenso bei den Rémern; Klaas
schlidgt vor, zur Illustration der mit diesen Schreibweisen verbundenen Schwierigkeiten
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die Differenz
MMXXIII —-MDCCCXLIII

zu berechnen. Diese Schreibweisen erschweren auch einfache Rechnungen. Erst mit der
Erfindung des Buchdrucks um 1450 durch Johannes Gutenberg in Mainz findet ein
Ubergang zu den hindu-arabischen Ziffern 0, 1, 2, 3, ... statt, mit denen die Rechungen
sehr viel effizienter durchgefithrt werden kénnen. Einer der ersten, der den Wahrschein-
lichkeitsbegriff mathematisch zu fassen versuchte, war der seinerzeit berithmte italie-
nische Arzt und Erfinder Gerolamo Cardano! (1501 - 1576), ein Zeitgenosse Galileo
Galileis, der sich seinen Lebensunterhalt teilweise durch Wiirfel- und Kartenspielen ver-
dienen mufite (Penrose (1994), andere Quellen sagen, Cardano sei schlicht spielsiichtig
gewesen) und deshalb versuchte, durch systematische Betrachtung der jeweiligen Spiel-
situation einen objektiven numerischen Wert fiir Wahrscheinlichkeiten zu finden. Man
vermutet, dass Cardano das erste Buch iiber Wahrscheinlichkeitsrechnung geschrieben
hat (Liber de ludo aleae - Buch iiber Wiirfelspiele).

Spéter wandte sich Antoine Gombaud, Chevalier de Méré, an Blaise Pascal (1623 —
1662) mit der Bitte, ihm bei der Losung eines Problems beim Gliicksspiel zu helfen, wor-
auf es zu einem Briefwechsel zwischen Pascal und Pierre de Fermat (1607 — 1665) kam,
in dem die Frage nach der Wahrscheinlichkeit mit einiger Grundsétzlichkeit diskutiert
wurde. Der niederléindische Mathematiker und Physiker Christiaan Huyghens (1629 —
1695) horte bei einem Aufenthalt in Paris davon, erweiterte die Wahrscheinlichkeits-
theorie und schrieb ein Buch dariiber, wodurch die Frage nach der Charakterisierung
von Wahrscheinlichkeiten in die Niederlande und nach England gebracht wurde. Huy-
ghens orientierte sich allerdings immer noch am Modell des Gliicksspiels.

Eine erste Abhandlung iiber mégliche Anwendungen in der Wissenschaft wurde von
dem Schweizer Mathematiker Jakob Bernoulli (1654 — 1705) verfasst, die posthum 1713
in Basel erschien. Sie enthielt bereits Elemente der Kombinatorik. U.a. wurde hier zum
ersten Mal der Begriff der Permutation eingefiihrt. Der Franzose Abraham de Moivre
(1667 — 1754) publizierte 1718 in England sein Werk The doctrine of chances mit Resul-
taten, die auch heute noch zum Standard der Wahrscheinlichkeitstheorie gehoren (die
Normalverteilung als Grenzverteilung der Binomialverteilung). Die Arbeiten Bernoullis
und de Moivres waren der Beginn der Anwendung der Statistik und Wahrscheinlich-
keitsrechung in den Wissenschaften. Der englische Pfarrer und Mathematiker Thomas
Bayes (1701 — 1761) leitete ein Theorem her, dass 1764 posthum veréffentlicht wurde,
und das heute nach ihm benannt wird: der Satz von Bayes, der fiir die Statistik von
zentraler Bedeutung werden sollte. Bayes fithrte hier zum ersten Male den Begriff der
bedingten Wahrscheinlichkeit ein: die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses A kann da-
von abhéngen, ob ein anderes Ereignis B eingetreten ist oder nicht. Bis dahin hatte
man nur unbedingte Wahrscheinlichkeiten betrachtet, die Information, die durch andere
Ereignisse geliefert werden kann, wurde nicht beriicksichtigt. An einem Wiirfelbeispiel
macht man sich unmittelbar klar, was mit einer bedingten Wahrscheinlichkeit gemeint
ist: man stelle sich vor, man solle die Zahl raten, die nach dem Wurf eines Wiirfels oben
liegt. Ist die Annahme, dass alle Zahlen gleich wahrscheinlich sind, korrekt, so kann man

'Fiir die Kutsche Kaiser Karl des Fiinften erfand er eine Achskonstruktion, die es beim Durchfahren
einer Kurve dem inneren Rad ermoglicht, sich langsamer zu drehen als das duflere Rad. Heutigen
Autofahrern ist diese Konstruktion als Kardanwelle bekannt.
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erwarten, dass man in einem Sechstel der Félle korrekt rat. Nun wird der ratendenden
Person die Information gegeben, die gewiirfelte Zahl sei eine gerade Zahl. Dann kann
nur eine der Zahlen 2, 4 oder 6 oben liegen, und man kann jetzt erwarten, in einem
Drittel der Félle korrekt zu raten. Es ist eine bis heute diskutierte Frage, ob man das
Bayessche Theorem zur Bewertung der Wahrscheinlichkeit von Hypothesen verwenden
kann oder nicht. Philosophen bzw. Wissenschatstheoretiker wie Karl Popper verneinen
dies, andere, mehr aus der Wissenschaft kommende Theoretiker wie etwa der Physiker
E. T. Jaynes (2003) bejahen die Frage und nennen den Kritischen Rationalisten Popper
einen Irrationalisten.

In der Tat gibt es bis heute miteinander konkurrierende Interpretationen des Begriffs
der Wahrscheinlichkeit. Eine etwas grobe Unterscheidung ist die zwischen subjektiven
oder epistemischen und objektiven Wahrscheinlichkeiten. Subjektive Wahrscheinlichkei-
ten ergeben sich aus Uberlegungen und Einschitzungen von Daten und kénnen deshalb
von Person zu Person variieren. Wissenschaftler und viele Philosophen sind der Ansicht,
dass das Ziel wissenchaftlicher Arbeit aber zu objektivem Wissen fithren soll und die
Bewertung von empirischen Daten, wie sie beim Testen von Hypothesen vorgenom-
men wird, nicht von subjektiven Einschétzungen abhéngen sollte. Mithin miissen auch
Wabhrscheinlichkeiten objektive Grossen sein. Die ”Subjektivisten” verweisen auf die
Tatsachen, dass insbesondere die empirischen Wissenschaften induktive Komponenten
enthalten, also Schluifolgerungen vom Besonderen auf das Allgemeine, und diese seien
nun mal von subjektiver, also von den Vorkenntnissen der jeweiligen Forscher abhéngi-
gen Bewertungen der Daten abhéngig. Diesem Argument entgegnen die ” Objektivisten”
mit der urspriinglich von David Hume? vorgetragenen und spéter von Karl R. Popper®
elabborierten These, dass das induktive Folgern keine logische Basis habe, so dass Wahr-
scheinlichkeiten objektiv bestimmt werden miissen. Manche Vertreter der Auffassung,
dass Wahrscheinlichkeiten objektive Grossen seien, lassen sich eine Art Hintertiir zur
Interpretation von Wahrscheinlichkeiten als subjektiver Grofle offen: sie sprechen von
statistischer Wahrscheinlichkeit (Feller (1968), p. 4) und argumentieren, dass sich der
Begriff der Wahrscheinlichkeit nicht auf Urteile beziehe, sondern auf Gedankenexpe-
rimente (conceptual experiments). Bevor man von Wahrscheinlichkeiten reden kénne,
miisse man sich auf ein idealisiertes Modell eines bestimmten Gedankenexperimentes
(Miinzwurf, das Z&hlen von Unfillen auf einem Autobahnabschnitt, Bestimmung von
Reaktionszeiten) einigen. Man miisse sich (i) iiber die Menge der moglichen Ergebnisse
des Experimentes und (ii) iiber die zugeordneten Wahrscheinlichkeiten einigen. Weiter
miisse man sich vorstellen, dass das Experiment viele Male durchgefithrt wird - auch
wenn diese haufige Durchfiihrung praktisch unmoglich ist. Die Zuordnung eines Wahr-
scheinlichkeitswertes, etwa p(A) = .7 fiir ein zufilliges Ereignis A, soll dann bedeuten,
dass A zumindest bei der vorgestellten mehrfachen Wiederholung in ca. 70% der Félle
auftritt. In einigen Klassikern der Wahrscheinlichkeitstheorie (Keynes, 1920/1980), von
Mises (1928/1081), Jeffreys, 1961/2003) wird die Beziehung zwischen den subjektiven
und den objektiven Aspekten der Wahrscheinlichkeit ausfiihrlich diskutiert. Diese Dis-
kussionen sind ldnglich und eine verkiirzte, eher stichwortartige Darstellung soll hier
gar nicht erst versucht werden. Hier sollen zwei Ansétze im folgenden Abschnitt et-

21711 — 1776, schottischer Philosoph, Okonom, Historiker
31902 — 1994, Philosoph mit dem Schwerpunkt Wissenschaftstheorie
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was ausfiihrlicher vorgestellt werden, weil sie zum Teil immer noch als ein Art erste
Einfithrung des Wahrscheinlichkeitsbegriffs verwendet werden: der Ansatz von Pierre
Simon de Laplace (1749 — 1827) und der von Richard von Mises (1883 — 1953). Laplace
ging davon aus, dass zuféllige (Elementar-)Ereignisse gleichwahrscheinlich sind, auf ihn
geht die noch oft angetroffene Definition von Wahrscheinlichkeit als dem Verhéltnis
von ”glinstigen zu moglichen” Féllen zuriick. von Mises definierte Wahrscheinlichkei-
ten als Grenzwert relativer Haufigkeiten. Dies ist der frequentistische Ansatz. Beide
Ansétze definieren Wahrscheinlichkeiten als objektive Grofien, lassen sich aber nicht
aufrechterhalten. Die heute verwendete Definition von Wahrscheinlichkeiten geht auf
den russischen Mathematiker Andrei Nikolajewitsch Kolmogorov (1903 — 1987) zurtick.
Er lieferte eine axiomatische Definition, in der weder von giinstigen und méglichen
Féllen noch von relativen H&ufigkeiten die Rede ist und die als Basis fiir eine subjek-
tive wie fiir eine objektive Interpretation von Wahrscheinlichkeiten dienen kann.

Einen kurzen Uberblick iiber die frithe Entwicklung des Wahrscheinlichkeitsbegriffes
findet man unterhttp://www.secondmoment.org/articles /probability.php, etwas ausfiihr-
licher sind Gnedenko (1978), Dinges und Rost (1982) und Wirth (1999); eine ausfiihr-
lichere Diskussion verschiedenen Ansétze wird im Skriptum Wissenschaftstheorie 111
(2)* gegeben.

1.1.3 Die klassische Definition (Laplace)

Laplace (1831) definierte die Wahrscheinlichkeit eines zufilligen Ereignisses A als das
Verhéltnis der Anzahl der fiir das Ereignis ”giinstigen” Félle zur Gesamtzahl n der
"moglichen” Félle, wobei ein ”Fall” das Ergebnis eines Versuchs ist, — man spricht
von solchen Ergebnissen auch als von den Elementarereignissen eines Versuchs. Die
Elementarereignisse bilden eine Menge Q2 = {w1y,wa,...,wy}, und zufillige Ereignisse
sind als Teilmengen A = {way,...,waj4} C Q definiert; der Index A soll anzeigen, dass
es sich um die spezielle, fiir das Ereignis A charakteristische Auswahl der Elemente aus
Q handelt, und mit |A| ist die Anzahl der Elemente in A gemeint®. Dann soll gelten

p(A):=—, n>0, 0<|A<n<oo (1.1)
Die Laplacesche Definition erweist sich allerdings als unzulédnglich:

1. Sie bezieht sich wegen der Forderung n < oo in der Definition (1.1) von vornherein
nur auf endliche, also abzéhlbare Mengen von moglichen Elementarereignissen. Denn
wére n = 0o, so hitte man

A
P(A) = lim 1Al =0
n—0 N
fiir alle A mit |A| > 0, und fiir |A| = oo wére die Wahrscheinlichkeit p(A) gar nicht de-
finiert, weil der Quotient co/oo nicht definiert ist. Andererseits ist die Einschrinkung
n < oo zu stark, um allgemein giiltig zu sein, man denke nur an die Messung von

Reaktionszeiten ¢, bei der man an der Wahrscheinlichkeit, dass ¢ in einem Intervall

“http://www.uwe-mortensen.de/SkriptenWissTheorie.html
® Allgemein bezeichnet |M| die Anzahl der Elemente einer Menge M.
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0 < t < T liegt, interessiert ist. Dieses Intervall enthélt nicht nur unendlich vie-
le, sondern iiberabzéhlbar unendlich viele Zeitpunkte (Abschnitt 1.2.1 enthélt weitere
Ausfiithrungen zu den Begriffen abzdhlbar und iiberabzéhlbar).

2. Die Definition (1.1) impliziert, dass alle Elementareignisse w € Q die gleiche Wahr-
scheinlichkeit haben. Denn aus (1.1) folgt fir A = w, w ein Elementarereignis, sofort
|A| =1, so dass p(w) = 1/n fiir alle w € Q. Laplace schreibt (zitiert nach Dinges et al.
(1982)):

”Die Wahrscheinlichkeitstheorie besteht in einer Zuriickfithrung aller Er-
eignisse derselben Art auf eine gewisse Anzahl von gleich moglichen Féllen,
d.h. von solchen Fillen, iiber deren Eintreten wir gleich wenig wissen, und in
der Bestimmung derjenigen Anzahl von Fillen, die fiir das Ereignis giinstig
sind, dessen Wahrscheinlichkeit wir suchen”.

Nach Laplace impliziert also der Sachverhalt, iiber eine Anzahl von Ereignissen gleich
wenig zu wissen, dass sie dieselbe Wahrscheinlichkeit haben. Wie andererseits unter
Punkt 2. gezeigt wurde ist die Aussage der Gleichwahrscheinlichkeit fiir Elementa-
rereignisse bereits eine Implikation der Annahme (1.1). Es ist allerdings keineswegs
klar, warum die Annahme gleicher Wahrscheinlichkeiten fiir die Elementarereignisse
stets erfiillt sein soll: bei einem geeignet manipulierten Wiirfel konnen die sechs Seiten
durchaus mit verschiedenen Wahrscheinlichkeiten gewtirfelt werden, bei der Messung
von Reaktionszeiten kdnnen, je nach Aufgabe, kiirzere Zeiten wahrscheinlicher sein als
langere, oder umgekehrt. Damit wird die Annahme (1.1) unplausibel.

Wahrscheinlichkeiten sind fiir Laplace nur Ausdruck mangelnden Wissens; er glaub-
te an einen vollstdndigen Determinismus allen Geschehens. Hétte man nur alle Informa-
tionen iiber die Vorgénge in der Natur und geniigend Intelligenz, diese Informationen
auch zu verarbeiten, wiirde man die Zukunft bis in alle Zeiten vorhersagen kénnen.

1.1.4 Die statistische Definition (v. Mises)

Es liegt nahe, die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses A mit der Haufigkeit, mit der A
bei einer hinreichend grofien Zahl von Wiederholungen eines Versuches unter konstan-
ten Bedingungen in Beziehung zu setzen. Schon im Jahre 2238 v. Chr. beobachteten die
Chinesen die Haufigkeiten von Méadchen- und Knabengeburten und setzen den Anteil
auf 1/2 fest; daraus 148t sich die Vermutung ableiten, dass ein Neugeborenes mit der
Wabhrscheinlichkeit 1/2 ein Junge bzw. ein Madchen ist. Laplace interessierte sich eben-
falls fiir diese Hiufigkeiten und fand aufgrund einer Untersuchung der Geburtsregister,
dass der Anteil der Jungen an der Gesamtzahl von Geburten ziemlich konstant bei
22/43 =~ .5163 liege. Nach den Laplaceschen Zihlungen ist also die Wahrscheinlichkeit,
dass eine zufillig gewahlte schwangere Frau ein Madchen gebiert, ~ .48. Der schottische
Arzt und Mathematiker Dr. John Arbuthnot (1667 — 1735) wertete 82 Geburtsstatisti-
ken aus und fand, dass aus allen Statistiken hervorging, dass signifikant mehr Jungen
als Médchen geboren wurden. In den Philosophical Transactions of the Royal Society of
London 27 (1710), 186-190 versffentlichte er seine Schlufifolgerung aus diesem Befund:

AMONG innumerable Footsteps of Divine Providence to be found in the
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Works of Nature, there is a very remarkable one in the exact Ballance that
is maintained between the Numbers of Men and Women; for by this means
it is provided, that the Species may never fail, nor perish, since every Male
may have its Female, and of a proportional Age. This Equality of Males
and Females is not the Effect of chance but Divine Providence, working for
a good End, which I thus demonstrate: ...

Das vollstdndige Argument findet man in

http: //www.york.ac.uk/depts /maths/histstat/arbuthnot. pdf.

Arbuthnots Artikel enthilt iibrigens den ersten Versuch, einen Signifikanztest zu kon-
struieren.

Diese Ansiitze sind eher intuitiv, zumal weil nicht explizit auf den Begriff der Wahr-
scheinlichkeit Bezug genommen wird. Eine explizite Definition des Begriffs der Wahr-
scheinlichkeit iiber den Begriff der relativen Hiufigkeit wurde von dem Gsterreichischen
Mathematiker Richard Edler von Mises (1883 — 1953) in seinem 1919 erschienenen
Werk Grundlagen der Wahrscheinlichkeitsrechnung® vorgeschlagen. Demnach ist die
Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses A durch den Limes

p(A) := lim —— (1.2)

zu definieren. Hierbei ist N die Gesamtzahl der Versuche und N(A) ist die Gesamtzahl
der Versuche, bei denen A beobachtet wurde. Wird N grofler, so wird auch N(A)
entsprechend grofler: (1.2) impliziert Np(A) = N(A), N(A) wichst (im Durchschnitt)
proportional zu N. Die "Wahrscheinlichkeit’ p(A) eines Ereignisses A ist durch den
Grenzwert des Quotienten N(A)/N definiert.

Nach v. Mises besteht der Vorteil der Definition (1.2) darin, dass keine ”metaphysi-
schen” Annahmen iiber die Wahrscheinlichkeiten von Ereignissen gemacht werden (wie
etwa die Annahme gleicher Wahrscheinlichkeiten fiir die 'Elementarereignisse’). Man
miisse eben nur eine hinreichend grofle Anzahl von Beobachtungen unter gleichen Be-
dingungen machen und wird dann eine Zahl N(A)/N finden, die der gewiinschten Zahl
p(A) bis auf ein paar Stellen nach dem Komma entspricht. Auf diese Weise konne die
Wahrscheinlichkeit empirisch bestimmt werden.

Das Problem dieses Ansatzes ist erstens die stillschweigende Voraussetzung, dass
der Limes in (1.2) tatséchlich existiert. Die Frage ist, wie man wissen kann, dass er
existiert. Kann man die Existenz des Limes nicht von etwas unmittelbar Gegebenem
ableiten, so enthélt das Postulat seiner Existenz genau so viel Metaphysik, also eine
nicht beweisbarer Annahme iiber die Welt, die v. Mises ja gerade vermeiden wollte —
wie das Postulat der Gleichwahrscheinlichkeit bei Laplace.

Zweitens mufl v. Mises ”Zufélligkeit” fordern. Damit meint er u.a., dass der Li-
mes in (1.2) unabhéngig ist von der Art und Weise, in der die Beobachtungen erhoben

6yv. Mises Betrachtungen findet man in v. Mises, R.: Probability, Statistics and Truth, Dover Pu-
blications New York 1981, ein Ubersetzung des 1928 beim Springer-Verlag Berlin erschienenen Buchs
Wahrscheinlichkeit, Statistik und Wahrheit, in dem er seinen Wahrscheinlichkeitsbegriff noch einmal
elaboriert.
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werden. Hier wird also der Begriff der Zufilligkeit zur Erklarung des Begriffes der Wahr-
scheinlichkeit herangezogen, was zumindest eine spezielle Definition der ” Zufélligkeit”
erfordert. Es ist ebenso denkbar, dass man die Zufélligkeit iiber die Wahrscheinlichkeit
von Ereignissen definiert. Die sogenannte statistische Definition der Wahrscheinlichkeit
stoft also auf eine Reihe logischer Schwierigkeiten, die den v. Misesschen Ansatz als
unbefriedigend erscheinen lassen. Bevor man den Begriff der Wahrscheinlichkeit mehr
oder weniger direkt und intuitiv definiert muf} also eine Reihe begrifflicher Klarungen
vorgenommen werden.

1.1.5 Ereignisse und Ereignisalgebren

Ergebnisse und Ereignisse Um den Begriff des zufilligen Ereignisses zu prézisieren,
wird zunéchst der Begriff des Versuchs eingefiihrt. Ein Versuch ist eine durch eine Rei-
he von Bedingungen definierte Situation oder Anordnung, in der bestimmte Ergebnisse
beobachtet werden kénnen. Man wird also nicht alle iiberhaupt moglichen Ereignis-
se betrachten: ein plotzlicher Stromausfall, der Absturz eines Sportflugzeugs auf das
Laborgebdude, der Stich einer durch das getffnete Fenster eingedrungenen Wespe etc
sind unvorhergesehehene und deshalb zufillige Ereignisse, auf die allerdings beim einem
bestimmten Versuch nicht fokussiert wird. Dies sind Ereignisse, die mit dem Versuch
verbunden sind:

Definition 1.1.1 (Stichprobenraum) Gegeben sei ein Versuch mit mdoglichen Ver-
suchsergebnissen w € Q, wobei Q die Menge der mdoglichen Ergebnisse (Resultate eines
Versuchs) sei. ) heifit Stichprobenraum. A sei ein zufilliges Ereignis, das dann als
eingetreten gilt, wenn ein Ergebnis w € Q4 C Q eingetreten ist. A heif$t mit dem
Versuch verbunden genau dann, wenn nach Durchfihrung des Versuchs entschieden
werden kann, ob A eingetreten ist oder nicht.

Den Ausdruck ’Stichprobenraum’ (engl: sample space) hat man eingefiihrt, weil ja jede
Menge von Messungen oder allgemein Beobachtungen w zu einer Stichprobe aus der
Menge der iiberhaupt moglichen Beobachtungen fiihrt.

Beispiel 1.1.1 Beim Miinzwurf besteht der Stichprobenraum aus 'Kopf’, "Zahl’ und
'‘Rand’, Q = {Kopf, Zahl, Rand}, beim Wiirfel ist er durch Q = {1,2,3,4,5,6} gege-
ben. 0O

Beispiel 1.1.2 Bei einem Versuch zur Verkehrssicherheit sind Verkehrsunfille an einer
bestimmten Kreuzung an bestimmten Wochentagen zu bestimmten Tageszeiten von In-
teresse. 2 = {1,2,3,...} enthélt die moglichen Anzahlen k von Verkehrunféllen in den
genannten Zeitabschnitten. A sei das zuféllige Ereignis, dass k > 3, und die zugehorige
Teilmenge 4 aus Q ist Q4 = {4,5,6,...}. Einer der im Zusammenhang mit dem Ver-
such den Verkehr beobachtenden Polizisten erleidet einen Herzinfarkt. Der Herzinfarkt
war nicht vorhergesehen worden und ist insofern ein zufélliges Ereignis, das allerdings
nicht mit dem Versuch verbunden ist, da es sich nicht um einen Verkehrsunfall handelt.

O
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Beispiel 1.1.3 Bei einem Versuch in einem neurowissenschaftlichen Labor sollen elek-
trische Stréome durch Ionenkanile in der Zellmembran eines bestimmten Typs von Neu-
ronen untersucht werden. Der Stichprobenraum € ist dann die Menge der Verlaufe i(-)
wéhrend einer Messung; i(-) ist eine Funktion der Zeit, i(t) ist die Stromstérke zur Zeit
t, d.g. Q = {i(")[to < t < t1}, und [to,t1] ist das Zeitintervall, innerhalb dessen ein
Strom gemessen wird. Es wird angenommen, dass die i(-) innerhalb [to,?;] stetig und
differenzierbar sind. A sei das zufillige Ereignis, dass das Maximum des gemessenen
Stroms, also des gemessenen Verlaufs i(-), kleiner als ein bestimmter Wert i,,4, ist. A
ist eingetreten, wenn ein Verlauf aus einer Teilmenge Q24 der Verldufe mit einem Ma-
ximum kleiner als i,,q, aus der Menge €) der iiberhaupt moglichen Verldufe innerhalb
[to, t1] gemessen wurde. Wihrend der Messungen kommt es zu einem Stromausfall im
gesamten Laborgebdude. Der Stromausfall war nicht vorhersehbar, da durch Blitzein-
schlag verursacht, und ist deshalb ein zufélliges Ereignis, das allerdings nicht mit dem
Versuch der Messung von Ionenstrémen verbunden ist. ([

Arten von zufilligen Ereignissen Man kann drei Arten von zufilligen Ereignissen
unterscheiden:

1. Q@ = {wi,we,...,wy} mit n < co. d.h. Q ist endlich; einfache Beispiele sind die
Versuche des Miinzwurfs mit Q = {Kopf, Zahl, Rand}, oder des Wiirfelwurfs mit
Q = {1,2,3,4,5,6}, aber auch die Klausur zu einer Lehrveranstaltung ist ein
Beispiel, wobei Q = {0,1,2,...,7,...,n} die Menge der moglichen Ergebnisse ist;
— j ist die Anzahl der Punkte, die ein Teilnehmer der Klausur insgesamt erhélt.

2. Q={wi,ws,...,wn,...}. Die moglichen Ergebnisse w = w; kénnen durchnumme-
riert werden, aber ihre Anzahl ist nicht endlich, sondern unendlich; man spricht
von einer abzihlbar unendlichen Menge 2. Ein einfaches Beispiel fiir eine solche
Menge liefert das Roulette-Spiel: w; = j ist ist die Anzahl der Versuche, die
benétigt werden, bis zum ersten Mal die Kugel auf ein rotes Feld fillt, j < 1.
Da sich die Wahrscheinlichkeit fiir "rot” oder ”schwarz” von einem Wurf zum
néichsten nicht dndert kann es im Prinzip unendlich viele Wiirfe benéttigen, bis
die Kugel auf einem roten Feld landet. Dass die Wahrscheinlichkeit fiir unendlich
viele Wiirfe gleich Null ist, ist dabei unerheblich, denn eine Wahrscheinlichkeit
von Null bedeutet noch nicht die Unmoglichkeit eines solchen Ergebnisses, wie
sich noch zeigen wird.

3. Q = {xz|z € I}, wobei I = {z|la < z < b,a,b,z € R, d.h. I ist eine Teilmenge
der Menge R der reellen Zahlen, oder gleich der Menge der rellen Zahlen, in
Abhéngigkeit von der Definition von a,b € R. In diesem Fall ist jedes Element des
Kontinuums ein mogliches Ergebnis. Ein einfaches Beispiel ist die Messung einer
Reaktionszeit ¢: hier ist = {t|t € (0,00)}, oder die Stunde von 15 h bis 16 h,
innerhalb der Kurt seine Freundin Lisa anrufen will, — so hat er es ihr versprochen.
Der Anruf kann zu jedem Zeitpunkt innerhalb des Intervalls I = [15, 16] erfolgen.
Die Menge der Zeitpunkte in Q bzw. I kann nicht durchnummeriert werden, I
bzw. Q enthilt diberabzihlbar unendlich viele Elemente. Auch die Menge Q2 =
{i(-)[to <t < t;} aus Beispiel 1.1.3 gehort in die Klasse der Stichprobenrdume
mit iiberabzéhlbar vielen Elementen.
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Anmerkung: Ist ) endlich oder abzdhlbar, so heifit 2 diskret.

Ergebnisse (Elementarereignisse) eines ” Experiments” sind zuféllige Ereignisse. Wie
bereits ausgefiihrt lassen sich weitere zuféllige Ereignisse als Teilmengen von €2 definie-
ren. So koénnen zwei Spieler vereinbaren, dass derjenige von ihnen gewinnt, der beim
Wiirfeln eine gerade Zahl wirft, wenn also das zufiillige Ereignis A = {2,4,6} C Q =
{1,2,3,4,5,6} eintritt. Ein Roulette-Spieler mit begrenztem Kapital ist an dem zufélli-
gen Ereignis interessiert, dass die Zahl k der Wiirfe, die ausgefithrt werden, bis zum
ersten Mal die Kugel auf einem roten Feld landet, kleiner als 6 ist, A = {k|k < 6} C Q =
{1,2,3,...}, denn er mochte durch Doublieren gewinnen; bei dieser Strategie wird nach
jedem Wurf der Kugel der Einsatz verdoppelt, wenn die Kugel auf einem schwarzen
Feld gelandet ist.

Die Menge aller moglichen zufélligen Ereignisse ist dann durch die Menge der Teil-
mengen L(Q2) (auch: 2%) von Q definiert; P(Q) ist die Potenzmenge von Q. Der Punkt
dabei ist aber, dass man kaum jemals an allen moglichen Teilmengen interessiert ist.
Es sei noch einmal an Kurt erinnert, der versprochen hat, seine Freundin Lisa zwischen
15 h und 16 h anzurufen; jeder Zeitpunkt ¢ mit 15 < ¢ < 16 ist ein fiir den Anruf mogli-
cher Zeitpunkt. Zur Menge aller méglichen Teilmengen des Intervalls [15, 16] gehort die
Menge der Zeitpunkte, die durch eine rationale Zahl représentiert werden, also durch
eine Zahl, die durch einen Quotienten p/q mit p,q € N, N die Menge der natiirlichen
Zahlen, definiert ist: A = {t|]15 < ¢ < 16, t = p/q,p,q € N}. Lisa wird sich fiir dieses
Ereignis kaum interessieren. Interessanter ist es, das Intervall [15, 16] in Subintervalle
Iy, I, ..., I, aufzuteilen, die zufillige Ereignisse t € I1,...,t € I, definieren.

Die Frage ist nun, wie man {iberhaupt Ereignissen, also Teilmengen von 2, Wahr-
scheinlichkeiten zuordnen soll. Einen vollig neuen Weg beschritt dabei der russische
Mathematiker Andrei Nikolajewitsch Kolmogorov (1903 — 1987). Kolmogorov ging von
Resultaten einer relativ neuen Theorie der Integration von Funktionen aus. Der von
Bernhard Riemann (1826 — 1866) entwickelte Integralbegriff hatte sich als nicht hinrei-
chend allgemein erwiesen, um bestimmte Volumen in héherdimensinalen Rdumen be-
rechnen zu konnen, so dass die Entwicklung eines allgemeineren Integralbegriffs notig
wurde. Wie schon angtemerkt, wurde dieses Problem von Emile Borel (1871 —1956) und
Henri Léon Lebesgue (1875 — 1956) gelost. Der von ihnen eingefiihrte Begriff des Mafles
einer Menge erlaubte eine neue, axiomatische Definition des Wahrscheinlichkeitsbegriffs.
Nach dieser Definition ist eine Wahrscheinlichkeit einfach, d.h. ohne weiteren Bezug auf
inhaltliche Aspekte der Wahrscheinlichkeit, ein Maf auf einer Menge. Eine inhaltliche
Charakterisierung als Maf} subjektiver Sicherheit oder Ungewiflheit beziiglich des Ein-
tretens eines Ereignisses, oder als 'Propensitét’ (engl. propensity — Neigung zu etwas)
natiirlicher Prozesse, bestimmte Ereignisse zu begiinstigen (der Philosoph Karl Popper)
muf} gar nicht gegeben werden. Bei diskreten Ergebnismengen 2 kann man dabei im
Prinzip die Menge aller Teilmengen von () betrachten, — auch man bei Anwendungen
der Wahrscheinlichkeitstheorie normalerweise gar nicht an allen Teilmengen interessiert
ist. Die Situation ist anders, wenn {2 durch ein Kontinuum, etwa durch ein Intervall
I = [a,b] C R definiert ist. Nach Satz 1.2.5 existiert fiir bestimmte Teilmengen gar kein
Maf} und damit keine Wahrscheinlichkei. Man muf} sich demnach auf bestimmte Klas-
sen von Teilmengen beschridnken. Dies sind die nach Borel benannten Borel-Mengen.
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Die Borel-Mengen sind — in R — alle Intervalle
(—00,a) ={z € R| — o0 <z < a},

zusammen mit abzdhlbaren Vereinigungen und Durchschnitten solcher Intervalle, und
damit die Menge aller der offenen und abgeschlossenen Intervalle in R bzw I C R.
Dazu muf} kurz erkléart werden, was unter einer offenen, er abgeschlossenen und einer
halboffenen Menge verstanden wird. Es seien a,b € R mit a < b. Das Intervall (a,b) =
{z|la < = < b} heiBt offen, weil nur die rellen Zahlen zwischen a und b, nicht aber
die Zahlen a und b selbst zum Intervall gehéren. Dementsprechend heifit das Intervall
[a,b] = {z|a < x < b} abgeschlossen, — a und b gehdéren zum Intervall. Die Intervalle
(a,b] = {z|la < x < b} und [a,b) = {z|a < = < b} heiflen halboffen, weil entweder
nur @ oder nur b zum Intervall gehoren. Ist z.B. Q = {z|a <z < b,a,b € R} und will
man dieses Intervall in Teilintervalle aufteilen, so werden diese Intervalle als halboffene
Intervalle ( = Teilmengen) definiert sein: I} = {z|a < x < t1}, [r = {z|t1 <z <t2}...,
I; = {z|tj—1 <z <t;}, etc., denn die t; konnen nicht zu zwei Teilintervallen gleichzeitig
gehoren. Die Borel-Mengen bilden eine o-Algebra:

Definition 1.1.2 Es sei A eine Menge von Teilmengen aus einer Menge S, fir die
die Bedingungen

1. Sowohl Q wie auch die leere Menge () sind Element von A,

2. Fir jedes Element A € A ist auch A° € A,

3. Fiir jedes n > 2 und alle Ay, Ag, ..., Ap € Aist |Jj_, A € A.

Dann heifit A eine Algebra. Gilt auflerdem fiir alle Ay, As, As, ... die Bedingung
4. UZO:1 A € A,

so heifst A eine o-Algebra.

Allen Teilmengen, die eine o-Algebra bilden, &3t sich nach Lebesgue ein Maf} zuordnen,
so dass statt von Borel-Mengen auch von (Lebesgue-) messbaren Mengen gesprochen
wird.

Generell wird man in Bezug auf einen Versuch eine Menge A von als Teilmengen
von ) definierten zufilligen Ereignissen erkldren. Der Versuch korrespondiert dann zu
einem Paar (€, .A); etwas lax wird gelegentlich auch gesagt, das Paar (£2,.4) sei ein
'zufilliger Versuch’.

Es sei also ein durch ein Paar (£2,.4) beschriebener Versuch gegeben, wobei 2 die
Menge der moglichen Ergebnisse und A die Menge der mit dem Versuch verbundenen
zufilligen Ereignisse sei. Fiir zufillige Ereignisse A, B C aus A gelten dann die folgenden
Aussagen:

1. Komplementdrereignisse: Ist A ein zufilliges Ereignis aus A, so ist das Ereignis,
dass A nicht eintritt, ebenfalls ein zufiilliges Ereignis aus A; es wird oft mit A€
bezeichnet und heifit das zu A komplementdre Ereignis (das ¢ in A steht fiir das
englische ’complementary’). Alternative Notationen sind A, ~ A oder ~A, — man
spricht auch von ”nicht-A”. In diesem Text werden hauptséichlich die Bezeichun-
gen A oder —A verwendet werden. Natiirlich ist A auch das Komplementirereignis
von A¢, denn (A€)¢ = A, ebenso wie ~(—A) = A, etc.
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2. Konjunktion von Ereignissen: Es seien A und B zwei beliebige zufillige Ereignisse

aus A. Dann ist C := A und B ebenfalls ein zufilliges Ereignis aus A. C ist
eingetreten, wenn sowohl die Ereignisse A wie auch B eingetreten sind. Dieses
Ereignis heifit die Konjunktion der Ereignisse A und B; man schreibt N oder A
oder gelegentlich auch & fiir "und”, d.h. C = AN B, C = AA B oder C = A&B.
In manchen Texten wird auch von der polnischen Notation C = AB Gebrauch
gemacht. In diesem Text werden nur die Zeichen N oder A verwendet werden.

Es seien Ay, k =1,...,n zufillige Ereignisse aus .A. Dann ist auch

AnnAn =) A
k=1

ein zufélliges Ereignis aus A.

. Vereinigung von Ereignissen: Es seien A und B irgend zwei zufiillige Ereignisse

aus A. Dann ist D := A oder B wieder ein zufélliges Ereignis; D ist eingetreten,
wenn entweder A, oder B oder beide Ereignisse A, B eingetreten sind. Bei diesem
Oder handelt es sich also um das einschlieBende Oder. D heifit Vereinigung der
Ereignisse A und B. Man schreibt U oder V fiir das einschliefende Oder, also
D=AUBoder D=AVB.

Es seien Ag, k =1,...,n zufillige Ereignisse aus A. Dann ist auch

AlU-”UAn:UAk
k=1

ein zufilliges Ereignis aus A.

. Das sichere und das unmdgliche Ereignis: Die Ereignisse A und A€ aus €2 kénnen

offenbar nicht zugleich eintreten. Demnach heifit die Konjunktion A N A€ das
unmdgliche Ereignis. Fiir dieses Ereignis hat man das Symbol (), so dass ANA¢ =

0.

Andererseits muf} eines der Ereignisse aus €2 eintreten: A U A° ist demnach das
sichere Ereignis. Offenbar gilt A U A° = (), so dass {2 auch das sichere Ereignis
bezeichnet.

Es sei A ein beliebiges zufilliges Ereignis. Fiir das sichere Ereignis Q und fiir das
unmogliche Ereignis () gelten die Aussagen

i) QUA=Q, QNA=A
(i) DUA=A, 0N A=0.

Denn € ist das sichere Ereignis, und €2 U A tritt ein, wenn € oder A oder beide
eintreten. Aber () tritt stets ein, und damit ist dann auch stets QU A eingetreten.
QN A tritt ein, wenn 2 und A eintreten; also kann 2 N A nur eintreten, wenn A
eingetreten ist. Die Aussagen (ii) folgen ebenfalls sofort aus den Definitionen von
N und U.



1.1. EINFUHRUNG 19

10.

11.

. Kombinationen von zufilligen Ereignissen: Da mit den zufilligen Ereignissen A

und B aus A auch die Komplementirereignisse A und B(—B) zufillige Ereignisse

aus A sind folgt sofort, dass mit AU B und AN B auch AUB, AUB, AU B,
AN B, AN B und AN B zufillige Ereignisse aus A sein miissen.

. Implikation von Ereignissen: Das Ereignis D = AU B mit A, B € A tritt genau

dann ein, wenn mindestens eines der Ereignisse A, B eingetreten ist. Ist nun A
eingetreten, so ist nicht A eingetreten; damit D als eingetreten gelten kann, muf
nun B eingetreten sein. In diesem Sinne impliziert das Ereignis A das Ereignis B;
man schreibt A — B.

Aquivalente Ereignisse: Gilt einerseits A — B und andererseits B — A, so heiflen
A und B auch dquivalent und man schreibt A = B. Alle unmdoglichen Ereignisse
sind dquivalent, und ebenso sind alle sicheren Ereignisse dquivalent.

. Differenz von Ereignissen: Es seien A, B € Q zufillige Ereignisse. Dann ist AN B

wieder ein zufilliges Ereignis, das eintritt, wenn A, aber nicht B eintritt. AN B
ist die Differenz der Ereignisse A und Bj; andere Schreibweisen dafiir sind A\ B
oder A— B.Da ANB # AN B, folgt A— B # B — A, d.h. die Differenz von
Ereignissen ist nicht symmetrisch. Vergl Abbildung 1.1 (b), Seite 36.

. Symmetrische Differenz von Ereignissen: Es gelte insbesondere C := A N B und

D := -A N B. Das Ereignis C U D tritt ein wenn entweder nur A oder nur B
eingetreten ist, nicht aber eine Kombination von A mit B. Man schreibt fiir C
auch AAB; A definiert das ausschlieffende Oder oder die symmetrische Differenz.

Disjunktive und kontrire Ereignisse: Gilt A N B = ) so heiflen die zufilligen
Ereignisse A, B € Q) disjunkt oder unvereinbar miteinander. A und —-A = A€ sind
notwendig disjunkt.

Gilt fiir A, B € Q die Aussage AUB =Q, AN B = (), so heilen A und B kontrdir
und es gilt B = A = A°.

Tritt AU B mit Sicherheit ein, so schreibt man AU B = Q. Die Ereignisse () und
Q) sind komplementér.

DeMorgansche Regeln: Es seien A, B € 2; dann gelten fiir die Disjunktion und
fiir die Konjunktion die beiden Regeln

AUB=(ANB)=-(ANDB) (1.3)

ANB=(AUB)=-(AUB). (1.4)

Denn es sei C = AUB. C tritt ein, wenn A oder B oder beide Ereignisse eintreten.
Dann tritt —~C' ein, wenn weder A noch B eintreten, d.h. wenn A N B eintritt;
d.h. aber C = =(AN B). D = AN B ist eingetreten, wenn sowohl A als auch B
eingetreten sind. D ist nicht eingetreten, wenn A und B oder A und B oder A

und B eintreten; dies ist aber dquivalent AU B, so dass D = (AU B) = =(AUB).
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Die Beziehungen (1.3) und (1.4) heien DeMorgansche Regeln. Sie lassen sich auf
mehr als zwei Ereignisse verallgemeinern:

AU UA, = —(4

m...m[ln
Ain---NA, = =(4U---UA,

) (1.5)
) 1.6

Uber die Negation — bzw. die Komplementbildung sowie die Vereinigung U lassen
sich also alle moglichen Kombinationen von zufélligen Ereignissen bilden, die selber wie-
der zufillige Ereignisse sind. Man kann sagen, dass die Menge der zufélligen Ereignisse
gegeniiber der Negation —, der Vereinigung U und der Konjunktion N abgeschlossen
sind. Es sei A eine Menge zufilliger Ereignisse (Teilmengen aus ). Im Grunde geniigt
es, festzustellen, dass fiir jedes Ereignis A auch A = —-A € A, also das zugehori-
ge Komplementérereignis in Pa ist, denn wie auch immer A aus anderen Ereignissen
zusammengesetzt ist, es ist am Ende stets als eine Teilmenge von Elementen aus €2 de-
finiert. In der Mathematik haben derartige abgeschlossene Mengen , wegen ihrer Rolle
bei bestimmten mathematischen Betrachtungen, einen speziellen Namen:

77?77 Welcher Name?7?

Bei endlichen Mengen €2, etwa fiir einen Wiirfel, macht man sich leicht klar, dass
die Menge aller Teilmengen von {2 sicherlich eine o-Algeba bildet. Da €2 eine endliche
Menge ist, konnte man den Punkt 4. als problematisch empfinden. Aber nach 1. ist
ja (0 stets in A enthalten, so dass man die Folge Ay, Ao = A; U(, A3 = A;UQUD
etc bilden kann, wobei A; durch eine Teilmenge von {1,2,3,4,5} definiert ist, und da
Ay = Ay U = Ay ist und eine analoge Feststellung fiir alle weiteren A, gilt, ist 4.
trivialerweise erfiillt.

1.2 Kolmogorovs axiomatischer Ansatz

Wabhrscheinlichkeiten lassen sich ohne Bezug auf bestimmte inhaltliche Interpretationen
des Wahrscheinlichgkeitsbegriffs definieren, ndmlich als Mafle auf Mengen. Wer sich fiir
die mathematischen Hintergriinde des Mafibegriffs nicht interessiert, kann gleich Ab-
schnitt 1.1.5 springen. Wer mit den Eigenschaften der Menge der rellen Zahlen nicht
besonders vertraut ist und den allgemeinen Mafibegriff kennen lernen mochte, kann
durch die folgenden Abschnitte gehen. Der Maflbegriff wird zwar sehr allgemein vorge-
stellt, aber die Details werden nicht weiter elaboriert; dies wiirde den Rahmen dieser
Darstellung vollig sprengen.

Die folgenden Betrachtungen sind sehr grundsétzlich; wer direkter auf die Definition
von Wahrscheinlichkeiten gefiithrt werden will, kann gleich zu Abschnitt 1.1.5 gehen.

1.2.1 Mafle auf Mengen

Eine Reihe von Eigenschaften der reellen Zahlen werden im Abschhnitt 8.2 des Anhangs
aufgefiihrt.
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In Abschnitt 1.2.2 werden Wahrscheinlichkeiten als Mafle auf Mengen bzw. auf Teil-
mengen von {2 definiert werden. Die Grundlage dafiir liefert die allgemeine Mafitheorie.
Man kann sagen, dass die Wahrscheinlichkeitstheorie im Wesentlichen Mafitheorie ist.
Gleichwohl wiirde eine vollstéindige mafitheoretische Darstellung der Wahrscheinlich-
keitstheorie den Rahmen dieses Textes sprengen. Es werden nur einige grundlegende
Sachverhalte vorgestellt.

Es gibt Funktionen, die sich anhand des Riemannschen Integralbegriffs nicht inte-
grieren lassen, bei denen es aber als sinnvoll erscheint, ein Integral zu berechnen. Man
betrachte z.B. die Funktion

0, z€Q
f(z) = , z€R (1.7)
1, z€l

wobei Q die Menge der rationalen Zahlen und I die Menge der irrationalen Zahlen ist.
Die Funktion 148t sich nicht exakt zeichnen, da sie in nachgerade bizarrer Weise zwi-
schen den Werten 0 und 1 hin und her springt. Aber wie im vorangegangenen Abschnitt
gezeigt wurde ist die Méachtigkeit von QQ ”einfach” Ng, wéhrend die von I deutlich gréfier
als Ny ist. Daraus folgt, dass die Punkte mit f(z) = 1 sehr viel dichter liegen als die
Punkte mit f(z) = 0. Dieser Sachverhalt impliziert, dass sich f doch integrieren 14f}t,
wozu allerdings ein anderer Integralbegriff (Lebesgue-Integral) nétig ist, der auf einem
allgemeinen Maf3begriff beruht

In den meisten praktischen Anwendungen der Wahrscheinlichkeitstheorie muf} al-
lerdings nicht mit dem Lebesgue-Integral operiert werden, das Riemann-Integral ist
dafiir hinreichend. Dementsprechend soll hier keine allgemeine Einfithrung in die Maf-
theorie gegeben werden. Gleichwohl sollen einige wenige Begriffe aus der Mafltheorie
vorgestellt werden, die deutlich machen, warum man spezielle Mengensysteme betrach-
ten mufl, um Wahrscheinlichkeiten iiberhaupt definieren zu kénnen. So betrachte man
ein einfaches Wiirfelspiel. Die Menge der moglichen Ergebnisse eines Wurfs ist durch
Q= {1,2,3,4,5,6} gegeben. Spieler A gewinnt, wenn nach einem Wurf eine gerade
Zahl oben liegt, und Spieler B gewinnt, wenn eine ungerade Zahl oben liegt. Die fiir
A giinstige Menge von Ergebissen besteht aus {2,4,6}, die fiir B giinstige Menge ist
{1,3,5}. Die interessierenden Ereignisse sind also durch Teilmengen  definiert. Man
kann sich fragen, wieviele verschiedene Teilmengen iiberhaupt definiert werden kénnen.
Wie im vorangegangenen Abschnitt gezeigt wurde, gibt es bei einer endlichen Menge
insgesamt 2" Teilmengen. In einer bestimmten experimentellen Situation werden nicht
alle Teilmengen von Interesse sein, aber zumindest im Prinzip wird es moglich sein,
die Wahrscheinlichkeit fiir ein Ereignis zu berechnen, das einer dieser Teilmengen ent-
spricht. Die Situation ist aber grundsétzlich anders, wenn man Ereignisse betrachtet, die
durch Teilmengen der reellen Zahlen definiert sind, — etwa wenn die Wahrscheinlichkeit
von Zeiten bestimmte werden soll. Zeiten sind im Allgemeinen auf einem Kontinuum
definiert. Es liegt nahe, bestimmte Intervalle aus dem Kontinuum zur Definition von
Ereignissen zu wahlen, und in der Tat zeigt es sich, dass fiir Menge aller Teilmengen
von R gar kein Wahrscheinlichkeitsmaf} existiert. Es sollen Ereignisse betrachtet wer-
den, die gewissermaflen numerisch kodiert werden kénnen, — was stets moglich ist, wie
noch gezeigt werden wird. Im einfachsten Fall hat man A — 1 und =A — 0. Eine
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andere Moglichkeit ist A = A,, — n € N: dies ist das Ereignis, dass ein Ereignis n-mal
aufgetreten ist. Schliefflich hat man bei vielen Messungen den Fall, das A — = € R
gilt: A ist eine Messung, die den Wert = aus R geliefert hat. In jedem Fall hat man es
mit numerischen Repréisentationen von Ereignissen zu tun, und diese Reprisentationen
sind Teilmengen von R. Es zeigt sich, dass man mit einen sehr allgemeinen Typ von
Systemen von Teilmengen auskommt:

Definition 1.2.1 Gegeben sei eine Menge Q2 und ein System T von offenen Teilmengen
A € Q derart, dass die Bedingungen

1. Q und die leere Menge ) gehoren zu T,

2. Beliebig viele (endliche oder unendliche) Vereinigungen Ny Ay und Durchschnitte
Nk Ag offener Mengen gehdren zu T.

Dann heif$t das System T eine Topologie auf Q, und das Paar (2, 7) heifst topologischer
Raum.

Man sagt auch, (€2, 7) definiert eine Topologie auf . Natiirlich muf erklirt werden,
was mit ”offen” gemeint ist. In Bezug auf R ist eine Menge M ”offen”, wenn es eine
Umgebung O.(z) fiir alle z € M gibt, in der nur Punkte aus M sind. Dies sind z.B.
die am Ende des vorangegangenen Abschnitts erwiihnten offenen Intervalle (a,b) mit
a < b. Es gilt

Satz 1.2.1 FEine Teilmenge M C R ist offen genau dann, wenn die Komplementdirmen-
ge M¢ =R\ M abgeschlossen ist.

Beweis: Ein Punkt x € R heifit Kontaktpunkt von M, wenn jede Nachbarschaft von x
einen Punkt enthélt, der zu M gehort. Wenn M offen ist, so existiert fiir jedes x € M
eine Nachbarschaft, die nur Punkte aus M enthélt. Demnach ist kein Punkt 2 € M ein
Kontaktpunkt des Komplements M¢ = R\ M. Ist also x ein Kontaktpunkt von M€, so
mufl x € M€ sein, also ist M¢ abgeschlossen. Ist umgekehrt M¢ abgeschlossen, so folgt,
dass fiir alle x € M eine Umgebung mit Punkten nur aus M existiert, und das heif}t,
dass M offen ist. O

Satz 1.2.2 Die Vereinigung beliebig vieler offener Mengen ist offen, und der Durch-
schnitt einer endlichen Menge offener Mengen ist offen.

Beweis: Der Beweis ergibt sich unmittelbar aus dem Satz 1.2.1. O

Es wird noch einmal zu der Frage nach den Mengen, die Ereignisse reprasentieren,
zuriickgekehrt. Die folgend Defintion ist fiir dies Frage von zentraler Bedeutung;:

Definition 1.2.2 Es sei € eine nichtleere Menge und A sein ein System von Teilmen-
gen von . A heifst Algebra, wenn A die Bedingungen

1.0 e A,

2.A,Be A= AUBEeA,

3. Ae A= A°=Q\ A€ A. Gilt zusdtzlich

4. Fir Ay, A, As,...€ A=), An € A, so0 heifit A o-Algebra.



1.2. KOLMOGOROVS AXIOMATISCHER ANSATZ 23

Satz 1.2.3 Es seien A und B zwei o-Algebren. Dann ist der Durchschnitt ANB eben-
falls eine o-Algebra.

Beweis: Es seien Aj, j = 1,2,... Sigma-Algebren, und es sei A = ﬂj Aj; der Durch-
schnitt dieser Sigma-Algebren. Sei A € A. Dann ist A € A; fiir alle j und folglich ist
A° e A fiir alle j. Ist Ay, € Afiir alle k =1,2,..., so ist A} € A; fiir alle k£ und j, also
folgt |J, Ar € A; fiir alle j und also auch |J, A € A. O

Definition 1.2.3 Es sei A C Q eine Teilmenge vn Q. Dann ist o(A) = {0,Q, A, A°}
die kleinste o-Algebra, die A enthdlt. Dann heifit 0(A) die von A erzeugte o-Algebra,
und A heifit ihr Erzeuger. Ist £ ein Mengensystem aus 2% und ist ¥ die Menge aller
o-Algebren, die £ enthalten, so ist

o&)=F

Fex

die kleinste o-Algebra, die £ enthdilt und & heifit die von & erzeugte o-Algebra.

Definition 1.2.4 Es sei € ein topologischer Raum und O sei das System der offenen
Teilmengen von ). Dann heifit B(Q) = o(O) die Borelsche o-Algebra iiber 2, und die
Elemente von B(O) werden Borelmengen genannt.

Anmerkung: Mit Satz 1.2.1 zeigt sich, dass die Borelmengen von 2 alle Mengen sind,
die sich mit U, N, \, [, "), (*, ] etc anschreiben lassen. O

Mengen kénnen Mafle zugeordnet werden. Insbesondere konnen bestimmten Syste-
men von Teilmengen von R (und damit auch von Q) Mafle zugeordnet werden. Es 148t
sich aber zeigen, dass nicht allen Teilmengen von R Mafle zugeordnet werden kénnen,
man mufl sich auf o-Algebren beschrinken; dementsprechend heifien die Elemente einer
o-Algebra messbar. Um dies einzusehen zu kénnen, mufl man sich mit der allgemeinen
Definition von Maflen vertraut machen.

Definition 1.2.5 FEs sei Q eine Menge und A eine o-Algebra auf Q. Fin Ma8l p auf
A ist eine Abbildung p : A — [0, 00] mit den Eigenschaften

1. u(0) =0,

2. Fiir {An}nen C A, Ay N Ay =0 fiirn#m ist

’ (U An) =" () (18)
n=1 n=1
(Q, A, ) steht fiir Mafiraum.

Anmerkung: Man beachte, dass p auf [0, 0o] definiert ist, d.h. der Fall () = oo wird
in der allgemeinen Definition eines Mafles nicht ausgeschlossen. Wahrscheinlichkeiten
werden jedoch als normierte Mafle definiert, d.h. es wird p(Q2) = 1 gesetzt (vergl. die
folgende Definition). O
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Definition 1.2.6 FEs sei (2, A, 1) ein Mafiraum. Das Maf$ p heifit
1. p heifit endliches MaBl, wenn u(Q2) < co.
2. Wahrscheinlichkeitsmaf, wenn p(Q2) =1,
3. o-endliches Ma8B, falls eine Folge {Ay,}nen C A existiert, so dass

U A, =Q, mit p(A,) < oo, Vn e N. (1.9)
n=1

Der folgende Satz charakterisiert grundlegende Figenschaften von Maflen:
Satz 1.2.4 Fs sei (Q, A, u) ein MafSraum. Dann gelten die folgenden Aussagen:

1. Endliche Additivitiat: Fir ein gegebenes n € N seien A1, Ao, ..., A, € A, mit
ArnNA; =0 firi# j. Dann gilt

H(ALU- U Ay) = p(A)) + -+ p(Ay). (1.10)

2. Isotonie Fir Ac A,B € A und A C B gilt p(A) < u(B).
3. Subtraktivitit Fir A€ A,Be A, AC B und p(A) < oo folgt

(B — A) = u(B) — n(A)
4. Sub-Additivitdt Es gelte {A,}nen C A. Dann folgt

(G An) < Z (1.11)

n=1

5. Stetigkeit von unten Es sei {A,}neny C A, und

Achgc---cUAn:AeA

n=1

sei eine isotone Folge von messbaren Mengen mit einem messbaren Grenzwert. Dann
gilt
lim p(A,) = u(A). (1.12)

n—oo

6. Stetigkeit von oben: FEs sei {A,}nen C A, und sei

A13A23---3ﬂAn:AeA

n=1

eine isotone Folge messbarer Mengen, mit u(A;) < oo. Dann gilt

lim p(Ay) = p(4). (1.13)

n—o0



1.2. KOLMOGOROVS AXIOMATISCHER ANSATZ 25

Beweis: Billingsley. [l

Zum Abschluf dieses Abschnitts soll noch der wichtige Satz von Vitali” vorgestellt
werden, wenn auch ohne Beweis. Fiir endliche Mengen konnen alle moglichen Teil-
mengen, also die Potenzmenge der Ausgangsmenge, betrachtet werden. Aber in vielen
Anwendungen hat man es nicht mit endlichen Mengen (iirfel etc) zu tun, sondern mit
abzihlbaren Mengen bzw. mit R”. Die Potenzmenge von R™ — oft mit 28" bezeichnet
— ist allerdings so kompliziert, dass man klaum eine Intuition von ihr entwickeln kann,
und man kann davon ausgehen, dass kaum jemals in einem Experiment die Menge aller
moglichen Teilmengen eine Menge ist, die von Interesse ist. Abgesehen davon 148t sich
der folgende Satz beweisen:

Satz 1.2.5 (Satz von Vitali (1905)) Es existiert kein Maf j1, dass auf allen Teilmengen
von R™ erkldrt werden konnte.

Beweis: s. Elstrodt (2005), Satz II1.3.3. O

Es sei nun G, C R irgendeine offene Teilmenge von R derart, dass fiir ein gegebenes
Element x € M auch x € G, gilt. Dann ist intuitiv klar, dass

Mc |J G (1.14)
Vee M

gilt. Es sei G = {G,|r € M} ein Mengensystem; G heifit dann offene Uberdeckung von
M. Gilt insbesondere G = {G4,,Gqy, ..., Gz, }, n < 0o und tiberdeckt G die Menge
M, also M C G, so wird gesagt, dass G eine endliche Uberdeckung von M enthélt. Der
Begriff der Uberdeckung soll an einigen einfachen Beispielen illustriert werden:

1.Essei M ={1,2,...,n}, Gy =4{k—1,k+1} fir k=1,...,n, G ={G1,Ga,...,G,}
ist dann eine offene Uberdeckung von M, die fiir n < oo auch eine endliche Uber-
deckung ist.

2. Nun sei M = Nund Gy = {k — 1,k +1}. G = {G1,Gy, ...} ist eine offene Uber-
deckung, — enthilt aber keine endliche Uberdeckung.

3. Es sei M = (0,1). Fiir € M sei G, = {x/2,3x/2}. Eine endliche Uberdeckung
hétte die Form G = G4, Gz, U.. . UGy, , m < oo. Fiir z; < zg2 < --- < zy, gehort aber
2.B. 21/3 ¢ G, d.h. es existiert keine endliche Uberdeckung von M.

4. Nun sei M = [0,1], d.h. die Randpunkte 0 und 1 gehéren nun zu M. Das unter 3.
definierte System G werde durch Go = {—1/10,1/19} und G; = {—9/10,9/10} ergénzt.
Dann ist G eine offene und endliche Uberdeckung von M.

Es gibt Mengen, die fiir jede Uberdeckung eine endliche Uberdeckung enthélt; diese
Mengen werden im folgenden Satz charakterisiert:

Satz 1.2.6 (Satz von Heine-Borel:) Es sei M C R. M ist kompakt genau dann, wenn
jede ihrer Uberdeckungen eine endliche Uberdeckung enthdlt.

"Giuseppe Vitali (1875 — 1932), italienischer Mathematiker
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Beweis: z.B. Heuser (2001), p. 229. O

Es sei 2 C R. Es gibt Teilmengen von (2, fiir die zwar ein Maf} existiert, das aber
stets gleich Null ist. Solche Mengen heiflen Nullmengen oder vernachldssigbare Men-
gen. Insbesndere zeigt sich, dass abzéhlbare Teilmengen und damit auch die Menge
Q der rationalen Zahlen selbst das Mafi Null haben. Fiir die praktische Anwendung
der Wahrscheinlichkeitstheorie spielen diese Mengen kaum eine Rolle, fiir das theore-
tische Verstdndnis des Wahrscheinlichkeitsbegriff aber schon, zumal sie die Definition
bestimmter Mafle motivieren.

Satz 1.2.7 Die Menge Q kann von abzihlbar vielen Intervallen beliebig kleiner Linge
tberdeckt werden.

Beweis: Da Q abzéhlbar ist, kann Q in der Form Q = {ry,r2, 73, ...} dargestellt werden,
wobei 7, € Q ist, k € N. Sei £ > 0 beliebig (klein); ry liegt dann in einem Intervall

I = (1 — /28 rp 4 g/28 D), (1.15)
I, hat die Lange

9
| = s + /2% — (r +¢/2F) = o

1 1
Z|Ik| 1+ +?+ +2n—1 .

Die Reihe in der Klammer ist von der Form S, = 1+ ¢+ ¢® + --- + ¢" mit ¢ = 1/2.
Bekanntlich gilt

Dann ist

1—g¢q
Sp=——,

und mit ¢ = 1/2 ergibt sich lim,,_,~, S,, = 2. Dann folgt

> Lkl =e. (1.16)
k=1

Dies heifit, dass Q durch eine abzihlbare Anzahl von Intervallen Iy {iberdeckt werden

kann. ]
Folgerung: Da ¢ beliebig klein gewéhlt werden kann, folgt fiir ¢ — 0 auch |Ix| — 0
und damit auch ), |I;| — 0. O

Definition 1.2.7 Es sei M eine Menge, die durch abzdihlbar viele Intervalle tiberdeckt
werden kann. Dann heifst M Nullmenge.

Da Q durch abzéhlbar viele Intervalle iiberdeckt werden kann, ist Q offenbar eine Null-
menge. Dieser Sachverhalt hat auf den ersten Blick gegenintuitiv erscheinende Implika-
tionenen in Bezug auf die Wahrscheinlichkeit, mit der Werte aus Q auftreten kénnen,
wenn zuféllige Ereignisse durch Teilmengen reeller Zahlen reprisentiert werden.

Dies ist bemerkenswert, denn die Implikation von Satz 8.2.2 ist ja, dass die ra-
tionalen Zahlen in R iiberall dicht liegen, d.h. zwischen zwei rationalen Zahlen liegen
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immer unendlich viele weitere rationale Zahlen, aber jede rationale Zahl ist wegen der
Uberdeckung durch die Ij stets in irrationale Zahlen eingebettet.

Satz 1.2.8 FEs sei M eine kompakte Menge. Dann ist M genau dann eine Nullmenge,
wenn fiir jedes € > 0 eine endliche Uberdeckung offener oder abgeschlossener Intervalle
existiert, deren Ldingensumme < € ist.

Beweis: Wegen der vorausgesetzten Kompaktheit von M existiert nach dem Satz von
Heine-Borel eine endliche Uberdeckung von M. (]

Anmerkung: Satz 1.2.7 impliziert offenbar, dass Q eine Nullmenge ist. Dieser Sach-
verhalt hat eine intuitiv nicht sehr naheliegende Implikation: in einem Experiment
werden (Mess-)Werte beobachtet, die aus einem Kontinuum stammen, zum Beispiel
Zeiten, d.h. es wird gemessen, wie lange ein Prozess dauert, und die dafiir beobachtete
Zeit variiert unter sonst konstanten Bedingungen zufillig von einem experimentellen
Durchgang zum anderen. Dann ist die Wahrscheinlichkeit, dass die Zeit einen Wert aus
@ annimmt, gleich Null, — obwohl es nicht unmoéglich ist, dass ein Wert aus Q auf-
tritt. Fiir die praktische Forschung hat dieser Sachverhalt kaum Konsequenzen, zumal
Zeiten nur mit endlicher Genauigkeit gemessen werden kénnen, aber er illustriert eine
Eigentiimlichkeit des Wahrscheinlichkeitsbegriffs. Vergl. etwa die Exponentialverteilung
in Abschnitt 4.2.2. O

Im Folgenden werden noch einige Mafle vorgestellt. die fiir die Definition des Wahr-
scheinlichkeitsbegriffs von Belang sind.

Definition 1.2.8 FEs sei
N'(Igp) = H(bz — a;) (1.17)

ein Maj, wobei
Iy = (a1,01] X (a2 — ba] X -+ X (an, bn] € R™.

a

Dann heifsit \"(I},) Lebesgue-MaSB.

Die Intervalle (a;,b;] sind also halboffene Intervalle. Die halb-offenen Mengen sind
Borel-Mengen. Fir n = 1 ist das Lebesgue-Mafl gerade gleich der Lénge eines Inter-
valls, fiir n = 2 erhélt man die Fliache eines Rechtecks, etc. )\”(Igb) heifit Lebesgue-Mafs
oder auch Lebesgue-Borel-Maf. Uber Lebesgue-Borel-Mafe lassen sich Wahrscheinlich-
keitsmafle iiber maflerzeugende Funktionen erkldren, worauf in Abschnitt 1.2 ndher
eingegangen werden wird. Hier sei angemerkt, dass wegen (1.15) Nullmengen und da-
mit abzdhlbare Mengen nicht in das Mafl A\”’, eingehen; so tragen z.B., die rationalen
Zahlen nichts zum Wert von )\27,) bei. Diese Eigenschaft vererbt sich auf allgemeine
Wabhrscheinlichkeitsmafe.

Definition 1.2.9 Es sei p ein Maf$ auf (Q2,A), A eine o-Algebra, und es gelte insbe-
sondere fiir w € Q)
Al 4] < oo,
w: A= N, u(A) = (1.18)
00, sonst
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Dann heif$t p Zahlmaf.

Anmerkungen: Die Null gehort in diesem Text stets zu N, also N ={0,1,2,...}. Ein
Zahlmaf} gibt also einfach die Anzahl der Elemente in einer Menge an. ]

Definition 1.2.10 FEs sei p ein Maf auf (2, A), A eine o-Algebra und p ein Maf. Es
gelte
0, we¢ Ae A,
§(A) = (1.19)
1, weAdAecd

Dann heif$t 6 Dirac-Maf3.

Bemerkung: Paul Dirac (1902 1984), britische Physiker, fiihrte die nach ihm be-
nannte Dirac-Funktion ein: 6(x) = 0 fiir z # 0, §(z) = oo fiir £ = 0 und [ §(z)dx = 1;
es handelt sich dabei um eine verallgemeinerte Funktion. Es gilt [(6(z — xo) f(x)dz =
f(zo), wobei das Integral von —oo bis +oo lduft. Mit der Dirac-Funktion lassen sich
also Funktionswerte fiir bestimmte der unabhéngigen Variablen bestimmen. Das Dirac-
Maf leistet genau dies, weil es erlaubt, Mafle fiir singuldre z-Werte zu definieren. Man
spricht auch von einem Punktmajf§ oder von einer Punktmasse.

1.2.2 Kolmogorovs axiomatische Definition

Kolmogorovs Definition vermeidet die Nennung aller inhaltlichen Aspekte des Wahr-
scheinlichkeitsbegriffs und fokussiert auf die formale Struktur der Zuordnung von Wahr-
scheinlichkeiten zu Ereignissen. Es geniigt, Wahrscheinlichkeit als normiertes (das Maf}
ist maximal gleich 1), additives MaB} zu spezifizieren, wobei hier nicht ausfiihrlich auf
maf3theoretische Details eingegangen wird — eine vorziigliche moderne Darstellung fin-
det man in Billingsley (1979)3.

Definition 1.2.11 (Kolmogorov)®: Es sei Q0 ein Stichprobenraum und A sei eine auf
Q erkldrte o-Algebra. Beziiglich (A, A) wird ein Wahrscheinlichkeitsmaf8 p erkldart mit
den folgenden Eigenschaften:

(K1) p(Q2) =1,
(K2) Fir alle A € A, p(A) >0
(K3) Sind Ay, Ag, --- paarweise disjunkte Teilmengen aus A, so gilt

p(A1UA2U-~~):p(A1>—|—p<A2)+...

wobei die Anzahl der Teilmengen A;, i = 1,2,--- ist nicht notwendig endlich ist. Das
Tripel (2, A, p) heifit Wahrscheinlichkeitsraum (W-Raum ).

8Billilngsley, P.: Probability and Measure, John Wiley & Sons, New York 1979
9Kolmogorov, A.N.: Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitsrechnung, Springer-Verlag, Berlin 1933
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Wie man den Ereignissen konkrete, numerische Werte zuweist, geht nicht in die
Definition ein; dazu mufl man Annahmen formulieren, die nicht Teil der Definition
des Begriffs der Wahrscheinlichkeit sind. In bestimmten Féllen kann man annehmen,
dass gewisse Ereignisse - die von Kolmogorov so genannten Elementarereignisse, sie
entsprechen dem im englischen gebriuchlichen Ausdruck outcome bzw. dem deutschen
Ergebnis (eines Miinzwurfs, einer Messung, etc) — gleichwahrscheinlich sind, muf es
aber nicht. In der mathematischen Statistik wird diskutiert, unter welchen Bedingungen
Wahrscheinlichkeiten durch relative Haufigkeiten geschétzt werden kénnen, — die Art
der Schitzung von Wahrscheinlichkeiten ist ebenfalls nicht Bestandteil der Definition
von Wahrscheinlichkeiten.

Es wird keinerlei Einschrinkung in Bezug auf €2 gemacht: €2 kann endlich, abzahl-
bar oder iiberabzdhlbar unendlich sein. Bevor auf Fragen der Bestimmung numeri-
scher Werte fiir p(A) eingegangen wird, sollen einige unmittelbare Implikationen der
Kolmogorovschen Definition hergeleitet werden. Sie sind niitzlich fiir die Bestimmung
numerischer Werte.

Satz 1.2.9 Es sei Q) eine Menge von Elementarereignissen und A eine auf Q erkldrte
o-Algebra, und A, B € A. p sei ein Wahrscheinlichkeitsmafs, dass der Kolmogorovschen
Definition gentigt. Dann gilt

(a) p(0) = 0

(b) p(A) =1 p(4),

(c) ACBCQ=p(ANB)=p(B)—p(A)

(4) AC B CQ=p(A) <p(B) <1

(e) Ac A, BC A= p(AUB)=p(A)+p(B)—-p(ANB).

Beweis:

(a) Esist Q = {QU0}, und 2 und 0 sind disjunkt, d.h. QNQ = () (die leere Menge ist
Teilmenge jeder Menge). Nach K3 gilt dann aber p(Q2) = p(QU0) = p(Q) + p(0).
Wegen K1 folgt p(2) =1, so dass 1 =1 + p((}), woraus p()) = 0 folgt.

(b) Esist AUA = Q und AN A = (), also nach K1 und K3 p(4A U A) = p(Q) =

p(A) + p(A) = 1, mithin p(A) =1 — p(A).

(c) A C B impliziert B = AU (AN B), wobei AN(ANB) =0, dh. Aund AN B
sind disjunkt. Nach K3 gilt dann p(B) = p(A) +p(AN B), und daraus folgt sofort
p(AN B) = p(B) — p(A).

(d) Aus dem Beweis von (c) folgt wegen K2 p(A N B) > 0 schon p(B) > p(A). Nach
(a) ist aber p(B) = 1 — p(B) und nach K2 ist p(B) > 0; deshalb ist p(B) < 1.
Dies gilt fiir alle B C €.

(e) A= (ANB)U(ANB), B = (BNA)U(BNA),und AUB = (ANB)U(BNA)(ANB),
so dass p(AUB) = p(ANB)+p(ANB)+p(ANB). Andererseits ist p(A) +p(B) =
2p(AN B) +p(AN B) +p(AN B). Der Vergleich dieser beiden Gleichungen liefert

(e).
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Abb. 1.1 (b), Seite 36, verdeutlicht den Satz. Offenbar ist A = (A— B)U(ANB),
B=(B-—A)U(ANB),und A— B), B— A und AN B sind paarweise diskjunkt.
Also ist einerseits P(AU B) = P(A — B) + P(B — A) + P(AN B), andererseits
ist P(A) + P(B) = P(A— B)+ P(B— A)+2P(AN B), so dass P(AU B) =
P(A) + P(B) — P(AN B). O

Abzihlbares 2: Die Menge () der Elementarereignisse sei abzidhlbar. Dann kénnen
die Elementarereignisse durchnummeriert werden; es sei w; das i-te Elementarereignis,
i = 1,... Zwei beliebige Elementarereignisse w; und wj, ¢ # j, kénnen nicht zugleich
auftreten (sonst wéren sie entgegen der Annahme identisch, oder sie hitten gemeinsame
Elemente, d.h. sie wéren zerlegbar, aber dann wiren sie keine Elementarereignisse). Da
Q € A fiir jede o-Algebra auf Q gilt w; € A fiir alle i. Es sei A = {w;jr < 1 < s,
1 <r < s <n} ein beliebiges Ereignis. Wegen K3 folgt dann sofort

p(A) = p(wy) + -+ + plws) = Zp(wi) (1.20)

Uberabzihlbares Q: Eine iiberabzihlbare Menge  ist bei Messungen von Werten
aus einem Kontinuum von Werten gegeben. Beispiele sind Messungen von Zeiten, Posi-
tionen, etc. Wie im Folgenden gezeigt wird, miissen Ereignisse durch Intervalle definiert
werden, um von Wahrscheinlichkeiten ungleich Null sprechen zu kénnen,

Definition 1.2.12 FEs sei F': R — R eine Funktion mit den Eigenschaften
1. limgy oo F(z) =0, limgoo F(x) =1,

2. F(a) < F(b) fiir a <b (Isotonie, d.h. F ist ordnungserhaltend).

Dann heifit F' maflerzeugende Funktion.

Mittels einer maflerzeugenden Funktion 148t sich ein Wahrscheinlichkeitsmaf3 durch
P(Iop) = F(b) — Fla) (1.21)

definieren. Allgemeiner soll gelten

n=1

P (U Iamb"> = (F(by) = F(an)), m < 0. (1.22)
n=1

Aus (1.21) folgt sofort, dass fir a = b die Aussage P(l,q) = 0 folgt, d.h. die Wahr-

scheinlichkeit, dass ein spezieller Wert a gemessen wird, ist gleich Null.

Definition 1.2.13 Die majfferzeugende Funktion F' heifit Verteilungsfunktion.

Beispiel 1.2.1 Es sei 2 C R und A(£2) < oo sei ein Lebesgue-Mafi. Weiter sei A €
B(£2). Dann ist

AA) = 22 (1.23)
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ist insbesondere Q = [¢, d] mit ¢ < d, so hat man

P(Iop) = F(b) — F(a), Isp C[c,d] (1.24)
und
0, z<c¢
F(z)=4q &5, c<xz<d (1.25)
1, z>d
F definiert die Gleichverteilung auf €. O

Definition 1.2.14 FEs sei F' eine Verteilungsfunktion; dann gilt

dF( )
dr

f heifst die zu F gehdrige Dichtefunktion.

= f(z) = (1.26)

Anmerkung: In der Maftheorie entspricht f die Radon-Nikodym-Derivierte.

Es sei (0,z1] = {z]|0 < = < x;} ein halboffenes Intervall. f ist so definiert, dass

P(z € (0,z1]) / f(z (1.27)

die Wahrscheinlichkeit ist, mit der ein x aus (0, ;1] gemessen wird. Aus diesem Ausdruck
kann ein Ausdruck fiir die Wahrscheinlichkeit eines beliebigen Ereignisses — also fiir ein
beliebiges halboffenes Intervall — gefunden werden: wegen

(0, .2122] = (0, 1‘1] U (.%'1, .1‘2]

hat man

P(z € (z1,x2]) / f(z da?—/ f(z dx—/ f(z (1.28)

(1.28) kann als Verallgemeinerung von (1.20) auf den iiberabzéhlbaren Fall gesehen
werden.

Beispiel 1.2.2 Es werden Zeiten auf dem Intervall (¢g, 00) gemessen, 0 < tg. Die Dich-
tefunktion sei durch

_[o, t < to B
f(t) = { Nexp(—AL), &> 1o, A€ Ry ={z|z € R,z > 0}. (1.29)
gegeben. Die Wahrscheinlichkeit, dass ¢ < ¢; ist dann
t1
P(t<t)) =\ / e Mdr = e Mo — 7ML (1.30)
to
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Aus (1.28) folgt sofort die obige Bemerkung, dass die Wahrscheinlichkeit fiir eine
spezielle Messung x1 gleich Null ist:

Pz =mz) = /x1 f(z)dz = 0. (1.31)

Wahrscheinlichkeiten ungleich Null ergeben sich also nur fiir Intervalle mit von
Null verschiedener Lange. Der Ausdruck (1.31) bedeutet nicht, dass das Ereignis {z;}
unméglich ist, — bei jedem Versuch tritt ja genau ein Element aus Q auf! Im Ubrigen
sei noch auf die Anmerkung 1.2.1 zu Satz 1.2.7 auf Seite 27 hingewiesen. P(t < t1)
ist die Wahrscheinlichkeit, dass ¢ einen Wert im Intervall (0,¢;] (hier also 9 = 0)
annimmt. Dann ist die Wahrscheinlichkeit, dass ¢t € Q, dass also ¢ eine rationale Zahl
ist, gleich Null. Diese Aussage ist nicht dquivalent zu (1.31, denn (1.31) gilt fiir alle 2
aus einem Kontinuum, wihrend sich Anmerkung 1.2.1 auf endliche Teilintervalle eines
Kontinuums bezieht.

Das Ereignis A ist vernachléssigbar, wenn endlich oder abzihlbar viele Intervalle
I, I, ... existieren derart, dass A C Uil und ), P(I)) < ¢,. d.h. A hat das Lebesgue-
Maf$ 0. Dann gilt

Satz 1.2.10 FEs sei A1, Ao, ... eine endlich oder abzdhlbar unendliche Folge vernachlissig-
barer Ereignisse. Dann ist ihre Vereinigung U Ay vernachlissigbar.

Beweis: Fiir jedes n € N konnen Intervalle 1,1, I,2, . . . ausgewihlt werden derart, dass

g
A, C U nk, ZP(Ink:) < 27
k

Nun gilt aber U, A, C Ugl,; und

;;P(Ink) < Zn:;” <e,

(vergl. den Beweis von Satz 1.2.7, Seite 26). Dies bedeutet, dass U, A4,, vernachlissigbar
ist. (]

Da die Menge Q der rationalen Zahlen abzahlbar ist, bedeutet Satz 1.2.10, dass
die Wahrscheinlichkeit, dass ein w mit aus QQ stammender Représentation stets gleich
Null ist, sofern A auf Q@ C R definiert ist; dies gilt fiir jedes Intervall aus R (vergl.
Abbildung 8.1, Seite 248). Dies heifit nicht, dass es unmdoglich ist, dass ein derartiges
w € Q auftritt. Das Ergebnis kann so ausgedriickt werden: es ist fast sicher (f.s.) (almost
sure, a.s.), dass ein w € Q° eintritt.

1.3 Bedingte Wahrscheinlichkeiten

Es sei (2, .A,p) ein Wahrscheinlichkeitsraum, und A, B € A seien zwei zufillige Er-
eignisse. Die Frage ist, wie gro3 die Wahrscheinlichkeit von A ist, wenn bekannt ist,
dass B bereits eingetreten ist. Diese Wahrscheinlichkeit wird mit p(A|B) notiert und
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als bedingte Wahrscheinlichkeit von A, gegeben B bezeichnet. Gesucht ist ein expliziter
Ausdruck fiir p(A|B)*.

Es wird angenommen, dass () eine abzdhlbare Menge ist, was keine Einschrénkung
dr Allgemeinheit ist; iiberabzéhlbare Mengen werden in Abschnitt 2.3 betrachtet. A
Teilmenge von ; Wenn A unter der Bedingung, dass B bereits eingetreten ist, beob-
achtet wird, so bedeutet dies, dass ein Element von A N B eingetreten ist, was nicht
heifit, dass p(A|B) = p(A N B) ist, denn es ist ja schon bekannt, dass ein w € B beob-
achtet worden ist, und A kann nur eingetreten sein, wenn w € AN B C B ist, d.h. der
Stichprobenraum 2 ist jetzt auf das Ereignis B reduziert worden, d.h. B ist nun das
sichere Ereignis. Es muf} also fiir das Ereignis AN B ein anderes Wahrscheinlichkeitsmaf}
pp mit B als Stichprobenraum definiert werden. Dementsprechend muf} gelten

p(A|B) = pp(ANB) (1.32)
pe(B) = > pplw)=1 (1.33)
w;€EB

(1.33) driickt aus, dass Q auf das Ereignis B reduziert ist. Andererseits gilt A, B € A
mit dem W-Maf p, so dass die Bedingung

pB(wi) _ p(wl) fiir alle Wi, Wj c B (134)

pe(wj)  plwy)’

erfiillt sein muf3, d.h. die Relationen zwischen den Wahrscheinlichkeiten p sollen von
(Q, A, p) auf das MaB pp vererbt werden. (1.34) wird erfiillt, wenn

p(wi) = q¢p(w;), q€R, firallew; €B (1.35)

(1.33) impliziert dann

pe(B) =Y pplw) =Y qp(w)=q Y plw)=qp(B) =1, (1.36)
w;EB

w;EB w;EB
so dass .
p(B) (1.37)
und aus (1.32) folgt
p(AN B)
A|B) = ANB)= ——~ 1.38
p(A[B) = gp( ) o(B) (1.38)

p(A|B) ist demnach gleich dem Anteil von p(A N B) an p(B).

ODje gewissermafen klassische Herleitung der Formel basiert auf der Interpretation von Wahrschein-
lichkeiten als relative Héufigkeiten (z.B. Feller (1968), p. 114). Gegeben sei eine Population von n
"Fillen” (Personen, Objekte, etc), np davon haben das Merkmal B, und nanp haben sowohl A wie B.
P(A|B) wird als Quotient P(A|B) = nang/np definiert. Dividiert man Z#hler und Nenner durch n, so
erhélt man p(A|B) = p(AN B)/p(B), mit p(AN B) = nans/n, p(B) = np/n. Auf die Frage, wie diese
Herleitung auf den durch die Kolmogorovsche Axiomatik definierten Wahrscheinlichkeiten iibertragen
werden kann — wenn z.B. n = oo ist — wird nicht weiter eingegangen (vergl. z.B. Bortz (1999), p.54).
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Beispiel 1.3.1 Der Wurf eines Wiirfels Gegeben sei ein fairer, 6-seitiger Wiirfel,
d.h. bei einem Wurf haben alle Seiten dieselbe Wahrscheinlichkeit, oben zu liegen.Es
ist Q = {wi,...,we}, mit w; =7, und p(w;) = 1/6 fiir alle i. Der Wiirfel wird geworfen
und es soll geraten werden, welche der Zahlen 1 bis 6 oben liegt.Die Wahrscheinlichkeit,
dass korrekt geraten wird, betrégt also 1/6. Nun wird der ratenden Person mitgeteilt,
die gewiirfelte Zahl sei eine gerade Zahl, also ein Element der Menge B = {2,4,6}. Es
sei w* die gewtirfelte Zahl; also ist w* € B. Die Annahme gleicher Wahrscheinlichkeiten
fiir die w; tibertrégt sich auf die Elemente von B, so dass die Wahrscheinlichkeit, richtig
zu raten, nun gleich 1/3 ist, d.h. p(A4|B) = 1/3, wenn A das Ereignis, richtig zu raten,
ist.

Diese intuitive Losung fiir die Frage nach p(A|B) ergibt sich aus der Einfachheit des
Problems. Man kann das Wiirfelproblem auch dazu benutzen, die allgemeine Herleitung
der Formel fiir p(A|B) zu illustrieren. Dazu sei w* die gewiirfelte Zahl, A ist das zuféllige
Ereignis, die gewiirfelte Zahl, also w*, zu raten, und B = {2,4,6} sei das zuféllige
Ereignis, dass w* € B ist. p(A|B = qp(AN B), mit ¢ = 1/B. Es sei w* =4, d.h. Q =
{w1,we, w3, w*, ws,we}. w* ist das einzige Element von  mit der Kombination A N B,
und da alle Elemente von §2 dieselbe Wahrscheinlichkeit 1/6 haben, folgt p(ANB) = 1/6,
und ebenso folgt p(B) = 3/6, so dass ¢ = 1/p(B) = 6/3 = 2. Dann folgt

1

1
p(A[B) = qp(AN B) :2'6 =3

Anmerkungen:

1. Gelegentlich stosst man auf die Aussage, alle Wahrscheinlichkeiten seien bedingte
Wahrscheinlichkeiten, denn setzt man B = (), so érgibt sich

p(ANQ)
p(€2)

denn AN = A und p(2) = 1. Wahrscheinlichkeiten sind insofern bedingt, als sie
von der Definition von €2 und der Spezifzierung der Sigma-Algebra 4 abhéngen.

p(AlQ) = = p(A), (1.39)

2. Es ist P(A|B) = 0 genau dann, wenn AN B = (. P(B) > 0 muf} vorausgesetzt
werden. Da AN B C B folgt P(AN B) < P(B) < 1. Andererseits gilt B C A =
P(A|B) =1, denn fiir jedes w € B ist auch w € A. Vergl. Abb. 1.1 (a) und (c),
Seite 36. Es gilt also

0 < P(A|B) <1). (1.40)
3. Es gilt
P(A°|B) =1— P(A|B), (1.41)
bzw.
P(A°|B) + P(A|B) = 1. (1.42)
Denn

ey P(AUA°NB)  PQNB) P(B)
PAVAIB) = =5 = By PB) "
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und andererseits ist
P(AU A°|B) = P(A|B) + P(A°|B),

da AN A° =10, so dass (1.41) folgt.

4. Es ist
Pus) = PSP Pl = FEEE)
so dass
P(AnB)= P(A|B)P(B) = P(B|A)P(A). (1.43)
Daraus folgt sofor
s P(4)
P(A|B) = P(B|A)ﬁ. (1.44)

P(A|B) und P(B|A) werden gelegentlich zueinander inverse Wahrscheinlichkei-
ten genannt. (1.44) bedeutet, dass P(A|B) = P(B|A) nur dann, wenn P(A)/P(B) =
1, wenn also P(A) = P(B) gilt.

5. Es sei A C B (vergl Abb. 1.1). Dann ist AN B = A und

_ P(ANB) _ P(4)
PABY =55 = p(B)
Umgekehrt ist A
P(B|A) = iEA; — 1.

6. Konjunktionen von Ereignissen: Es seien A, Ao, A3 zufillige Ereignisse. Ge-
sucht ist ein Ausdruck fiir P(A; N Ag N Ag). Zunéchst sei festgestellt, dass

P(Al N Ay N Ag)

P(Ag‘Al N AQ) = P(Al ﬁAg)

gilt. Aber aus der Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit folgt
P(Al N Ag) = p(Al)P(AQIA),

woraus sich

P(Al NAsN Ag) = p(Al)P(AQ‘A1)<A3|A1 N Ag) (1.45)

ergibt. Man zeigt leicht auf analoge Weise, dass

P(A10A2ﬂ-~ﬂAn):
P(A1)P(A2|A1)P(A3|A1 N Ag) -+ P(Ap|A1 N A2 M- N Apq) (1.46)

gilt.

Fiir allgemeine Anwendungen des Begriffs der bedingten Wahrscheinlichkeit wird zun#chst
der folgende Satz bewiesen:
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Abbildung 1.1: Bedingte Wahrscheinlichkeiten. Die Félle (a), (b) und (c) sind jeweils
in einen Stichprobenraum §2 eingebettet, der hier nicht explizit gezeigt wird.

(a)

(b) ()
: B @ @ @

Satz 1.3.1 (Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit): Es sei Q eine belicbige Menge
von Elementarereignissen und A;, 1 = 1, ...,n seien paarweise disjunkte Teilmengen von
Q, die Q ausschipfen, d.h. A;NA; =0 fir allei # j, Ay UAyU---UA, =Q. Weiter
sei B C §Q eine beliebige Teilmenge von §2. Dann ist

p(B) = p(B|A1)p(A1) + p(B|A2)p(A2) + - - - + p(B|An)p(Ay). (1.47)

Beweis: Wegen | ; A; = Q kann der Durchschnitt zumindest eines Ereignisses A;
mit B nicht leer sein. Also kann man B = (BN A;)U--- U (BN A,) schreiben, und
da die A; disjunkt sind, folgt (BN A;) N (BN A;) = 0 fir alle ¢ # j. Daraus folgt
nach Axiom K3 p(B) =p(BNA;)+---+p(BNA,), und substituiert man nach (1.43)
p(B|A;)p(A;) fiir p(B N A;), so erhélt man (1.47). O

Mithilfe des Satzes von der totalen Wahrscheinlichkeit 1d8t sich p(A|B) auch in
anderer Form schreiben:

Satz 1.3.2 (Satz von Bayes): Fiir die zufilligen Ereignisse A; und B mdgen die Vor-
aussetzungen des Satzes 1.3.1 gelten. Dann folgt

p(B|A;)p(A;)
Z?:l P(B|Az')P(Ai)’

p(4;|B) = =1,...,n (1.48)

Beweis: Der Satz folgt unmittelbar aus der Definition von P(A|B) und dem Satz von
der totalen Wahrscheinlichkeit. ]

Beispiel 1.3.2 (Rontgen-Reihenuntersuchung auf Tuberkulose) Es gelte:

(1) 90% der TBC-Kranken werden durch die Rontgen-Reihenuntersuchung entdeckt,
10% bleiben unentdeckt.

(2) 99% der TBC-Freien werden als TBC-frei diagnostiziert,

(3) 1% werden als TBC-verdéchtig eingestuft, obwohl sie TBC-frei sind,

(4) Nur .1% der Bevolkerung haben TBC.

FEine Person wird zufillig gewahlt, untersucht und als verdédchtig eingestuft. Wie grof} ist
die Wahrscheinlichkeit, dass die Person wirklich an TBC leidet? Wenn im Folgenden von
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Wahrscheinlichkeiten die Rede ist, so sind damit Schiatzungen der Wahrscheinlichkeit
auf der Basis von relativen Haufigkeiten gemeint.

Es sei A das zufillige Ereignis, dass die untersuchte Person an TBC leidet, und B
sei das zuféllige Ereignis, dass die Rontgendiagnose positiv ist, d.h. dass die Person als
”verdachtig” eingestuft wird. Gegeben sind

(a) P(A) =.001

(b) P(B|A) = .99, P(B|A) = .01
(¢) P(B|A) = .9.

Gesucht ist P(A|B). Es ist

_ P(ANB) _ P(B|A)P(A)
P(AB) = P(B)  P(BJA)P(A) + P(B|A)P(A)
_ 9 % .001 083

9% .001+.01x.99

Dieses Ergebnis ist vielleicht {iberraschend: zwar ist der Rontgen-Test sehr zuverlissig,
da 90% der Kranken gefunden und 99% der Gesunden als solche klassifiziert werden,
doch haben nur ca. 8% der Personen mit positivem Befund tatsichlich TBC. Der Vorteil
der Reihenuntersuchung liegt darin, dass eine griindliche und teure Detailuntersuchung
nur auf einen kleinen Teil der Bevilkerung angewandt werden muf}. Eine &hnliche Situa-
tion hat man, wenn man z.B. mit psychologischen Tests Unfall- oder Schlaganfallopfer
auf Hirnschdden untersucht. Eine genaue medizinische Untersuchung ist aufwendig,
muf} aber nur auf einen kleinen Teil der wirklich ” Verdéchtigen” angewendet werden.[]

Beispiel 1.3.3 Brustkrebsrisiko: Dawes (2001) berichtet von dem kalifornischen
Arzt C. S. Rogers, der 1977 - 1979 einen ”pionering approach” zur Verhinderung von
Brustkrebs praktiziert hat. Der Radiologe John N. Wolfe aus Detroit hatte ndmlich
anhand von Mammographien die These aufgestellt, dass ca 57 % der Frauen ein Brust-
gewebe haben, das er Hochrisikogewebe (HR) nannte, wihrend die iibrigen Frauen ein
Niedrigrisikogewebe (NR) haben. Nach Einschitzung des Radiologen wiirden 92 % der
Frauen mit HR-Gewebe im Alter zwischen 40 und 59 Jahren Brustkrebs bekommen.
Von den Frauen mit NR-Gewebe wiirden nur 7.5 % Brustkrebs bekommen. Rogers emp-
fahl nun den Frauen mit HR, sich beide Briiste amputieren zu lassen (prophylaktische
Masectomie), bevor der Krebs ausbrechen wiirde. Nach einer Rekonstruktion der Briiste
auf Siliconbasis wiirden die Frauen dann wieder ”"wie Frauen” aussehen. Innerhalb von
2 Jahren haben sich 90 Frauen dieser Operation unterzogen.

Dawes konnte aus den publizierten Prozentzahlen die Haufigkeiten ausrechnen, mit
denen in einer Stichprobe von 1000 Féllen Frauen mit HR- und NR-Gewebe enthal-
ten sein wiirden und wieviele aus diesen beiden Gruppen Krebs bekommen wiirden:
Die Daten in der Tabelle erlauben eine Bewertung der intuitiven Abschitzungen des
Radiologen und, daraus resultierend, eine Evaluation der Aktivitdten des Dr. Rogers.
Man mufl nur von der Formel fiir bedingte Wahrscheinlichkeiten ausgehen:

p(ANB)

p(AB) = T
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Tabelle 1.1: Risikogewebe und Krebshaufigkeit

Krebs
nein | ja | >
HR || 499 | 71 || 570
NR || 424 | 6 430

(> [ 923 [ 77 ] 1000 |

Die Wahrscheinlichkeit, dass eine Frau ein HR-Gewebe und Krebs hat ist demnach

71
H K = —— =071
p(HR N Krebs) 000 071,

wahrend der Anteil der Frauen mit Krebs durch

ist. Demnach folgt

p(HR N Krebs) .071
HR|Krebs) = = =.92.
p(HR[Krebs) p(Krebs) 077 )

Aber p(HR|Krebs) ist nicht gleich p(Krebs|HR):

p(HR N Krebs) 71
KrebsilHR) = ——— = — = .12;
p(Krebs[HR) p(HR) 570 ’
also”’nur” ca 12 % der Frauen mit HR-Gewebe bekommen tatsichlich Krebs, - das
ist substantiell weniger als 92 %! Der Unterschied zwischen diesen beiden bedingten
Wahrscheinlichkeiten ergibt sich aus den unterschiedlichen Grundquoten, denn es ist ja
p(Krebs)
p(Krebs|HR) = p(HR |Krebs) ——=,
wobei p(Krebs) = 77/1000 und p(HR) = 570/1000, so dass p(Krebs) /p(HR) = 77/570 =
.135, und da p(Krebs)/p(HR) = 77/570 = .135, wird der hohe Wert p(HR|Krebs) = .92
um eben diesen Faktor deutlich auf eben .12 oder 12 % reduziert! Zwar ist diese be-
dingte Wahrscheinlichkeit fast doppelt so hoch wie die bedingte Wahrscheinlichkeit,
unter der NR-Bedingung an Krebs zu erkranken, aber ldngst nicht hoch genug, um den
drastischen Empfehlungen Dr. Rogers zu folgen. O

Beispiel 1.3.4 In einem Experiment zur Psychologie der Mustererkennung haben die
Versuchspersonen (Vpn) die Aufgabe, ”verrauscht” dargebotene Muster zu identifizie-
ren: die Muster werden kurzfristig (50 ms) mit zufillig verteilten Punkten iiberlagert
dargeboten. Ziel der Untersuchung ist es, Informationen iiber die Art und Weise, in
der das sensorische System Musteraspekte herausfiltert, zu erfahren sowie die Ent-
scheidungsprozesse der Vpn zu charakterisieren. Insbesondere wird fiir die letzteren
angenommen, dass die Vpn nach dem Bayes-Theorem entscheiden.
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Es seien Ay, Ay und Az die im Experiment verwendeten Muster. Sie werden in
zufilliger Folge dargeboten; die Wahrscheinlichkeit, dass ein bestimmtes Muster A; in
einem bestimmten Versuchsdurchgang (Trial) dargeboten wird, ist P(A;) = 1/3. Es
sei B eine bestimmte Aspektmenge, d.h. ein Teilmuster, dass in allen drei Mustern
enthalten ist. Gesucht ist die bedingte Wahrscheinlichkeit einer Antwort P(A4;|B), d.h.
die Wahrscheinlichkeit, dass die Vp mit ” A;” antwortet, wenn sie nur das Teilmuster
B wahrgenommen hat. Im Laufe des Experiments hat sie gelernt, dass P(B|A;) = .25,
P(B|As) = .35, P(B|A3) = .65. Gesucht ist P(A;|B). Es ist

P(B|A1)P(A1) _
P(B)

P(A;|B)

P(B|A1)P (A1)
P(B|A1)P(Ay) + P(B|A)P(Az) + P(B|As) P(As)

und P(B|A3) =1 — P(B|A3) = .45. Mithin ist

25(1/3) B 25

P(A1|B) = =
(Al B) (1/3)(:25+ .35+ 45) .25+ .35+ .45

= .238 ~ .24.

Auf analoge Weise findet man P(A3|B) = .333, P(A3|B) = .429. Eine Entscheidungs-
regel der Vp konnte lauten: Nehme dasjenige Muster A; als das Dargebotene an, fiir
das die bedingte Wahrscheinlichkeit P(A4;|B) maximal ist. Dann wiirde die Vp mit
Wahrscheinlichkeit 1 das Muster A3 als gezeigt bezeichnen. Eine andere Regel wiire,
die Muster A; probabilistisch zu wihlen, und zwar jeweils mit Wahrscheinlichkeiten,
die den bedingten Wahrscheinlichkeiten P(B|A;) entsprechen. O

Urteilsfehler, die bei der Vorhersage von Ereignissen gemacht werden, beruhen zum
Teil ebenfalls auf Fehleinschdtzungen von bedingten Wahrscheinlichkeiten. Dazu muf3
man den Begriff der Hazardrate oder der bedingten Fehlerrate (conditional failure rate)
einfiithren.

Beispiel 1.3.5 Hazardfunktion Erfolg einer Therapie 1483t sich gelegentlich dadurch
beurteilen, dass man die Zeit 7 bis zum Wiederauftreten der Symptome der Erkrankung
misst. Fiir 7 = oo treten die Symptome nie mehr ein,der Patient ist endgiiltig geheilt.
Generell wird man sagen, je grofler 7, desto besser die Therapie. Man bestimmt nun eine
zeitliche Einheit - Stunde, oder Tag, oder Woche, etc. und kann nun nach der Wahr-
scheinlichkeit fragen, dass 7 in einer bestimmten Einheit liegt. Die in Frage stehende
zeitliche Einheit beginne zum Zeitpunkt ¢ und habe die Dauer At, d.h. die Einheit ist
durch das Intervall (¢, ¢+ At] bestimmt. Man kann nun die absolute Wahrscheinlichkeit
p(T € (t,t + At]) betrachten, oder aber die bedingte Wahrscheinlichkeit

oac(t) = P(T € (t, t + At]|T > t), (1.49)

also die bedingte Wahrscheinlichkeit, dass 7 € (t,¢ + At] fillt unter der Bedingung,
dass 7 > t ist. Nun gilt fiir zwei zufillige Ereignisse A und B mit p(B) > 0, dass
p(A|B) = p(ANB)/p(B). Setzt man A =7 € (t,t+ At] und B = 7 > t), so erhélt man

Te(tt+AtNT >t=1e€ (t,t+ At],
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denn das Ereignis 7 € (¢,t 4+ At] ist ja in 7 > t enthalten. Damit ist

p(T € (t,t + At])
p(T >1)

Einen interessanten Spezialfall erhélt man, wenn diese bedingte Wahrscheinlichkeit kon-
stant fiir alle ¢ ist. Dies bedeutet ja, dass das in Frage stehende zufillige Ereignis - also
etwa das Auftreten der Symptome - mit gréfler werdendem ¢ nicht mehr oder weni-
ger wahrscheinlich wird: man kann sagen, dass das Ereignis dann rein zufdllig auftritt.
Betrachtet man etwa die Intervalle (¢1,¢1 + At], (t2,t2 + At], (t3,t3 + At] etc., wobei
to = t1 + At, tg = to + At = t1 + 2At etc ist, so ist der Fall

Pat(t) = (1.50)

odat(ty) = konstant fiir alle k&
nicht gleichbedeutend mit der Aussage, dass
P(7 € (tg, tx, + At]) = konstant fiir alle k,

woraus folgt, dass diese Wahrscheinlichkeiten nicht reine Zufélligkeit widerspiegeln. Die-
se wiederum etwas gegenintuitive Aussage wird spéter noch genauer diskutiert werden.

O

Das folgende Beispiel ist zwar nur eine Denksportaufgabe, es illustriert aber die An-
wendung der bedingten Wahrscheinlichkeit auf erwartete Handlungen:

Beispiel 1.3.6 Das Gefangenenproblem Drei Verurteilte A, B und C warten auf
ihre Hinrichtung, die am kommenden Tag stattfinden soll. Aber es kommt ein Wérter
und sagt ihnen, dass einer von ihnen begnadigt worden sei, aber er diirfe nicht sagen, wer
es ist. Jeder der drei Gefangenen hat somit eine Uberlebenswahrscheinlichkeit von 1/3.
A schafft es, den Wirter zu bestechen, ihm einen Mitgefangenen zu nennen, der nicht
begnadigt worden ist. Der Wirter teilt ihm mit, B sei nicht begnadigt worden. A freut
sich, denn er folgert, dass entweder er oder C' begnadigt wurde, seine Uberlebenschance
also von 1/3 auf 1/2 gestiegen sei.

A irrt sich, denn die Entscheidung, ob er oder ein anderer begnadigt wurde, ist ja
schon vor der Befragung gefallen, und der Wirter kann ihm stets einen Mitgefange-
nen nennen, der nicht begnadigt wurde: wurde A begnadigt, kann der Wérter zufallig
zwischen zwei der Gefangenen, die nicht begnadigt wurden, wihlen, und wenn A nicht
begnadigt wurde, so kann der Wérter immer noch denjenigen Gefangenen nennen, der
ebenfalls nicht begnadigt wurde. Mit Wahrscheinlichkeit 2/3 wurde A nicht begnadigt,
und mit eben dieser Wahrscheinlichkeit wird vom Wérter der Mitgefangene genannt,
der ebenfalls nicht begnadigt wurde, und das heifit auch, dass mit Wahrscheinlichkeit
2/3 der Gefangene C begnadigt wurde. An As Wahrscheinlichkeit, begnadigt worden
zu sein (1/3) hat sich nichts geéndert.

Zur Ubung kann man den Apparat der bedingten Wahrscheinlichkeiten auf des
Gefangenen As Problem anwenden. Es seien a, b und ¢ die zufélligen Ereignisse, dass
A, B oder C begnadigt worden sind, und es gelte

p(a) = p(b) = p(c) = 1/3. (1.51)
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W4, Wp und W seien die zufilligen Ereignisse, dass der Warter A, B oder C' als den
nicht Begnadigten nennt. Da A fragt und der Wérter ihm nicht sagen darf, ob er begna-
digt wurde oder nicht, ist p(W4) = 0. A ist nun an den bedingten Wahrscheinlichkeiten
p(a|Wp) und p(c|Wpg) interessiert; p(b|Wpg) = 0, da der Wirter ja schon gesagt hat,
dass B nicht begnadigt wurde, p(c|Wg) = p(Wgl|c)p(c)/p(Wg) = (1/3)/P(Wg), denn
P(Wg|c) = 1, denn p(Walc) = 0, da A als Fragendem nichts ihn selbst Betreffendes
mitgeteilt werden darf, und p(W¢|c) = 0, da C nicht als nicht begnadigt genannt wer-
den kann, da C ja begnadigt wurde, mithin p(Wpg|c) = 1; nach (1.42), Seite 34, muf
ja
P(Wglc) + P(Wylc) + P(Wele) =1

gelten. Dann hat man

p(Whla)p(a) _ (1/2)(1/3)

a W = =
pleliVs) p(Ws)  P(Wp)
p(We|e)p(c) _ 1/3
p(c|W, =
CWe) = T Wa) (W)
und
11 1 1 1
p(Wg) = p(Wgla)p(a) + P(Wg|b)p(b) + P(Wg|c)p(c) = 53 U3 +lz =3
P Walap(@) _ (1/2)(1/3) _1
p{Wpgla)pla
W == = — —
e Wolehp(c) _ 1/3 _ 2
P{Wp|C)p(C
W = = — = —,
Der intuitive SchluB des Gefangenen A, seine Uberlebenswahrscheinlichkeit sei auf 1/2
gestiegen, ist nicht berechtigt. O

Beispiel 1.3.7 Ds Ziegenproblem Das Gefangenenproblem ist analog zum beriihm-
ten Ziegenproblem konstruiert. Es gibt drei Tiiren, und hinter einer von ihnen ist ein
Auto verborgen, das man gewinnen kann. Hinter den anderen beiden Tiiren steht je
eine Ziege. Eine Person soll raten, hinter welcher Tiir das Gefahrt steht. Die Wahr-
scheinlichkeit, dass sie korrekt rit, ist 1/3. Der Spielleiter will der Person behilflich sein
und o6ffnet, nachdem eine Tiir geraten aber noch nicht gedffnet worden ist, eine Tiir,
hinter der eine Ziege steht. Die ratende Person kann nun, wenn sie mochte, die Tiir
wechseln in der Hoffnung, ihre Chance auf den Gewinn zu erhéhen. Die Frage ist, ob
sie ihre Chance durch den Wechsel erhoht.

Um die Frage zu beantworten, mufl man allerdings nicht den langen Weg der Dis-
kussion bedingter Wahrscheinlichkeiten gehen. Denn wenn die Person mit der Wahr-
scheinlichket 1/3 die richtige Tiir wihlt, so wihlt sie mit der Wahrscheinlichkeit 2/3 ein
dr beiden ”falschen” Tiiren. In diesem Fall hat der Spielleiter jeweils nur eine Moglich-
keit, eine Tiir zu 6ffnen, hinter der eine Ziege steht, hinter der anderen Tiir steht dann
notwendig das Auto, und das heifit, dass man mit der Wahrscheinlichkeit 2/3 das Auto
gewinnt, wenn man die Tiir wechselt. (I
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Inkrementelle Konfirmation und Diskonfirmation von Hypothesen: Hypothe-
sen sind Aussagen, fiir die es entweder noch keinen Beweis gibt oder fiir die es auf
der Basis bereits vorhandenen Wissens keinen deduktiven Beweis geben kann. Man
versucht dann, empirische Evidenz fiir oder gegen die Hypothese zu finden. Man habe
aus einem Experiment Fuvidenz E, also Daten, gewonnen, die mit einer Hypothese H
vertréglich sind oder nicht; im ersteren Fall hat E einen bestétigenden oder konfirma-
torischen Effekt, im zweiten Fall wird der bisher existierende Grad von Bestitigung
reduziert. Die Begriffe der Bestétigung oder der Reduktion der Bestétigung sind vage,
zumal die Relation von E zu H h#ufig nicht alternativ als entweder bestétigend oder
nicht bestétigend zu sehen ist. Zur exakteren Fassung der Beziehung zwischen F und
H kann das Bayessche Theorem dienen.

Dazu werde noch ein allgemeines Wissen K (von ’knowledge’) eingefiihrt. Gesucht
ist ein Ausdruck fiir die bedingte Wahrscheinlichkeit P(H|K, E), wobei K, E verein-
fachend fiir K N E steht. Eine direkte Anwendung der Formel fiir die bedingte Wahr-

scheinlichkeit fithrt auf
P(H,K,E)

PHIK,E) = —p s

Die Beziehung (1.45), Seite 35, liefert dann
P(H,K,E) = P(K)P(H|K)P(E|H, K)
und weiter hat man P(F, K) = P(E|K)P(K), so dass

P(H|K)P(E|H, K)
P(EIK)

P(H|K,E) = (1.52)

Hempel (1945a, b) fithrte den hypothetico-deduktiven Ansatz (HD-Ansatz) ein. Die
Idee dabei ist, dass aus einer Hypothese H in Kombination mit dem vorhandenen
Wissen K eine Folgerung iiber einen im Prinzip beobachtbaren Sachverhalt E dedu-
ziert wird. Dann wird ein Experiment oder eine Untersuchung durchgefiihrt, in dem
oder in der iiberpriift wird, ob FE tatséchlich der Fall (F) ist oder nicht (=FE). Dieser
Ansatz ist eingebettet in den Versuch der logischen Empiristen (Wiener Kreis), eine
induktive Logik zu begriinden, die die deduktive Logik vervollstéindigen sollte, damit
gesichertes Wissen entstehen kann. Auf die extensive Diskussion dieses Ansatzes kann
hier nicht eingegangen werden, aber es kann gezeigt werden, wie der HD-Ansatz iiber
Bayes Theorem implementiert werden kann. Die Darstellung ist an Earman (1992)!!
orientiert.

Zunéchst wird der HD-Ansatz ein wenig formalisiert. Dazu wird angenommen, dass
(a) die Kombination {H, K} die Aussage E semantisch impliziert; damit ist eben ge-
meint, dass E aus H und K deduziert wird. Man schreibt dafiir auch {H, K} = F (|
steht fiir 'impliziert semantisch’). Weiter wird (b) 0 < P(H|K) < 1 angenommen, und
schliefllich wird (¢) 0 < P(E|K) < 1 postuliert. (b) und (c) bedeuten, dass H und K
zwar aus dem Wissen K abgeleitet werden konnen, es aber nicht sicher ist, ob H und E

HEarman, J.: Bayes or bust? A critical examination of Bayesian confirmation theor. MIT Press,
Cambridge, London 1992
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auch wirklich gelten. (a) bedeutet, dass P(F|H,K) = 1, denn E ist ja eine deduzierte
Implikation, so dass aus (1.52)
P(H|K)

P(H|K,E) = PEK) (1.53)
folgt. Wegen (c) folgt P(H|K)/P(FE|K) > P(H|K), also P(H|K,E) > P(H|K). Die
Wahrscheinlichkeit fiir H unter der Bedingung K und E ist demnach grofler als die
Wahrscheinlichkeit von H unter der Bedingung K, so dass E die Wahrscheinlichkeit
von H inkrementell erhoht. Der Satz von Bayes erlaubt es also, zu spezifizieren, was
es heiflen soll, dass die "Evidenz” E zur Bestéitigung von H beitrigt. Weiter folgt aus
(1.53), dass die inkrementelle Konfirmation von H um so groer ist, je kleiner P(E|K)
ist. Ein kleiner Wert von P(E|K) bedeutet, dass auf der Basis des vorhandenen Wissens
die Beobachtung von E wenig wahrscheinlich ist; die tatséchliche Beobachtung von E
bedeutet dementsprechend einen grofien Informationsgewinn relativ zu K.

1.4 Stochastische Unabhingigkeit

Zwei zufillige Ereignisse sind abhdngig, wenn p(A|B) # p(A), denn das Eintreten von
B erfordert dann eine andere Beurteilung der Wahrscheinlichkeit von A. Es gibt dann
irgendeine Art von Zusammenhang zwischen den Ereignissen. So sind etwa in der psy-
chologischen Diagnostik gewisse Abhéngigkeiten durchaus erwiinscht: ist B ein Sym-
ptom und A ein durch das Symptom vorhersagbares Merkmal, so héitte man gern eine
Abhéngigkeit der Art p(A|B) =~ 1.

Hier soll insbesondere die stochastische Unabhéngigkeit von zufélligen Ereignisse
charakterisiert werden.

Definition 1.4.1 Es sei (Q0,.A) der betrachtete Ereignisraum und A, B seien zwei
beliebige Ereignisse aus A. Gilt

p(A[B) = p(4), (1.54)
so heiffen A und B stochastisch unabhéngig.

Gilt (1.54), so ist klar, dass B die Vorhersage von A nicht erleichtert, denn die Wahr-
scheinlichkeit fiir das Eintreten von A wird durch die Kenntnis von B nicht veréndert.
Wegen p(A|B) = p(B|A)p(A)/p(B) folgt mit (1.54) sofort, dass auch p(B|A) = p(B),
so dass auch B von A stochastisch ist.

Nun gilt allgemein p(A|B) = p(A N B)/p(B). Setzt man p(A) fiir p(A|B) ein, so
erhélt man p(A) = p(AN B)/p(B), woraus sofort

p(AN B) = p(A)p(B) (1.55)

folgt; dies ist die Multiplikationsregel; sie gilt nur im Falle stochastischer Unabhéngigkeit
der Ereignisse A und B. Die Multiplikationsregel wird, wie eben gezeigt wurde, von
der stochastischen Unabhingigkeit impliziert. Umgekehrt folgt aus der Giiltigkeit der
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Multiplikationsregel auch die stochastische Unabhéngigkeit der Ereignisse A und B.
Denn angenommen, wir schreiben (1.55). Andererseits gilt allgemein nach (4.1) p(AN
B) = p(B|A)p(A), so dass wir p(A)p(B) = p(B|A)p(A) und damit p(B|A) = p(B)
folgern konnen; dies heifit aber, dass A und B stochastisch unabhéngig sind.

Der Fall der stochastischen Unabhéngigkeit ist ein Spezialfall von Abb. 1.1 (b),
wenn namlich

(P(B — A) + P(AN B))(P(A - B) + P(AN B)) = P(AN B) (1.56)

ist: sei P(B—A) = .3; P(A—B) = .2, P(ANB) = .2. Dann ist (.3+.2)(.24.2) = .5x .4 =
.2. Stochatische Unabhéngigkeit meint also nicht den Fall in Abb. 1.1, (¢), wo A und B
disjunkt sind. Der disjunkte Fall bedeutet Abhéngigkeit: P(A|B) = P(B|A) = 0, dann
P(ANB)=0.

Spezialfille:

1. Es seien A und B zufillige Ereignisse und es gelte p(A) = 0. Dann ist p(ANB) =
p(B|A)p(A) =0 = p(A)p(B). Also sind A und B stochastisch unabhéngig.

2. Es gelte A = Q und mithin p(A) = 1. Dann folgt p(B|4) = p(B) und mithin
p(AN B) = p(B|A)p(A) = p(B)p(A), und A und B sind wiederum stochastisch
unabhéngig.

Sind A und B stochastisch unabhiingig, so sind auch A und B stochastisch unabhingig.
Es ist p(A|B) = p(AN B)/p(B) = p(B — AN B)/p(B). Es ist
p(B)=p(B—ANBUANB)=p(B-—ANB)+p(ANB),

da (B—ANB)N(ANB)) = 0. Nach Voraussetzung gilt p(A N B) = p(A4)p(B), so
dass p(B) = p(B—ANB)+p(A)p(B), also p(B—ANB) = p(B)(1 —p(A)), mithin

p(B)(1 —p(A))
p(B)

d.h. aber, dass A und B stochastisch unabhingig sind. O

p(A|B) = = p(4),

Praktische und theoretische Fragen legen es nun nahe, die Definition der stochasti-
schen Unabhéngigkeit von zwei auf mehr Ereignisse zu verallgemeinern. Bei der Ana-
lyse von Tests und Fragebogen ist es z. B. gelegentlich wichtig, annehmen zu kénnen,
dass alle Aufgaben oder Fragen unabhéngig voneinander beantwortet werden. Bei ex-
perimentellen Untersuchungen moéchte man die Annahme machen kénnen, dass die
verschiedenen Versuchspersonen (Vpn) unabhéngig voneinander auf die experimentelle
Aufgabe reagieren, oder dass eine Vp in jedem Versuchsdurchgang unabhéngig von den
vorausgegangenen reagiert.

Definition 1.4.2 FEs sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Die zufilligen Ereig-
nisse A; € A, i=1,--- ,n heifflen
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1. paarweise stochastisch unabhéngig (beziiglich des Wahrscheinlichkeitsmafles P ),
wenn

p(A;iNAj) = p(Ai)p(4;)
fir alle i,j miti # j gilt;
2. stochastisch unabhéngig (beziiglich P ), wenn
p(Ai NN A, ) =p(Ai) - p(A,,)

fiir je endlich viele paarweise verschiedene Indices
My eylm € {1,...,777,}.
Gilt z.B. die Produktregel fiir alle Ereignisse A;, d.h.

p(A1N---NA,) =p(A1) - p(An),

so folgt daraus noch nicht die paarweise stochastische Unabhéngigkeit Es sei etwa
Q= {1,2,3}, p(1) = 1/2, p(2) = 1/2, p(3) = 0. Weiter sei 41 = {1}, Ay = {2},
Az = {3}. Dann ist p(4; N Az N Az) = p(0) = 0, weiter ist p(A1)p(A2)p(A43) = 0,
p(A1 N Ay) = p(@) = 0, aber p(A;)p(A2) = 1/4. Sind dagegen zufillige Ereignisse
A; € A stochastisch unabhéngig im Sinne von Definition 1.4.2, so sind sie auch paarweise
stochastisch unabhéngig; dies folgt unmittelbar aus der Definition.

Beispiel 1.4.1 In einem westlichen Industrieland gibt es 21 arbeitende AKWs. Die
Wabhrscheinlichkeit, dass wihrend eines Jahres in keinem AKW ein GAU, geschieht,
werde von den AKW-Befiirwortern mit .999 angegeben. Wie grof3 ist n die durch-
schnittliche Wahrscheinlichkeit fiir ein AKW, keinen GAU zu liefern?

Es sei A; das Ereignis, dass im i-ten AKW ein GAU innerhalb eines Jahres geschieht.
Es werde angenommen, dass die A;, 1 <4 < 21 stochastisch unabhéngig im Sinne Von
Def. 1.4.2 (2) sind. Dann sind auch die A; in diesem Sinne stochastisch unabhingig,
und die Wahrscheinlichkeit eines GAUs ist durch

n

p(kein GAU innerhalb eines Jahres) = H p(A;)
i=1

n = 21, gegeben. Die durchschnittliche Wahrscheinlichkeit, g, keinen GAU zu liefern,
ist durch das geometrische Mittel der p(4;) gegeben. Dann ist ¢*! = .999, so dass
g =.9992! = .9995 ist.

Wir kénnen jetzt noch berechnen, wie grofl die Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis
A, dass mindestens ein GAU eintritt. Dies ist die Wahrscheinlichkeit, dass mindestens
eines der Ereignisse A; eintritt. Offenbar ist dies Ereignis komplementér zu dem Ereig-
nis, dass kein GAU eintritt, so dass

p(A) =1-4;

gelten muB. Es ist p(A) =1 —.999 = .001. O
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Anmerkung: Die Wahrscheinlichkeit, dass mindestens eines der Ereignisse
Aj; eintritt, kann im Prinzip auch iiber die Formel p(A; U---U A,,) berechnet
werden; in der Tat ist dieser Ausdruck die direkte iibersetzung der Aussage
"mindestens ein Ereignis” in einen Formelausdruck. Tatséchlich ist dieser
Ausdruck aber sehr unhandlich, denn

p(A1U---UA,) =p(A1) + - +p(As) — R,

wobel R = —(p(A1NAs)+p(Ai1NAz)+---+p(A1NAsNAz)+---) ist. Man
bendtigt also die Wahrscheinlichkeiten fiir alle moglichen Konjunktionen der
Ereignisse. Abgewesen davon, dass diese Gréflen gar nicht immer bekannt

sind ist es rechnerisch sehr unékonomisch, auf diese Weise vorzugehen, denn
der Ausdruck

n n

p(A) =1-]]p(A) =1- ] -p(4))) (1.57)

i=1 i=1

benstigt nur die Wahrscheinlichkeiten p(A4;).

Beispiel 1.4.2 In der psychologischen Diagnostik ist man u. a. darum bemiiht, be-
stimmte Personlichkeitsmerkmale durch andere ”vorherzusagen”. Wir betrachten hier
der Einfachheit wegen nur Merkmale, die entweder ”vorhanden” oder ”nicht vorhanden”
sind. Sicherlich ist es so, dass stochastisch unabhingige Merkmale nicht zur wechsel-
seitigen Vorhersage taugen. Eine Schwierigkeit fiir die Diagnostik entsteht nun daraus,
dass aus der paarweisen stochastischen Unabhéngigkeit noch keine allgemeine stocha-
stische Unabhéngigkeit folgt. Dazu betrachten wir drei Merkmale M;, My und Ms.
Ist eines der Merkmale M; bei einer (zuféllig gewéihlten) Person vorhanden, so werde
gesagt, dass zufillige Ereignis A; sei eingetreten, i = 1,2,3. Lingere Beobachtungen
mdogen nun ergeben haben, dass p(4;) = .9, p(A2) = .7 und p(As) = .5 gilt. Weiter hat
man p(A; N Ay) = .63, p(A1 N As) = .45, p(A2 N A3) = .35 sowie p(A; N As N A3) = .14
gefunden.

Man rechnet sofort nach, dass fiir alle Paare (¢, j) mit i # j p(4;NA;) = p(A;)p(4;)
gilt, dass aber nicht p(A; N Ay N Az) = p(A1)p(A2)p(As) gilt. Wegen der paarweisen
stochastischen Unabhéngigkeit kann man nicht von einem Merkmal auf ein anderes
schlieffen. Kennt man aber bei einer Person die Ausprigung zweier Merkmale M; und
M;, so kann man aber nicht folgern, dass das dritte Merkmal M;, ebenfalls stochastisch
unabhéngig von M; und M; auftritt. Man hat es hier mit konfiguralen Abhdingigkeiten
zu tun, die sich in den bedingten Wahrscheinlichkeiten p(A41]A2 N A3), p(Aa| A1 N As),
p(As]A; N Ag) duBern. Anhand der gegebenen Werte berechnet man leicht p(A;|A2 N
Az) = .4 # p(A1), p(A2|A1 N A3) = 3111 # p(Az) und p(A3|A1 N Az) = .2222 # p(As).

Bedenkt man, dass der hier beschriebene Fall wegen der Beschrinkung auf drei
Merkmale eine starke Vereinfachung darstellt, so wird deutlich, dass die Diagnostik vor
einer auflerordentlich komplexen Aufgabe steht. O

Beispiel 1.4.3 Gegeben sei eine Population der Gréfle IV, aus der eine Stichprobe vom
Umfang n gezogen wird. Die Elemente der Stichprobe werden stochastisch unabhéngig
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voneinander, aber mit Zuricklegen gezogen. Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass
die Elemente der Stichprobe alle verschieden sind, also ein Element der Population
héchstens einmal gezogen wird? Es seien bereits j < n Elemente aus der Population

Abbildung 1.2: Wahrscheinlichkeit von Stichproben ohne Mehrfachziehungen beim un-
abhéngigem Ziehen mit Zuriicklegen
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gezogen worden, und keines dieser Elemente sei mehr als einmal gezogen worden. Das
Ziehen eines Elements aus der Population ist ein zufélliges Ereignis, fiir den j + 1-ten
Zug etwa Ej 1 (j+1 < n). Die Wahrscheinlichkeit, beim j + 1-ten Zug ein Element zu
ziehen, dass noch nicht in der bisher gezogenen Stichprobe enthalten ist, ist
N—-j J
pj+1 = p(Ejt1) = N 1- N
Fiir j = 0 ist noch kein Element gezogen worden, so dass fiir den ersten Zug pgy1 =

p1=1—0/N =1 gilt, fiir den zweiten p141 = p» =1 — 1/N, etc.. Die Ereignisse E; 1
sollen stochastisch unabhingig sein; also folgt

qP(Exn---NEy) = p(E)--p(En)

_ '1 (1 _ i{) (1.58)

In Abbildung 1.2 werden die Wahrscheinlichkeiten fiir zwei Populationen, eine vom
Umfang N = 50 und eine vom Umfang N = 100, dargestellt; die Zahlen in Klammern
an den x-Achsen stellen jeweils den Stichprobenumfang dar. Man sieht, dass fiir grofier

werdendes n die Wahrscheinlichkeit, jedes Element der Stichprobe nur einmal zu ziehen,
sehr schnell gegen Null geht.

O
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Kapitel 2

Zufillige Verdnderliche und ihre
Verteilungen

2.1 Allgemeine Definitionen

Wird ein Merkmal gemessen, so ist die Messung im allgemeinen mit zufélligen Fehlern
behaftet. In diesem Sinne sind die Werte der Messungen zufillige Variable: die gemesse-
nen Werte treten in Abhéngigkeit von den Auspriagungen der Merkmale, aber auch von
zufilligen Ereignissen auf. Um zu einer allgemeinen Charakterisierung von zufilligen
Variablen (ZV; auch Zufallsvariablen) zu kommen, muf} die Beziehung zwischen gemes-
senen Werten und zufilligen Ereignissen explizit gemacht werden. Nun reflektiert die
Zufilligkeit einer Variablen die Zufélligkeit von Ereignissen, und deshalb liegt es nahe,
eine zufillige Variable als Funktion dieser Ereignisse zu definieren. Eine Funktion ist
aber eine Abbildung einer Menge in eine andere. Diese Abbildung mufl aber gewissen
Bedingungen geniigen: (i) tritt das zufillige Ereignis A € A ein, so wird man fordern,
dass X Werte aus einer bestimmten Menge B(A) € R annimmt, wobei B(A) = B der
Wertebereich von X ist und R ist die Menge der reellen Zahlen, und (ii) umgekehrt
soll jede Teilmenge By C B einem zufilligen Ereignis Ag C A € A entsprechen. Die
Forderung (i) ist sicherlich selbstversténdlich; durch (ii) soll sichergestellt werden, dass
jedem Wert von X auch tatsédchlich ein beobachtbares Ereignis entspricht. Sicherlich
entspricht damit dem Mengensystem A ein bestimmtes System B von Teilmengen reel-
ler Zahlen. Weiter soll natiirlich die Wahrscheinlichkeit P, (B), mit der ein Wert aus B
gemessen wird, der Wahrscheinlichkeit P(A) entsprechen, mit der das Ereignis A € A
auftritt. Das Wahrscheinlichkeitsmafl P induziert gewissermafien ein Wahrscheinlich-
keitsmafl P, im Mengensystem B.

Definition 2.1.1 FEssei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Fine zufillige Verdnder-
liche (Zufallsvariable; ZV) ist eine Abbildung X : Q@ — R, die den Bedingungen

(i) P,{X € BCR}) = P(X~1(B)), X" 1(B) = A = {w € QX (w) € B},

(M) Pac({X - _OO}) = Px(<X - OO}) =0
49
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gentigt. Py ist das durch P auf B induzierte Wahrscheinlichkeitsmaf, wobei B durch
die Definition von X festgelegt wird.

Jedem Elementarereignis w e ) wird also genau eine reelle Zahl zugeordnet; dabei
kann aber verschiedenen w € ) dieselbe Zahl zugeordnet werden. Nimmt X Werte aus
einer bestimmten Menge B aus R an, so sollen den Elementen aus B die Elemente
einer Teilmenge A aus () entsprechen. Dabei ist es zuldssig, dass A aus nur einem
Element besteht. Die Wahrscheinlichkeit, dass X Werte aus der Menge B annimmt, soll
gleich der Wahrscheinlichkeit sein, dass das zuféllige Ereignis A eintritt. Der Begriff der
induzierten Wahrscheinlichkeit ist insofern wichtig, als ja die Definition einer zufélligen
Verédnderlichen im allgemeinen nicht eindeutig ist. So sei A das Ereignis, dass eine
zufillig gewdhlte Person eine Korperldnge zwischen 1.70 [m] und 1.75 [m] hat, und
X seien Lingenmessungen in Metern. Dem zufilligen Ereignis A entspricht dann das
zufiillige Ereignis, eine Messung aus dem Bereich B(A) = (1.70, 1.75) zu erhalten, d.h.
A entspricht dem Ereignis {1.70 < X < 1.75}. Wir kénnen aber auch vereinbaren,
die Korperldnge in Zentimetern zu messen. Bedeuten nun 1.70 und 1.75 Zentimeter
und ist weiterhin A die eben betrachtete Teilmenge von Personen, so ist sicherlich
P(A) # P,({1.70 < X < 1.75}), vielmehr ist P(A) = P,({170 < X < 175}). Zur
Definition von X gehort eben auch die Wahl der Mafleinheit, und damit wird eine der
Mafleinheit entsprechende Menge B von reellen Zahlen festgelegt. Bei der Betrachtung
von Funktionen von zufélligen Verénderlichen wird der Begriff der durch eine zufillige
Veranderliche induzierten Wahrscheinlichkeit weiter erldutert.

Der Index , kann im allgemeinen weggelassen werden; es kann aber niitzlich sein,
ihn bei der Betrachtung von Funktionen oder Transformationen von z. V. explizit zu
beniitzen.

Eine Menge M heiflit bekanntlich abzdhlbar, wenn sie entweder nur endlich viele
Elemente hat oder wenn sie zwar unendlich viele Elemente hat, die aber mithilfe der
natiirlichen Zahlen durchnummeriert werden konnen. Ist M nicht abzéhlbar, so heifit
sie auch tberabzihlbar. Die Menge M = {x|z € [0,1]} ist iiberabzdhlbar.

Definition 2.1.2 Ist der Wertebereich einer ZV X abzdhlbar, so heifit die ZV diskret.
Ist der Wertebereich iiberabzdihlbar, so heifit die ZV stetig.

Beispiel 2.1.1 Ein einfaches Beispiel ist wieder der Miinzwurf. Die zufillige Verdnder-
liche X werde wie folgt definiert:

1, wenn w=K

X(w) = { 0, wenn w=W

X ist offenbar diskret. Es werde die Annahme P(w = K) = P(w = W) = 1/2 gemacht.
Dann ist P,(X = 1) = Py(X = 0) = 1/2; diese beiden Werte definieren hier die
Wabhrscheinlichkeitsverteilung von X. Man sieht, warum P, durch P induziert wird:
hétte man X(w) = 5 fir w = K und X(w) = —5 fiir w = W definiert, so erhielten
wir Pp(X = 1) = P,(X = 0) = 0, denn die Werte 1 und 0 kénnen nun nicht mehr
auftreten. O
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Beispiel 2.1.2 Beim Wurf eines Wiirfels kann die Menge der Elementarereignisse
durch die sechs mdoglichen Seiten, die bei einem Wurf oben liegen kénnen, reprisen-
tiert werden. Es sei Q = {w1,- - -,wg}. Dann definiert X : @ - R, w; +— i, i =1,---,6
eine zufillige Verénderliche; X ist offenkundig diskret. Die moglichen Werte von X sind
die Augenzahlen, die jeder Seite zugeordnet werden.

Es sei A ={2,4,6}. Die Abbildung Y : Q — R, die durch

1, wenn we A

Y(“’):{ 0, wenn w¢ A

definiert ist, ist ebenfalls eine ZV. Y nimmt den Wert 1 an, wenn eine gerade Zahl
gewiirfelt wurde, und eine 0 fiir den Fall einer ungeraden Zahl. Den moéglichen Werten
von Y entsprechen jeweils drei Elementarereignisse. Dem Ereignis {Y = 1} entspricht
das Ereignis A, mithin ist P(Y = 1) = P(A), und dementsprechend ist P(Y = 0) =

P(A) =1— P(A) . Nimmt man weiter an, dass die Elementarereignisse w gleichwahr-
scheinlich sind, so ist P(Y =1) = P(Y =0) = 1/2. O

Zufillige Verédnderliche wie Y, die nur zwei Werte, 0 oder 1, annehmen kénnen, heiflen
auch Bernoulli- Variable.

Beispiel 2.1.3 Eine Miinze werde dreimal geworfen. Bei jedem Wurf liegt entweder
"Kopf” (K) oder ”Wappen” (W) oben. Es sei Q, = {K,W}. Die Menge der Elemen-
tarereignisse fiir das aus einem dreimaligen Wurf bestehende ”Experiment” seien die
moglichen Folgen aus Elementen aus €2y, also Qg = Qg x Qo x Q. Dann werde ein ZV
X : Q — N C R definiert durch w — 7 € N, genau dann, wenn w € {2 genau i-mal das
W enthilt, wenn also eine Folge von Wiirfen gerade i-mal W enthilt. Die || = 23 =8
Elemente aus 2 werden also den vier natiirlichen Zahlen 0, 1, 2 und 3 zugeordnet. Es ist
X(KKK)=0, X(WKK)=X(KWK)=X(KKW) =1, X(WWK)=X(WKW) =
X(KWW) = 2, X(WWW) = 3. X ist diskret. Man hat p(X = 0) = P(KKK),
P(X =1) = pWKKUKWKUKEKW) = p(WKK) + p(KWK) + p(KKW),
P(X=2)=PWWKUWKWUKWW)=PWWK)+P(WKW)+P(KWW) denn
die Ereignisse WKK, KWK und KKW kénnen nicht zugleich auftreten (sind durch-
schnittsfremd), und p(X = 3) = p(WWW). Nimmt man an, dass jede Folge von drei
Wiirfen gleichwahrscheinlich ist, so ist insbesondere P(X =0) =1/8, P(X = 1) = 3/8,
P(X =2)=3/8, P(X =3)=1/8. O

Beispiel 2.1.4 In einem Experiment zu Lernen von Begriffen hat die Vp die Aufga-
be, die Reizmuster aus einer bestimmten Menge von Mustern verschiedenen Klassen
zuzuordnen. Der Einfachheit halber falle ein Muster entweder in die Klasse A oder in
die Klasse B. Dabei mufl sie die Regel, nach der die Klassifikation zu erfolgen hat,
aufrund der ”richtig”- und ”falsch”-Meldungen des Versuchsleiters, die er nach jeder
Darbietung und erfolgter Klassifikation eines Reizmusters gibt, erschliefflen. Es wird
angenommen, dass die Vp Hypothesen iiber die Zuordnungsregel bildet und anwendet,
wobei sie eine Regel so lange anwendet, wie sie zu "richtig”-Antworten des Versuchlei-
ters fiihrt. Bei einer ”falsch”-Antwort verwirft sie die Hypothese und bildet eine neue.
EsseiQ=1{1,2,3,---} =N, X : Q@ — N C R sei die ZV, die die Anzahl der Hypothesen
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reprasentiert, die die Vp bilden muf, bis sie eine gefunden hat, die fiir alle Muster zu
"richtig”’-Antworten fithrt. X ist diskret. Die Anzahl der moglichen Hypothesen wird
im allgemeinen endlich sein. Man konnte aber die Hypothese aufstellen, dass die Vp
Hypothesen wihlt wie man Kugeln aus einer Urne ”zufillig” wahlt, wobei eine schon
einmal gewihlte Hypothese wieder gezogen werden darf. Dann kann X unendlich viele
Werte annehmen. ([

Beispiel 2.1.5 Im Rahmen eines psychiatrischen Forschungsprogramms sollen die so-
zialen Akte schizophrener Patienten erfafit werden. Dazu wird die Anzahl dieser Akte
innerhalb einer Woche bestimmt. Fiir jeden Patienten wird eine ZV X definiert, die die
Anzahl sozialer Akte reprisentiert (X = k bedeutet also, dass das zufillige Ereignis Ay
= {die Menge der sozialen Akte umfafit k& Elemente} eingetreten ist. Die Definition von
Ay, fallt gewissermafen mit der von X zusammen). Dann ist P,(X = k) = pp = P(Ag)
die durch P induzierte W-Verteilung von X. (]

Stetige zufillige Verdnderliche treten in den folgenden Beispielen auf:

Beispiel 2.1.6 Ein Autofahrer fahrt auf einer Strafle, auf der unvermittelt ein Hinder-
nis auftritt. Von dem Moment ¢, an, in dem er das Hindernis wahrnimmt, bis zu dem
Zeitpunkt, in dem er auf die Bremse tritt, vergeht eine gewisse Zeit ¢t > 0.

Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit kann man ¢y = 0 setzen. Es sei Q = {w|w
Zeiten grofler/gleich to}. Die Abbildung X : Q@ — Ry, Ry = {z|x ¢ R, x > 0} definiert
eine ZV, die die Zeit bis zur Reaktion (d.h. bis zur Betitigung des Bremspedals) re-
préasentiert. Dann wird jedem w € © (durch eine Uhr) eine reelle, positive Zahl X (w)
zugeordnet, und diese Zuordnung wird durch die Wahl der Zeiteinheit mitbestimmt. Die
Beziehung zwischen dem Wert einer stetigen zufélligen Verédnderlichen und der Wahr-
scheinlichkeit, mit der er auftritt, ist etwas komplizierter als bei diskreten Variablen
und muf} etwas ausfiihrlicher behandelt werden. O

Beispiel 2.1.7 Es werde noch einmal das Beispiel 2.1.5 betrachtet; X sei wieder die
Zeit bis zur Reaktion, gemessen in einer bestimmten Zeiteinheit. X ist eine stetige ZV.
Es sei A € A, A die zugrundeliegende o-Algebra, ein bestimmtes Zeitintervall und A
das zugehérige Intervall auf der reellen Achse; die Breite des Intervalles A hiingt von
der gewihlten Zeiteinheit ab. P,(A) = P(A) ist die durch das Wahrscheinlichkeitsmaf
P induzierte W-Verteilung von X. Es sei w € ) eine bestimmte Reaktionsdauer, die als

X|[-] ausgedriickt werden kann. [-] ist die gewihlte Zeiteinheit, etwa Millisekunden. [

Die folgende Definition gilt fiir diskrete wie fiir stetige zufillige Verdnderliche gleicher-
maflen; sie wird aber benétigt, um fiir stetige ZV WahrscheinlichkeitBuordnungen zu
treffen:

Definition 2.1.3 Es sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Die Abbildung F :
B —[0,1], F(z) = P(X < z) = P(X e(—o00,x]) heifit Verteilungsfunktion der ZV X.

Aus dieser Definition folgen sofort einige wichtige Eigenschaften der Verteilungsfunk-
tion; zur Erinnerung werde vorher noch der Begriff des Limes von rechts (bzw, links)
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erldutert. Es sei ¢(z) eine Funktion von x. Es sei @ < z. Man kann nun ”von oben”
x gegen a streben lassen. Existiert der Grenzwert lim, |, ¢(z) = ¢4 (a), so heiit ¢ (a)
rechtsseitiger Grenzwert. Analog kann man fiir < a den Grenzwert von ¢(x) betrach-
ten; dieser sei p_(a) = limgyq ¢(2); ¢—(a) heiit linksseitiger Grenzwert. Die Grenzwer-
te ¢p_(a) und ¢4 (a) miissen nicht iibereinstimmen. Ist ¢4 (a) > ¢_(a), so macht die
Funktion ¢ an der Stelle a einen Sprung der Grofe ¢ (a) — p_(a).

Satz 2.1.1 Es sei X eine zufillige Verdnderliche und F : B — [0,1] ihre Verteilungs-
funktion. Dann hat F' die folgenden Eigenschaften

(a) 0< F(z) <1

(b) fir x <y folgt F(z) < F(y)

(c) F(—00) =0, F(c0) =1

(d) limy_o F(x — h) = F(z), h > 0, d.h. F ist stetig von rechs.

(e) fira <b gilt p(X €(a,b]) =p(X <b) —p(X < a)=F(b) — F(a)

Beweis: (a) Da P(X < z) eine Wahrscheinlichkeit ist, mufl 0 < F(z) < 1 sein. (b)
Es seien « und y zwei beliebige Werte von X, die die Bedingung = < y erfiillen.
Da (—o0,z] C (—o00,y] mul nach Satz 4.3.1 (d) p((—o0,z]) < p((—o0,y]) und damit
F(x) < F(y) sein, d.h. F' muf eine monoton wachsende Funktion von z sein. (¢) Da
X < oo folgt wegen (b) sofort, dass F'(oo) = 1 sein muB; analog folgt F'(—oc) = 0.
(d) Eine Funktion heiit stetig von rechts, wenn fiir jede Folge y1, y2, ... , die einen
Punkt = von rechts konvergiert, der Grenzwert F(x) existiert. Es sei yi1, yo,... eine
solche Folge. Dann ist das Intervall (—oo, | der Durchschnitt der Intervalle (—oo, y,],
und es ist p((—oo,z]) = p(N(—o0,yn]) = limp—oo F(yn). (e) Es sei A das zufillige
Ereignis, dass X im Intervall (—oo,a] liegt, und B sei das zufiillige Ereignis, dass X
im Intervall (—oo, b] liegt und es sei a < b. Dann ist A das Ereignis, dass X in (a, 00)
liegt. Dann ist A N B das Ereignis, dass X € (a, b] und nach Satz 3.1, (c) ist dann
p(ANB) = p(X e(a,b]) = p(B) — p(A) = F(b) — F(a)

O

In vorangegangenen Satz wurde die Wahrscheinlichkeit, dass X in einem halb-
offenenem Intervall liegt, angegeben. Natiirlich 148t sich auch die Wahrscheinlichkeit,
dass X einen Wert im abgeschlossenen Intervall [a,b] annimmt, ausdriicken. In Satz
2.1.1, (e) fehlt nur der Wert der Wahrscheinlichkeit, dass X den Wert a annimmt. Aus
Satz 2.1.1 (e) ergibt sich dann

p(X ela,b]) = F(b) — F(a) + p(X = a), (2.1)
und fiir die Wahrscheinlichkeit, dass X im offenen Intervall (a, b) liegt, ergibt sich
p(X €(a,b)) = F(b) = F(a) — p(X =b). (2.2)

Satz 2.1.1 (e) zeigt, dass die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses X ¢€(a, b] iiber die Ver-
teilungsfunktion F' ausgedriickt werden kann. (2.1) und (2.2) erweitern dieses Resultat
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fiir offene und geschlossene Intervalle. Laf3t man nun b gegen a streben, so strebt nach
(2.1) P(X €(a,b)) gegen P(X = a), sofern F in a einen Sprung (der Hohe P(X = a))
hat. Ist aber F stetig in a, so ist die Hohe des Sprunges und damit P(X = a) gleich
Null.

In Satz 2.1.1 (e) wird die Wahrscheinlichkeit, dass X einen Wert in einem (halb-
offenem) Intervall (a,b] annimmt, durch die Differenz F(b) — F'(a) ausgedriickt. Fiir
a = —o00, b=z folgt dann sofort

F(z) =p(—oc0o < X < xz). (2.3)

Wir betrachten zunéchst abzéhlbare Mengen 2. Die Werte der zufélligen Verédnderlichen
konnen dann durchnummeriert werden, d.h. X nimmt die Werte z1,zs,x3,... an Es
sei P, die W-Verteilung von X; fiir jeden X-Wert z; existiert eine Wahrscheinlichkeit
P,(z;). Allgemein gilt P(X €(a,b]) = F(b) — F(a), und F(x) = P(X < x) ist eine
monoton steigende Funktion von x. Nun sei x = x; + & < x;41. Es haben aber Werte
von x zwischen zwei benachbarten Werte, x; und w41 die Wahrscheinlichkeit Null,
und da andererseits F'(x) eine monoton steigende Funktion von x ist, kann F' fiir diese
Werte von z nicht kleiner werden. F' kann aber auch nicht wachsen, also muf§ F'(x) fiir
rj < v < xj41 konstant sein. Erst, wenn x den Wert z;,; annimmt, macht F' einen
Sprung, und zwar um den Betrag p(X = z;41) = F(xj41) — F(z;). Wir konnen die
P(X = z;) in einem Stabdiagramm darstellen. Offenbar ist

k

F(xp) =) P(X =) (2.4)

1=1

Man beachte, dass X nicht notwendig eine Anzahl von Elementen oder Ereignissen be-
deuten mufl. Q kann z.B. eine Gruppe von Personen sein, und X ist eine nach irgend-
welchen Kriterien gewihlte Durchnummerierung der Personen. F(z;) = P(X < zy)
mit zp = k ist dann die Wahrscheinlichkeit, dass man bei zufilliger Wahl eine der
Personen wihlt, deren Nummer zwischen 1 und k liegt.

Beispiel 2.1.8 Miinzwurf Fiir den Miinzwurf ist die zuféllige Verdnderliche X geméf

1, w=K,
X(w):{ 0, w=W,

und es ist p(X = 1) = p(X = 0) = 1/2. Die Verteilungsfunktion ist dann durch

0

)

F(z) =

I

=N O
8 O 8
IV IAN A

1

)

gegeben. In x = 0 springt die Funktion F' um den Betrag 1/2, d.h. um die Wert der
Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis {X = 0}. In 2 = 1 springt F wieder um den Betrag
1/2, d.h. um den Wert der Wahrscheinlichkeit des Ereignisses {X = 1}. Die Intervalle
(x; — Az, x;] sind hier die Intervalle zwischen den natiirlichen Zahlen -1, 0, 1, 2, ... O
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Beispiel 2.1.9 Fiir den Wiirfel (vergl. Beispiel 2.1.1) ist Q@ = {w|w ist eine der sechs
Seiten des Wiirfels}, und mit Laplace kann man anehmen, dass P(w) = 1/6 fiir alle
w € Q. iiblicherweise (und trivialerweise) wéhlt man die ZV X : Q — {1,2,3,4,5,6},
X(w) — i, 1 < i < 6. Dann ist P,(i) = P(w) = 1/6 fir alle w bzw. i die durch P
induzierte Wahrscheinlichkeitsverteilung. Die Verteilungsfunktion ist durch

0, X <1
Fk)y=P(X <k)=S Y. Pk, 1<k<6 (2.5)
1, X>6

wobei P, = P(X = k) = 1/6. Die Wahrscheinlichkeitsverteilung p(X = k) ist eine
diskrete Gleichverteilung, da (i) X nur diskrete Werte annimmt, und (ii) alle p(z = k)
gleich grof} sind.

O

Nach Satz 2.1.1, Gl (2.1) ist p(X €(a,b]) = F(b) — F(a). Betrachten wir nun die Reak-
tionszeiten aus Beispiel 2.1.8. Gesucht ist Représentation fiir F'(z), die zu (2.4) analog
ist. Es wird nun vorausgesetzt, dass F' eine stetige und auf dem Definitionsbereich dif-
ferenzierbare Funktion ist'. Es werde b = a4 Az gesetzt. Wegen der Differenzierbarkeit
existiert dann, mit x = a, jedenfalls der Grenzwert

dF . F(z+ Az) — F(x)

_—n= = l

dx /(@) Avso0 Ax
aus Az > 0 und F(z + Az) > F(x) folgt, dass stets auch f(x) > 0 fiir alle x aus dem
Definitionsbereich von F'.

(2.6)

Ersetzt man Az durch dx, so hat man
Fz+dx)— F(z) =plx < X <z +dz) = f(z)ds. (2.7)

Die Wahrscheinlichkeit, dass X zwischen x und = + dx liegt, ist also durch f(z)dx
gegeben. Man muf} hier bedenken, dass es sich nur um eine symbolische Schreibweise
handelt, denn dx entspricht ja keinem bestimmten numerischen Wert; in der Tat gilt
aber fiir hinreichend kleines Az € R, dass p(x < X < z+Ax) ~ f(z)Az. Die Ableitung
f(z) = dF (x)/dx ist keine Wahrscheinlichkeit.

Definition 2.1.4 Es sei B der Wertebereich von X, F: B — [0,1] sei eine Vertei-
lungsfunktion Dann heifit f = dF/dx > 0 die zu F gehirige Dichtefunktion.

Wegen f(z) = dF(x)/dx erhélt man nun sofort eine Darstellung fiir F' :

Fa) = [ " 16 de (2.8)

d.h. F(x) ist das Integral der Dichtefunktion f. Im Falle einer stetigen Verteilungsfunk-
tion wird also die Summe in (2.7) fiir Az — 0 durch ein Integral ersetzt. Wegen (2.2)
erhélt man aus (4.6.11) sofort

/ T de =1, (2.9)

'Es geniigt, wenn F bis auf abzéhlbar viele Punkte differenzierbar ist.
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d.h. die Dichtefunktion f muf} stets so normiert sein, dass das Integral von f iiber dem
Definitionsbereich gleich 1 wird. Weiter folgt fiir p(X e(a, b]) wegen (2.1) aus (4.6.12)
sofort

b a
p(X € (a,b]) = F(b) - F(a) = / £(€)de - / f(&)de. (2.10)

Beispiel 2.1.10 Der Autofahrer in Beispiel 2.1.6 pralle zur Zeit T auf das Hindernis,
falls er es nicht rechtzeitig bemerkt und abbremst. Es sei wieder to der Zeitpunkt, zu
dem er das Hindernis bemerke, tg < T'. Es sei X die Reaktionszeit, und es gelte

¢
p(X <t)= [ f(r)dr, (2.11)

to
wobei die zusétzliche Annahme ¢ < T sinnvoll ist. Die Wahrscheinlichkeitdichte f ist
dann auf dem Intervall [tg, T] definiert, und es gilt g(7) = 0 fiir X < ¢tp und ¢t > T.
Insbesondere gelte f(X) = 1/(T — to) fiir alle X €[to, T]; f(X) ist damit konstant fiir
alle Werte von ¢ aus [tg,T]. Die Dichte f heifit deshalb auch stetige Gleichverteilung.
Man findet dann, dass P(X < t) = (t — to)/(T — to) fiir t €[ty, T]. Fiir t = T folgt
P(X<T)=1. O

Der Vollstandigkeit halber soll noch der Begriff des Stieltjes-Integrals eingefiihrt werden,
der bei der Betrachtung von Verteilungsfunktionen und damit zusammenhéngenden
Groflen wie Erwartungswerten (vergl. Abschn. 2.5) gelegentlich auftaucht.

Definition 2.1.5 Es seien ¢(x) und ¢ (x) auf dem Intervall [a,b] der reellen Achse
erklirte Funktionen. [a,b] werde in Teilintervalle a < x1 < x9 < - - Ty, < b zerlegt. Es
sei & € [Tk, Tpr1]. Dann heifit

m—1

o= (&)W (@rer) — (an)]
k=

Stieltjes-Summe. Es sei I € R. Gibt es zu jedem € > 0 ein & > 0 derart, dass fiir jedes
A = max(zg1 — xx) < 0 die Bedingung |0 — I| < e fiir beliebige Zerlegung von [a, b]
und beliebiger Wahl von & € [xk, xr11] erfillt ist, so heifst I Stieltjes-Integral von ¢
nach ; man schreibt

b
I= / (@) ().

Fiir g(z) = = geht das Stieljes-Integral in das gewdhnliche Riemann-Integral iiber. Fiir

©(z) = 1 erhélt man
b
I / dis(x)

Es sei n = di/dz, so dass ¢ = [ ndz. Dann ist d¢p = ndx und f: dy(z) = f(f ndx = ).
Fiir die Verteilungsfunktion F' und die Dichte f gilt aber gerade die Beziehung f =
dF/dx, F = [ fdx; wir konnen also F als Stieltjes-Integral F' = [ dF schreiben. Die
Wahrscheinlichkeit P(X <t) in (2.1) etwa kann dann in der Form

P(th):/tdF(T)

to
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geschrieben werden.

Es sei F eine stetige Wahrscheinlichkeitsverteilung. Es werde noch die Wahrschein-
lichkeit betrachtet, dass X einen speziellen Wert x annimmt. Es sei a = z, b = x + Ax.
Nach (2.1) ist dann

p(X e(z,z+ Az]) = F(z + Azx) — F(x).

Dann ist
p(X =z)= lim p(X e(z,z + Azx])
Az—0

und wegen (2.10) folgt sofort p(X = x) = 0. Man mache sich hier noch einmal klar,
dass zwar die Wahrscheinlichkeit, dass X einen bestimmten Wert x annimmt, stets
gleich Null ist, das Ereigis {X = z} aber keinesweges unméglich ist; nur fiir diskrete
Verteilungen kann p(X = ) # 0 sein. Es sei F' wieder eine stetige Verteilungsfunktion,
und es seien x1, x2, 3, .... verschiedene Werte von X, die die Bedingung

x;—x; >e>0

fir ¢« # j erfiillen. Fiir jeden der Punkte x; gilt jetzt p(X = x;) = 0. Weiter sei
M = {z1,x2,x3,....}; M kann als zufilliges Ereignis interpretiert werden, dass dann
eingetreten ist, wenn X einen der Werte x; angenommen hat. Dann ist nach dem Axiom
K3 (s. Definition 1.2.11):

p(X e M)=p(X =21) +p(X = 22) + p(X = 23) + ...

und da die p(X = z;) = 0 fiir alle i folgt, dass p(X e M) = 0, unabhingig davon, wieviele
Elemente M enthilt, und unabhéngig davon, wie gro8 die Differenz ¢ = x; — x; ist, so
lange nur € > 0 ist. Man spricht in diesem Falle auch von singuldren Punkten. Man wird
bei stetigen zufilligen Verdnderlichen also nicht alle mdglichen Teilmengen von €2 als
mogliche zufilligen Ereignisse betrachten, sondern sich auf o-Algebren beschrianken, die
weniger als die Menge aller Teilmengen enthalten. Alle Teilmengen, die aus singulédren
Punkten bestehen, haben ja die Wahrscheinlichkeit Null. Die einzig ”interessanten”
Teilmengen aus R sind die offenen, halboffenen und geschlossenen Intervalle, denn nur
fiir sie kann P, Werte ungleich Null annehmen (dies sind die Borel-Mengen) Teilmengen
aus singuldren Punkten heiflen dann auch Mengen mit (Wahrscheinlichkeits-) Mafl Null.
Ereignisse, die solchen Mengen entsprechen, sind dennoch nicht unmdoglich!

2.2 Mehrdimensionale Verteilungen

Eine zufillige Verinderliche représentiert im allgemeinen nur ein Merkmal. Héufig ist
man aber an der gleichzeitigen Betrachtung mehrerer Merkmale interessiert. Dieses
Interesse wird z.B. in der Regressionsrechnung illustriert.

Dies fiihrt zu der folgenden

Definition 2.2.1 FEs seien X1,--- , X, zufdllige Verdnderliche. Dann heifst

X = (X1, -, Xn)
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auch mehrdimensionale (insbesondere: n-dimensionale) zuféllige Veranderliche oder auch
zufilliger Vektor, und

F(xy,--,xn)=PXg <z nN---NX, <xp) (2.12)
heifit die gemeinsame Verteilung der X1, -, X,,.
Statt P(X; < z1N---NX, < xz,) wird auch einfach P(X; < z1,--- , X, < zy)

geschrieben.

Die mehrdimensionale ZV X heiflt diskret, wenn die X; nur abzéhlbar viele Werte
annehmen koénnen. Dann gilt wieder

1 In
Flay, - ,an) =Y Y P(Xy=m1,+, Xp = 12y) (2.13)

wobei die gemeinsame Wahrscheinlichkeitsverteilung ist; die Summation erstreckt sich
jeweils bis zum Wert x;.

Die mehrdimensionale ZV heifit stetig, wenn es eine nichtnegative Dichtefunktion
f(x1,--- ,x,) gibt derart, dass

F(zy, - ,x / flz1,- - xn)dey - - day (2.14)

Setzt man in (2.13) und (2.14) die maximal mdoglichen Werte fiir x1,--- , 2z, ein, so
ergibt sich F(xy,--- ,x,) = 1.

Erstreckt an den Integrationsbereich in (2.14) aller Variablen bis auf eine, x;, auf
den Gesamtbereich (—oo, 00), so erhélt man die Randverteilung F; von z;, d.h.

Fi(x;) / / / flz1, - xn)day -+ - day, (2.15)

Eine analoge Aussage gilt fiir (2.13).
Zwischen den z1,--- , X, konnen beliebige Abhéingigkeiten bestehen. Der Fall, dass

die X; vollig unabhéngig voneinander variieren, ist ein Spezialfall:

Definition 2.2.2 Die zufdilligen Verdnderlichen Xy, ---, X, heiflen stochastisch un-
abhéngig , wenn
F(zy, - ,xp) = F(x1) -+ F(zp) (2.16)

gilt.

Erstreckt man den Integrationsbereich in (2.16) aller Variablen bis auf eine, x;, auf den
Gesamtbereich (—oo, 00), so erhilt man die Randverteilung F; von x;, d.h.

(22) / / /f:nl, )y - dan (2.17)

Eine analoge Aussage gilt fiir (2.13).

Definition 2.2.3 Es sei X = (X1, --,X,) ein Vektor. Sind die X;, 1 < i < n,
zufdllige Verdnderliche, so heif$t X zufalliger Vektor.
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2.3 Bedingte Verteilungen und Hazardfunktionen

Es seien A und B zwei zufillige Ereignisse. Die bedingte Wahrscheinlichkeit P(A|B)

ist durch

p(AN B)
p(B)

definiert. Bedingte Wahrscheinlichkeiten treten auch in Zusammenhang mit Fragen

nach der Verteilungsfunktion zufélliger Verénderlicher auf. Man hat die folgende

P(A|B) = (2.18)

Definition 2.3.1 FEs sei X eine zufillige Verdnderliche mit der Verteilungsfunktion F,
und A ein zufilliges Ereignis. Die bedingte Verteilung von X ist die bedingte Wahr-
scheinlichkeit

P(X <z|A)
Fpz|d) = —————= 2.1
(xl4) = S50 (2.19)
wobei {X < z|A} ={wjw e A CQ} N{w|lw € N, X(w) <=zx}. Die Funktion
dF (x| A)
A)=——= 2.20
flald) = (2:20)
heif$t bedingte Dichte bzw. bedingte Wahrscheinlichkeitsfunktion.
Es folgt sofort wieder
F(oo]A) =1, F(—o0|A)=0. (2.21)

Beispiel 2.3.1 Es sei Q die Menge der Studenten einer Universitit, und es sei A das
Ereignis, dass ein(e) zufillig ausgewiihlte(r) Student(in) o € Q Psychologie im Haupt-
fach studiert. Weiter sei X der Intelligenzquotient eines Studenten. Werden Personen
aus der Population der Studenten zufillig gewéhlt, so ist X eine zufillige Verénderliche.
In bezug auf die Gesamtpopulation gelte E(X) = 100, Var(X) = 225. Gesucht ist die
Wahrscheinlichkeit P(X < 110|A).

Aus den Rektoratsunterlagen weifl man, dass der Anteil der Studierenden mit dem
Hauptfach Psychologie gleich .022 ist. Aus den ausgedehnten Untersuchungen des Fach-
bereichs Psychologie weil man, dass P(X < 110N A) = .00556 ist. Aus 2.19) folgt dann
sofort P(X < 110|A) = .00556/.022 ~ .25. O

Es sollen jetzt noch zufillige Ereignisse betrachtet werden, die in bezug auf die zufillige
Veranderliche X definiert sind.

Satz 2.3.1 Es sei X eine zufillige Verdnderliche mit der Verteilungsfunktion F,,, und
es seien A ={X <a}, A={X > a} komplementire zufillige Ereignisse. Dann gilt

Fy(x)/Fy(a), z<a
F.(z|A) = (2.22)
1, T >a

und

Fy(z|A) = (2.23)
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Beweis: Der Beweis ergibt sich sofort aus (2.19): fiir (2.22) hat man P(A) = F,(a)
und P(X <2NX <a)=PX <2z)fire<a P(X <2zNX <a)=Fya) fir z > a.

Fiir 2.23) hat man P(A) =1 — Fy(a) und P(X < 2zNX > a) = Fy(x) — Fy(a) fir
x>a,und P(X <2zNX >a)=0 fir X <a. O

Aus (2.22) ergibt sich sofort die Dichtefunktion

£ (el ) = { ) = £ [ @, < (2.24)
Aus (2.23) findet man sofort
folold) = L8 f(@) z>a (2.25)

C1—Fy(a) [ fo(z)da’

Die Dichtefunktion f,(z|A) = fz(x|X > a) ist von besonderem Interesse:

(i) In Studien zur Reliabilitit von Materialien etwa sei X diejenige Belastung eines
Materials, bei dem das Material bricht: dann ist f;(z|X > a)dz die Wahrschein-
lichkeit, dass das Material bei einer Belastung zwischen a und a + dx bricht unter
der Bedingung, dass es bis zur Belastung a nicht gebrochen ist.

(ii) In der Psychophysik untersucht man u.a. die Entdeckbarkeit eines bestimmten
Reizes. Es sei X diejenige Intensitéit des Reizes, bei der der Reiz mit einer be-
stimmten Wahrscheinlichkeit entdeckt wird; f,(z|X > a)dx ist die Wahrschein-
lichkeit, dass er mit einer Intensitit zwischen a und a + dz entdeckt wird unter
der Bedingung, dass er bei der Intensidt a noch nicht entdeckt worden ist.

(iii) Es sei t das Alter eines Menschen, in dem eine bestimmte Krankheit ausbricht;
t wird hier als zufiillige Verénderliche betrachtet. Dann ist fi(¢t|t > to)dt die
Wabhrscheinlichkeit des Ausbruchs der Krankheit in der Zeit zwischen ¢ und t +
dt unter der Bedingung, dass die Krankheit bis zum Zeitpunkt ¢y noch nicht
ausgebrochen ist.

(iv) Es sei t die Zeit, die eine Person bis zu einer bestimmten Reaktion benotigt (Auf-
finden eines Wortes, Losen einer Aufgabe, Betéitigung des Bremspedals). ¢ ist
sicherlich eine zufillige Verdnderliche. Dann ist f;(t|[t > to)dt wieder die Wahr-
scheinlichkeit der Reaktion zwischen ¢y und tg + dt unter der Bedingung, dass die
Reaktion nicht bis zum Zeitpunkt tg erfolgte.

Bayesscher Satz Der Satz von Bayes kann fiir Wahrscheinlichkeitsfunktionen bzw.
- dichten angeschrieben werden. Sind sowohl die zufélligen Verdnderlichen X und Y
diskret, ht man sofort

PY =yl X =2)P(X = x)

PX=z|Y =y) = (2.26)

P(Y =y)
Sind sowohl X wie Y stetig, so folgt aus dem Begriff der bedingten Dichte
fxy (@,y) fxy(@,y)
IxY =y)=—F7— fHyX=r)=—F"-—
S o IS G )
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Iyl X =z)fx(z)
Ty ()

fr(y) kann wieder aus dem Satz der totalen Wahrscheinlichkeit bestimmt werden:

fx @Y =y) = (2.27)

fr(y) = / T A WIX = 6 fx(©)de. (2.28)

Natiirlich konnen auch Kombinationen von diskreten und stetigen Verteilungen be-
trachtet werden; so erhélt man fiir den Fall, dass X stetig und Y diskret ist,

Fy (y|X = 2)P(X = x)
Ty (y)

Der Fall, dass X diskret und Y stetig ist wird analog erklért.

PX =z|Y =y) = (2.29)

Definition 2.3.2 Es sei X eine zufillige Verdnderliche mit der Verteilungsfunktion
F,. Dann heif$t die Funktion

Az) = fo(2]X > 2) = % >0 (2.30)

Hazardfunktion (engl.: failure rate oder hazard rate function).

Hazardfunktionen haben eine grofie praktische Bedeutung, da aus der Form der Ha-
zardfunktion Aussagen iiber die Zufilligkeit von Ereignissen abgeleitet werden kénnen.
Denn die Hazardfunktion 148t sich {iber den Begriff der bedingten Wahrscheinlichkeit
herleiten: man kann etwa nach der Wahrscheinlichkeit fragen, mit der die zuféllige
Verdnderliche X einen Wert zwischen z und x + Az annimmt unter der Bedingung,
dass X > z gilt. Es ist

P(X € (z,z+Ax)NX > )

P(X € (z, x4+ Ax)|X >2) =

P(X > )
_ P(X € (2,24 Ax))
= - (2.31)

LaBt man hier Ax beliebig klein werden,so erhélt man hieraus wegen

A1gi8§0]3(X € (x,z+ Azx)) = f(x)dz

gerade den Ausdruck (2.30). Bevor ein Beispiel gegeben wird, soll noch die Verteilungs-
funktion F' iiber A ausgedriickt werden:

Satz 2.3.2 Es sei X > 0 eine zufdllige Verdnderliche mit der Hazardfunktion \(x).
Dann ist

Flz) =1 —exp <_ /O A©) dg) | (2.32)
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Beweis: Es ist f(z) = dF (z)/dz = F'(z), d.h. A(z) = F'(x)/(1 — F(z)). Dann ist

/ A —log(1 — F(x)),

wie man durch Differentiation der rechten Seite sofort bestétigt. Multipliziert man beide
Seiten mit -1 und bildet exp(log(1 — F(z))), so wird man auf (2.32) gefiihrt. O

Beispiel 2.3.2 Es sei A({) = konstant fiir alle &. Wegen der Beziehung 2.31 kann
diese Konstanz so gedeutet werden, dass die bedingte Wahrscheinlichkeit P(X € (z +
Az)|X > x) fiir alle x konstant, d.h. aber unabhéngig von z ist. In diesem Sinne ist
also die Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten von X gleichverteilt iiber die moglichen
x-Werte und insofern rein zufdllig: die Wahrscheinlichkeit, einen Wert in einem Intervall
(z,z + Az) zu beobachten, wird nicht grofler oder kleiner, je grofier oder kleiner der
Wert von z ist! Aus (2.32) folgt iiberdies, dass die Verteilung von X dann durch

Fz)=1—¢

gegeben ist; dies ist die Exponentialverteilung. Wegen der Bedeutung von A\ = konstant
spielt diese Verteilung in vielen Anwendungen eine zentrale Rolle. ]

Es werde nun eine 2-dimensionale Dichte f(z,y) mit der Verteilung F'(x,y) betrachet.

Es sei etwa A = {X < x}; man kann dann die bedingte Verteilung

P(X <znY <y)
P(X <z

fylA) = ) (2.33)
betrachten. Es werde Fpy(z,y) = P(X <zNY < y) gesetzt. Dann folgt die bedingte

Dichte .
Foy(z,y) JE o fay (€ y)dE

( Fo@) T o FoulEs ) didy (
Es sei weiter A = {z; < X < z9}. Dann ist
Plz; <X <zxzanY <y)
F,(ylA) = 2.3
und die entsprechende Dichte ist
f fxy x,y)dx
A 2.36

Schlieflich ist noch die bedingte Verteilung F'(y|X = z) von Interesse. Diese ld8t sich
aus (2.35) herleiten, indem man z; = x und z3 = x + Az setzt und dann Az gegen
Null gehen 1a8t. Man erhalt

F(ylX =2)= lim F, (ylA) = 2.37
JW1X =) = lim F(y]4) o (2:37)
Differenziert man beziiglich y, so erhélt man die bedingte Dichte fiir y:
Jay(z,y
Fyle) = o L2220 (235)

f fwy z,y) dy
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2.4 Funktionen von zufilligen Verdnderlichen

2.4.1 Funktionen einer zufilligen Verinderlichen

Die Verteilungsfunktion einer zufilligen Variablen X ordnet den Werten von X Wahr-
scheinlichkeiten zu. Nun kénnen die Werte von X Mefiwerte sein, und die sind haufig nur
bis auf eine lineare Transformation eindeutig, und es zeigt sich, dass eine Skalentrans-
formation auch eine Transformation des Wahrscheinlichkeitsmafles notwendig macht.
Statistische Fragestellungen fithren aber ebenfalls dazu, das Wahrscheinlichkeitsmaf}
von Funktionen von zufélligen Verédnderlichen zu betrachten. Die Durchfithrung solcher
Transformationen soll kurz beschrieben werden.

Es sei X eine ZV und h sei eine Funktion, so dass Y = h(X); Y ist wieder eine ZV.
Die Wahrscheinlichkeit, dass Y einen Wert aus der Menge B annimmt, ist dann gleich
der Wahrscheinlichkeit, dass X einen Wert aus einer bestimmten Menge A annimmt,
so dass P(Y € B) = P(X € A). Dieser Sachverhalt soll an einem einfachen Sachverhalt
inllustriert werden:

Beispiel 2.4.1 Die ZV X nehme die Werte -1 und +1 mit den Wahrscheinlichkeiten
P(X = —-1) = P(X = +1) = 1/2 an. Andere Werte als -1 und +1 haben die Wahr-
scheinlichkeit Null. Nun sei h(X) = Y = 2X, dh. Y = —2 oder Y = 42, andere
Werte nimmt Y nicht an. Sicherlich ist jetzt P(Y = —2) = P(X = —1) = 1/2 und
P(Y = +2) = P(X = +1) = 1/2. Fiir die Verteilungsfunktion F, von X erhélt man
Fy(x) =0 fir x > —1, Fy(—1) =1/2, F;(+1) = P(X = —1U X = +1) = 1. Dann ist
Fy(y) = P(Y <y) = P(2X <y) = P(X <y/2) = F,(y/2). Die Verteilungsfunktion
F, von Y kann also durch die Verteilungsfunktion F, von X ausgedriickt werden. [

Beispiel 2.4.2 Es sei nun Y = h(X) = —X, und X habe die Verteilungsfunktion F.
Gesucht die Verteilungsfunktion Fj von Y sowie die zugehérige Wahrscheinlichkeits-
funktion bzw. Wahrscheinlichkeitsdichte.

Fyy) =P(Y <y) = P(=X >y) = P(X > —y) =1 - P(X < —y).

a. X diskret:

Ist X diskret und ist y eine Sprungstelle, so ist

Fy(y) =1 Fu(—y) - P(X = —y)
(vergl. (4.6.2)). P(Y = —X) ist die Wahrscheinlichkeitsfunktion.

b. X stetig:

Ist X stetig, so ist Fy(y) = 1 — Fy(—y). Gesucht ist die Dichtefunktion fiir Y. Es sei
f die Dichte fiir die ZV X; dann gilt f(z) = dF,(x)/dx. Die Dichte von Y sei durch
g(Y') gegeben, und es muB g(y) = dFy(y)/dy gelten. Aber dann ist

o) = dFy(y) _ d(1 -~ Fu(y)) _  dFu(-y)

dy dy dy
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Nun sei n = —y; dann ist der Kettenregel entsprechend dF,(n)/dy = (dF,(n)/dn)(dn/dy) =
fz(n)i—1 = — fy(—y), und mithin ist die Dichte g(y) durch

9(y) = —(=fa(=y)) = fo(=y)
gegeben. ([

Beispiel 2.4.3 Es sei X eine stetige zuféllige Verénderliche und es gelte Y = a X + b.
F, sei die Verteilungsfunktion und f, sei die Dichtefunktion von X. Gesucht ist die
Dichtefunktion f, und die Verteilungsfunktion F,. Wir miissen zwei Félle, a < 0 und
a > 0 betrachten: (i) a > 0: Esist h(X) =Y = aX + b, also ist A" }(h(X)) = X =

h='(aX +b) = (Y —b)/a. Dann ist

Fy(y) = P(Y<y)—P(aX—|—b§y)—P<X<y_b)

d.h.
_ —-b
R = B0 ) = 7 (120, (2.39)
Daraus ergibt sich die Dichte f, durch Differentiation:
dFy(y) _ dFy(h~'(y)) dh”" y—b\ 1
= = = fz —. 24

Die Dichtefunktion f, ist also gleich der Dichte f, an der Stelle (y —b)/a, multipliziert
mit 1/a.

(ii) @ < 0 : Wir setzen &« = —a, o > 0. Dann ist ¥ = aX +b = —aX + b und
Wiy =X =—(y—b)/a

Fy(y) = P(—aX+b)=P <X < —ya_b) =
p(y_b<X> — 1_p<X§y_b> _
! @
= 1-P(X <-h"'(y))
so dass
y—2>b
Fyy)=1-F (). (2.41)
Die Dichte f, folgt daraus wieder durch Differentiation:
dFy(y) dFy(h™) dh~? y—b 1
_ — - (-1=2). = 2.42

Ist X diskret, so erhdlt man

Fy(y)zl—Fx<y_b>—P<X:y_b>, (2.43)
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wenn (y — b)/a eine Sprungstelle von X ist. In allen anderen Punkten ist P(X =
(y —b)/a) = 0.
]

Das Vorgehen in den beiden vorangegangenen Beispielen kann verallgemeinert werden.
Es sei h eine streng monotone Funktion der zufélligen Verdnderlichen X auf einem
Intervall [a,b], d.h. fir 1 < o gelte entweder h(z1) < h(z2) — h ist streng monoton
steigend — oder h(z1) > h(x2), dann ist h streng monoton fallend. Dann existiert fiir
alle X € [a,b] die inverse Funktion h~1. Wir suchen die Verteilung bzw. die Dichte
fiir Y = h(X). Dabei miissen die Félle streng monoton steigender und streng monoton
fallender Funktionen zunéchst getrennt betrachtet werden.

(i) Streng monoton steigende Funktionen. Es sei y = g(z). Wenn ¢ streng
monoton steigend auf [a, b] ist, so folgt aus g(z) < y auch z < g~ '(y) und es ist
dg/dx = ¢’ > 0 auf [a,b]. Dann hat man

P(Y <y) = P(h(X) <y) = P(X <h7(y)) = Fo(h™(Y)), (2.44)

woraus. sich die Dichte

9y = =g = fe(h™H(y)) a0 (2.45)
ergibt.

(ii) Streng monoton fallende Funktionen. Hier gilt, fiir alle x1, x2 € [a, b], g(x1) >
g(z2) fir 1 < x9. Setzt man = x; und y = x9, so sieht man, dass aus g(z) < y die
Aussage > g~ !(y) folgt. Weiter muBl dg/dx < 0 sein, und wegen dg~!/dy = 1/¢'(x)
folgt dg—!/dy < 0. Demnach hat man nun

Fy(y) = P(g(x) <y)) = P(z > g '(y) =1 - P(X < g~ '(y)), (2.46)
und man erhélt die Dichte

-1 dg!

fyy) = =falg™ () =~ (2.47)
Y

Da aber dg~1/dy < 0, ist f,(y) > 0, wie es sein soll. Der Ausdruck fiir die Dichte von

y = g(z) 148t sich dementsprechend geméif

~1
Fow) = folg™ () ‘dfly

(2.48)

zusammenfassen.

Natiirlich hat man es im allgemeinen Funktionen mit Funktionen zu tun, die nicht
iiberall auf dem interessierenden Intervall von X-Werten streng monoton sind. In diesem
Fall mufl man (2.48) auf die streng monotonen Teilbereiche anwenden.
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Beispiel 2.4.4 Ein fiir spitere Anwendungen interessantes Beispiel fiir eine nicht iiber-
all streng monotone Funktion ist Y = h(X) = X?2. Dann ist Y > 0 unabhiingig vom
Vorzeichen von X. Es soll nun wieder die Verteilung F, von Y bestimmt werden. Of-
fenbar mufl F,(y) = 0 fiir y < 0 sein, und

Fy(y)=P(Y <y)=P(X*<y)

fir y > 0. Es sei y = /zg; dann gilt offenbar X2 > y fir —xg < X < zg, d.h. fir
-y < X < ./y. Damit hat man

0, y <0

Fy(y):
PY<y)=PX?’<y)=P(—/y<X<,y), y>0

d.h. aber
Fy(y) = F(\/y) — F(=\y) fir y>0, F,(y)=0 fir y<0

Daraus ergibt sich durch Differentiation die Dichte

fx( y) + fx(_ y)
foly) = VO L (2.9
VY
Ist X aber diskret, so ist

Fy(y) = 0 fiir y < 0,F(y§) — F(—/§) — P(X = —/5), y > 0. (2.50)

Fiir die Wahrscheinlichkeitsfunktion ergibt sich
P(Y =) = P(X? = y) = P(X = —/5j,) + P(X = /). (2.51)
O

Es soll kurz die Rolle des Faktors |dg~!/dy| in (2.48) betrachtet werden, um die
Diskussion der Transformation mehrdimensionaler Verinderlicher vorzubereiten. Die
Verteilungsfunktion von Y ist durch

m= [ ne o]

gegeben, also durch das Integral der Dichte von X, wobei aber nicht einfach das Dif-
ferential dy, sondern eben |dg~!/dy|dy statt des Differentials dx auftritt, d.h. dz =
|dg=!/dy|dy. Der Faktor |dg—!/dy| kann also als eine der Transformation g entspre-
chende Transformation der Liange des Differentials dx angesehen werden.

2.4.2 Eine Funktion zweier zufilliger Verdnderlicher

Vielfach ist eine zufillige Z als Funktion h(z, y) zweier anderer zufélliger Verinderlicher
definiert, z.B. ist Z = X + Y. Gesucht ist die Verteilungsfunktion G(z) = P(Z < z),
mit der ist dann auch die Dichte f, gegeben.
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Es ist moglich, dass der gleiche Z-Wert fiir verschiedene Werte von X und Y re-
sultieren. Das Ereignis {Z < z} tritt also dann ein, wenn die Punkte (X,Y’) aus einer
bestimmten Menge B, stammen. Die Menge B, ist die Menge der Punkte (X.Y'), fiir
die h(X,Y) < z gilt. Also ist

{Z <z} ={(X,Y)|(X,Y)e B}

Die (X,Y) sind Realisierungen der ZV X und Y und stellen Elementarereignisse aus
) = R x R dar. Fiir stetige X und Y miissen wir also iiber den Bereich B, integrieren,
um P(Z < z) zu bestimmen:

G(z)=P(Z<z) = //B f(z,y) dydz, (2.52)

wobei f(z,y) die gemeinsame Dichte der zufilligen Verdnderlichen X und Y ist. Die
Dichte g(z) der ZV Z ist dann durch g(z) = dG(z)/dz gegeben. Das Vorgehen wird fiir
die folgenden Funktionen erldutert.

Die Funktion Z =X +Y

Wir wollen G(z) = P(X +Y) < z) bestimmen. Es ist X + Y < z genau dann, wenn
X < z—Y ist. Wir setzen ( = z — Y und erhalten eine Definition der Menge B, :

B.={(X,Y)[X<(=z-Y}

Daraus ergibt sich die Integration iiber B, : fiir festes Y ist

z=Y
PX<z-Y)= / f(z,y)dxdy = P(X +Y <2z2). (2.53)

—00

Dies gilt fiir jeden Y-Wert. Wir miissen also noch iiber Y integrieren, um G(z) fiir alle
Y zu bestimmen, die der Bedingung X + Y < z geniigen. Damit ist

G(z) = / b / T e y)dxdy. (2.54)

und fiir die Dichte f, folgt durch Differentiation nach z
o) = [ =y )y (2.59)
Bisher sind keine Enschrénkungen beziiglich der Dichte f(z,y) gemacht worden, d.h.
insbesondere, dass die Variablen X und Y in beliebiger Weise voneinander abhéngen

diirfen. Es werde nun insbesondere angenommen, dass X und Y stochastisch un-
abhéngig seien. Dann ist f(z,y) = fz(z)fy(y) und aus (2.55) folgt sofort

o= [ T e — ) fyw)dy. (2.56)

Das Integral (2.56) heifit auch Faltungsintegral, und man sagt g(z) sei durch Faltung
der Dichten f, und f, gegeben.
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Beispiel 2.4.5 Es seien X und Y zwei exponentialverteilte Variablen mit den Dichten
fo(z) = Aexp(=Az), . > 0, A > 0, fo(z) = 0 fiir z <0, fy(y) = pexp(—py), y > 0,
p >0, fy(y) =0 fiir y < 0. Gesucht ist die Verteilung und Dichte von z = « + y. Aus
(2.56) folgt dann fiir die Dichte

: (e —e ) /(u=2X), A#p
g(z) = )\,ue_kz/ A=Yy = (2.57)
0 )\2256_)‘2’, A\ = U

Diese Verteilung von Z heifit auch Gamma- Verteilung. (]

Die Funktion Z = X/Y

Gegeben seien die zufilligen Verdnderlichen mit der gemeinsamen Dichte f(z,y), ge-
sucht ist die Dichte der zufilligen Verénderlichen Z = X/Y.

Das zufillige Ereignis {Z < z} tritt ein genau dann, wenn {X/Y < z} und damit
{X < zY} eintritt. Um die Menge B, zu bestimmen, sind zwei Félle zu unterscheiden:
(i) Y > 0 : fiir feste Werte von Y > 0 und z hat man B} = {(X,Y)|X < Y}
(ii) Y < 0, z > 0 : Dann existiert ein z = —zo(Y) derart, dass —zo(Y) = 2Y, d.h.
—20/Y = z, und fiir alle X < —zo(Y) ist X/Y > z, also ist Bz = {(X,Y)]Y < 0,
X > —zo(Y)} = {(X,Y)|X > 2Y,Y < 0}. Der gesuchte Bereich B, ist durch die
Vereinigung B U B gegeben. Da By N B = () folgt P(Z < z) = P(B; )+ P(BY),
d.h.

00 Yz 0 0o
G(z)=P(Z<z2) = /0 /_ f(z,y) dxdy +/_ . f(z,y) dzdy, (2.58)

und fiir die Dichte folgt

o) 0
9(z) = i :/0 yf(x,y)dy—/ y f(z,y)dy. (2.59)

—00

Da im zweiten Integral y < 0, kann man die beiden Integrale zusammenfassen und
erhilt
(0.9}
o) = [ Wlf .y (2.60)

—00

Beispiel 2.4.6 Es seien X und Y zwei stochastisch unabhéngige, exponentialverteilte
zufiillige Verdnderliche mit den Dichten f,(z) = Xexp(—Az) fir z > 0, A > 0, und
fy(y) = pexp(—py), y > 0, > 0. Gesucht ist die Dichte des Quotienten Z = X/Y.
Fiir die gemeinsame Dichte gilt wegen der stochastischen Unabhéngigkeit f(z,y) =
dy(z) fy(y). Nach 2.60) hat man dann

Ap

Evmmel (2.61)

g(z) = M/O y exp(—Azy — py)dy =

O
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Die Funktion Z = XY

Es sei wieder die f(z,y) die gemeinsame Dichte der zufilligen Verénderlichen X und Y.
Gesucht ist die Dichte des Produkts Z = X Y. Um B, zu bestimmen, betrachtet man
wieder das Ereignis {Z < y}. Dieses Ereignis tritt genau dann ein, wenn {XY < z},
d.h. wenn {X < z/Y'} eintritt. Fiir festes Y < 0 hat man dann

z/Y
PZ<2/Y)= [ fay)dody

— 00

und durch Integration iiber Y erhélt man die Wahrscheinlichkeit von Z < z/Y fiir alle
Y > 0. Fir Y < 0 gilt dann analog

PZ<zV)= [ fle.y)dedy
z/Y

und durch Integration iiber alle Y > 0 erhélt man P(Z < z/Y) fiir alle Y < 0.
Zusammenfassend hat man

G(z)=P(Z<z) = /(;O /Z:/ f(z,y) dedy + /OOO/ZO/OY f(z,y) dzdy. (2.62)

Daraus folgt die Dichte durch Differentiation nach z :

g@=[ZhW%MM@ (2.63)

b. Zwei Funktionen zweier zufilliger Verdnderlicher

Es seien U = ¢(X,Y), V = h(X,Y) zweil Funktionen der zufilligen Verénderlichen
X und Y, und gesucht ist die gemeinsame Verteilung F,,,, von U und V sowie die
zugehorige Dichtefunktion f,.

Es sei By, die Menge der Punkte (z,y), fiir die
{9(X,Y) <u, WX)Y) <0} ={(X,Y) € Bu}
gilt. Dann ist
Fuu0) = [ [ fo ) dady

Es sei weiter d(g, h)/0(x,y) die Jacobi-Determinante

9g:h) _ | 92 gy
he hy

wobei g, = 0g(z,y)/0z, etc. Aus der Analysis ist nun bekannt, dass

(g,h)
(z,9)

Q

fay(9(z,9), h(2,Y)) = fuo(u, U)a
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(vergl. etwa Courant (1963), p. 224). Dann folgt

—1
Juw(u,v) = fay(9(2, ), h(ffs,y)gg:z%, ggz; = [8(g’h)] (2.64)

und natiirlich

9(z,y)
PU,V in S) / fay(G(u,v), H(u, v))a(g’ n) dudv, (2.65)

wobei G und H die zu g und h inversen Funktionen sind.

2.5 Erwartungswerte

2.5.1 Der eindimensionale Fall

In empirischen Untersuchungen wird haufig eine Stichprobe von Mefiwerten z1,--- , z,
erhoben, um bestimmte Parameter der untersuchten Population abzuschétzen. So wird
z.B. das arithmetische Mittel Z und die Stichprobenvarianz s? berechnet, Z kann dann
etwa als Schitzung fiir den Parameter p und s? kann als Schitzung der Varianz o2 der
"Fehler” e; im Modell z; = p + e; interpretiert werden. Nun sind aber die Werte von &
und s? aber stichprobenabhiingig, d.h. sie variieren von einer Stichprobe zur nichsten.
Die Frage, um welche Werte sie variieren, fithrt zum Begriff des Erwartungswertes.

Um die Definition des Begriffes zu motivieren, sei an die Definition des arithme-
tischen Mittels erinnert. Kommt der Melwert x; gerade n;-mal unter den Meflwerten
vor, so ist ja

1 k ni k
ﬁz_: :z_:; Zﬁixi’ nitoFng=n

wobei p; die relative Haufigkeit des MeBwertes x; in der Stichprobe ist; es gibt also k
Gruppen verschiedener Messwerte. Fiir die Varianz s? erhilt man analog

sz z_x

die hoheren Stichprobenmomente lassen sich auf &hnliche Weise einfiihren. Ersetzt man
nun die relativen Haufigkeiten p; durch die ”wahren” Wahrscheinlichkeiten p;, so wird
man Konstante erhalten, die fiir die Verteilung der X-Werte in der Population charak-
teristisch sind. Diese iiberlegung fiihrt zu der folgenden

Definition 2.5.1 Es sei X eine zufillige Variable; X kann diskret oder stetig sein.
Dann heifst

= Z pii (2.66)

falls X diskret ist, bzw.
E(X) :/ xf(z)dz (2.67)
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falls X stetig ist und falls f |z| f(z)dx < oo, der Erwartungswert von X. Dabei ist
pi, ¢t € N, N die Menge der naturlzchen Zahlen, die Wahrscheinlichkeitsfunktion von X
im diskreten Fall, )", ist die Summe tber alle piz;, und f(x) ist die Wahrscheinlich-
keitsdichte im stetigen Fall.

Im stetigen Fall existiert F(X) also nur, wenn [ |z|f(z)dx < oo, andernfalls hat X
keinen Erwartungswert.

Kommentar: Den Ubergang von der Summe (2.66) zum Integral (2.67) macht
man sich wei folgt klar: Bei einer stetigen zufilligen Verénderlichen X ist die
Wahrscheinlichkeit, dass X einen Wert zwischen a¢ und a + Az annimmt, durch
das Integral (= der Fliche unter der Dichtefunktion zwischen a und a + Ax)

Fla+ Az) — /f

gegeben. Teilt man nun den Wertebereich von X in k Intervalle der Breite Ax
auf und bezeichnet man mit z; den Wert in der Mitte des j-ten Intervalles, und
bezeichnet man mit p; den Wert von f;j xf(x)dx, wobei a; der untere Wert des
Jj-ten Intervalles und b; der obere Wert dieses Intervalles ist, so erhélt man

ijxj ij/f dw-Z/me dx—>/;1cf )dx = E(X),

Man kann unter Verwendung des Begriffs des Stieltjes-Integrales (vergl. Definition
2.1.5) auch
B(X) = / 2dF(z) (2.68)

schreiben.

Der Erwartungswert unterscheidet sich also vom Stichprobenmittelwert dadurch,
dass iiber alle moglichen Realisationen der zufilligen Verdnderlichen X gemittelt wird.
Die explizite Berechnung des Erwartungsertes setzt deshalb i. a. die Kenntnis der
Wahrscheinlichkeitsverteilung von X voraus. Die Redeweise vom Erwartungswert einer
zufilligen Verdnderlichen ist insofern irrefithrend, als die explizite Berechnung eines Er-
wartungswertes eben an die Annahme einer bestimmten Wahrscheinlichkeitsverteilung
bzw. einer Dichte gebunden ist. Die Erwartungswerte fiir bestimmte Wahrscheinlich-
keitsverteilungen werden im folgenden Kapitel bestimmt. Hier sollen einige allgemei-
ne Aussagen iiber Erwartungswerte und damit zusammenhéngende Grofien hergeleitet
werden; die Annahme spezieller Wahrscheinlichkeitsverteilungen bzw. -dichten wird da-
bei nicht notwendig sein. Die Aussagen erweisen sich aber als niitzlich bei der Bestim-
mung von Erwartungswerten fiir bestimmte Verteilungen.

Satz 2.5.1 Fir die zufilligen Verdnderlichen X, X1,--- , X, existiere jeweils der Er-
wartungswert. Dann gelten die folgenden Aussagen:

E(X) = b, fir X =0 eine Konstante; (2.69)
E(X;+-- Xn,) = EX1) 4+ E(X,) (2.70)
(aX +b) = aE(X)+b (2.71)
E(X1X5) E(X1)E(X2) < Xy, Xostochastisch unabhdingig. (2.72)
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Beweis: Es geniigt, den Beweis fiir diskrete Variable durchzufiihren, fiir stetige ist
er analog.

(2.69) Fir X =bist P(X =b) =1, P(X #b) =0. Dann ist E(X) =1-b=b.

(2.70) Essei n = 2. Dannist E(X) =37, > (2 + ;) P(ziNx;) =32, > 2Pz N
zj) > i P(e Nay) = 32 aiP(x;) + 32, 2 P(x)) = BE(X;) + E(X)). Es
sei Z = X; + X;; man kann nun die Summe Z + X}, analog betrachten, etc.

(2.71) E(aX +0b) =>,(az; +b)p(z;) = Y, axip(x;) + Y, bP(z;) = a)y_, x;P(x;) +
by . P(z;) =aE(X)+b,da ), P(z;) =1.

(272) E(XlXQ) = Zz Zj I’MI’QJ'P(SC”O$2]‘) und P(Iliﬂxzj) = P(l'lz)P(l’QJ) genau
dann, wenn X; und X5 stochastisch unabhéngig; dann ist aber

DD wuws Pl Nay) = Y aP(x1) ) w2 P(ws).
i g i J

Fiir stetige Variable ergibt sich der Beweis, indem man von den Wahrscheinlich-
keitsfunktionen zu den Dichten iibergeht und statt der Summen- Integralzeichen
schreibt. (]

Beispiel 2.5.1 Es sei X eine zufillige Verénderliche und es gelte X = p + e, wobei
w1 eine Konstante ist und e der Mefifehler bei den Realisierungen von X ist. Dann gilt
E(X)=FE(u+e)=E(u)+ E(e) = p+ E(e). Der Erwartungswert von X héngt dann
also nicht nur von g sondern auch von E(e) ab, und E(e) wiederum hingt ab von den
Bedingungen, unter denen die Realisierungen von X gewonnen werden. Es gilt nicht
notwendig E(e) = 0. O

Definition 2.5.2 FEs seien X und Y zwei zufillige Verdnderliche, wobei Y = h(X)
eine Funktion von X ist. Dann heifst

E(Y)= Z h(z;)P(X = x;) (2.73)
bzw. ~
B(Y) = /_ h(@) f(x)de (2.74)

der Erwartungswert der Funktion h(x). Ist insbesondere Y = h(X) = X*, 0 <k e N,
k eine Konstante, so heifit E(Y) = E(X¥) k-tes Moment der zufilligen Verdnderlichen
X.

Die Definition des k-ten Momentes enthélt die des Erwartungswertes, denn fiir £k = 1
wird E(Y) = E(X). Der Erwartungswert heifit deshalb auch erstes Moment.

Definition 2.5.3 Es seien X undY zwei zufillige Verdnderliche mit den Erwartungs-
werten E(X) und E(Y). Dann heifit

Kov(X,Y) = E[(X — E(X))(Y — E(Y))] (2.75)
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die Kovarianz von X und Y. Fir X =Y heifit
Kov(X,X) =Var(X) =0 = E[(X — E(X)) (2.76)

die Varianz der zufilligen Verdnderlichen X ; o ist dann die Streuung von X. Sind oy
und oy die Streuungen von X bzw. von'Y, so heifit

_ Kov(X,Y)

00y

p (2.77)

die (Produkt-Moment-) Korrelation der zufdilligen Verdnderlichen X und Y .

Offenbar ist h(X) = (X — F(X))? eine Funktion von X, und Var(X) = E(h(X)).
Durch Ausmultiplizieren und Vereinfachen folgt sofort

Kov(X,Y) = E(XY)—-EX)E(Y) (2.78)

Var(X) = BE(X?) — FE*X). (2.79)

Aus (2.76) erhilt man sofort die

Folgerung: Die zufilligen Verdnderlichen X und Y seien stochastisch unabhdngig.
Dann gilt Kov(X,Y) = 0.

Denn nach Satz 2.5.1 gilt bei stochastischer Unabhéngigkeit von X und Y E(XY) =
E(X)E(Y); eingesetzt in (2.76) erhdlt man die Folgerung. Die Umkehrung, dass aus
Kov(X,Y) = 0 auch die stochastische Unabhéngigkeit folgt, gilt nicht.

Satz 2.5.2 FEs seien X und Y zwei zufillige Verdnderliche mit den Erwartungswerten
E(X) und E(Y). Dann gilt

Kov(aX 4+b,cY +d) = acKov(X,Y) (2.80)
Var(aX +b) = da*Var(X) (2.81)
Var(Xq1+---+ Xpn) = Var(X1)+ -+ Var(X,)
+2> " Kov(X;, X;). (2.82)
1<j

Beweis: Zu (2.80) Aus der Definition der Kovarianz folgt
Kov(aX +b,cY +d) = E[(aX +b—aFE(X)—-0)(cY +d—cEY —d)]
= FEl(aX —aE(X))(cY —cE(Y))] = acKov(X,Y)

gemif Satz 2.5.1.
Zu (2.81): Die Gleichung folgt aus (2.80), wenn man X =Y und a = c setzt.
Zu (2.82): Man setze X = X; + -+ X,,. Dann ist

E(X?) = zn: E(X})+2)  E(X;X;)
=1

i<j
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und .
(B(X))? = E*(X) =) E*(X)+2) BE(X,)BE(X;).
i=1 i<j
Nun ist Var(X) = E(X?) — E(X), und durch Rearrangieren der rechten Seite erhilt
man (2.82). O

Beispiel 2.5.2 Es sei X eine Bernoulli-Variable, d.h. X nehme den Wert X = 1 an,
wenn das zufillige Ereignis A = ”Erfolg”) eingetreten ist, und den Wert X = 0, wenn

A (kein "Erfolg”) eingetreten ist. Es sei P(X = 1) = p, P(X =0) = ¢ =1 — p. Nach
(2.66) ist dann der Erwartungswert von X durch

EX)=p-14q-0=0p (2.83)

gegeben. Um die Varianz von X zu finden, mu man zunichst E(X?) bestimmen. Es
ist £(X?) =p-12+¢-0% = p. Somit ist

Var(X) = BE(X?) - E*(X) =p—p* =p(1 - p) = pq. (2.84)

Weiter seien X1, --- , X, stochastisch unabhéngige Bernoulli-Variable. Gesucht ist der
Erwartungswert und die Varianz von X = X; + --- + X,,. Es folgt sofort

E(X)=E(X1+-+Xn) = > _ E(X;) = np, (2.85)

und .
Var(X) = Z Var(X;) =np(1 —p) = npq, (2.86)

i=1

da wegen der stochastischen Unabhéngigkeit der X; die Kovarianzen zwischen ihnen
verschwinden.

Die relative Haufigkeit des Ereignisses X = 1 ist durch

n

T

- n
=1

gegeben. Wir kénnen noch den Erwartungswert und die Varianz von p berechnen. Es
ist

E(p) = E (ix) _ %E(X) —p, (2.87)
denn E(X) = np nach (2.85), und
Var(p) =Var <71LX> = %Var(X) = p(ln—p)’ (2.88)

da ja Var(X) = np(l — p) nach (2.86). Fafit man also p als Schitzung fiir p auf, so
sieht man, dass man im Mittel gerade den Wert p erhélt; fiir eine gegebene Stichprobe
wird p zwar von p abweichen, aber nicht systematisch. Man sagt, die Schiatzung p fiir p
sei erwartungstreu. Var(p) = p(1 — p)/n gibt die Varianz der Schitzungen p um p an.
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Fiir n — oo geht sie offenbar gegen Null, d.h. je grofler der Wert von n, desto ndher
liegt im allgemeinen p an p (dies bedeutet nicht, dass fiir eine vorliegende Stichprobe p
nicht auch einmal erheblich von p abweichen konnte!)

Im {brigen wird hier sehr deutlich, dass der Erwartungswert und damit zusam-
menhéngende Groflen wie die Varianz von der Wahrscheinlichkeitsverteilung der X-
Werte abhéngen, E'(X) ist hier ja gerade durch den Wert p definiert. (I

Die Aussagen im vorangegangenen Beispiel sind Spezialfiille einer allgemeineren Aus-
sage:

Satz 2.5.3 Es seien xq,...,xy, stochastisch unabhingige Realisierungen einer zufdlli-
gen Verinderlichen X mit dem Erwartungswert p = E(X) und der Varianz o? =
Var(X). Dann gilt

E(Z) = EX)=pu (2.89)
Var(z) = %Var(X) = %02 (2.90)
Beweis: Es ist
E(z)=E (i Z:p) = %ZE(@) = %ZE(X) = %nE(X) = E(X),
=1 =1 =1

denn die z; kommen nach Voraussetzung aus der gleichen Population (sind Realisie-
rungen derselben ZV) und haben deshalb alle den gleichen Erwartungswert u = E(X),
und 1/n spielt die Rolle des Faktors a in Satz 2.5.1, (2.71). Weiter ist

3 1 — 1 " 1 & no?
Var(z) = Var - sz = ﬁVar sz =3 Z Var(z;) = =
i=1 i=1 i=1
_ <
= —

nach Satz 2.5.1 (2.70) mit @ = 1/n, und (2.71) unter der Beriicksichtigung der Tatsache,
dass wegen der geforderten stochastischen Unabhéngigkeit Kov(x;,x;) = 0 fiir alle i, j
mit i # j, und da Var(z;) = o2 fiir alle i. O

Die Abhéngigkeit von E(z) und Var(z) von der speziellen Wahrscheinlichkeitsver-
teilung wird hier nicht explizit deutlich, sie steckt aber in der Definition des Erwartungs-
wertes und der Varianz. Man sieht, dass allgemein Z ein erwartungstreuer Schétzer fiir
pu = E(X) ist, und dass die Varianz der zufilligen Verdnderlichen Z(z hingt ja von der
Stichprobe ab) mit wachsendem n gegen Null geht, Z bei grofiem n also eher niher an
E(X) liegt als bei kleinem n.

Lemma 2.5.1 FEs sei (x1, - ,x,) eine Stichprobe von unabhingigen Messungen mit
dem Stichprobenmittelwert & und der Stichprobenvariane s*>. Dann gilt

Kov(z;,z; — &) = 0. (2.91)
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Beweis: Es ist
Kov(z,x; —x) = Kov(Z,x;) — Kov(Z, T),

nach Satz 2.5.2, Gleichung (2.80) (Seite 73). Weiter ist

1 < 1 1
KOU(Q_%,Zi) = ﬁ ZKO’U(CL’j’_’Ei) = EKOU(%',%) — 50.27
7j=1

denn Kov(zj,z;) = 0 fir j # ¢ (Voraussetzung der Unabhéngigkeit der z;), und
Kov(zi,z;) = Var(z;) = 0%. Da Kov(Z, ) = 0%/n folgt die Behauptung. O

hier weiter: Es sei (x1,- -+ ,x,) eine Stichprobe von unabhéngigen Messungen mit dem
Stichprobenmittelwert # und der Stichprobenvariane s?. Z und s? sind stochastisch
unabhéngig, wenn normalvert.

In Satz 2.5.3 werden Aussagen iiber den Erwartungswert und die Varianz des arith-
metischen Mittels £ gemacht. Es liegt nahe, analoge Aussagen iiber den Erwartungswert
der Stichprobenvarianz s? herzuleiten:

Satz 2.5.4 FEs sei (x1, -+ ,xy) eine Stichprobe von n stochastisch unabhingigen Rea-
lisierungen einer zufilligen Verdnderlichen X mit dem Erwartungswert p = E(X) und
der Varianz Var(X) = . Es sei T das arithmetische Mittel und s> =Y, (z; — z)?/n
die Varianz der Stichprobe. Dann gilt

—1
E(s?) = 2252 (2.92)
n
Beweis: Es ist
o = El(e—p)? = Ela?) - 2.93)
or = E[(&—p)? = E[F"] -4 2.94
so dass
E[z?] = o?+u? 2.95)
E7%] = o242 2.96)
Es ist
1 n
B =E |2 — 12| = E? - B2
() <n2< x>) (7] - Ble?),
d.h. aber . 1
E(®) =0 +u? —o—p? =0 (1—> _n-- o,
n n
denn nach (2.90) ist 02 = o2 /n. O

Biasfreie Schitzung von o2 Dieses Ergebnis bedeutet, dass s? keine erwartungstreue
Schétzung fiir o2 ist, im Durchschnitt weicht s von o2 um den Faktor (n—1)/n ab. o
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wird also im Durchschnitt systematisch unterschétzt. Multipliziert man dementspre-
chend s? mit dem Faktor n/(n — 1), so bekommt man im Durchschnitt eine Schitzung,
die gerade gleich o2 ist; es ist

1 n

§% = §% = > (zi— 1) (2.97)

n—1 n—14
=1

also eine Schiitzung fiir o2, die frei von einem systematischen Fehler ist. Man sagt auch,
32 sei eine bias-freie (erwartungstreue) Schitzung fiir 2. Die Gleichung (2.97) liefert
die Begriindung, weshalb man bei der Berechnung der Stichprobenvarianz durch n — 1
statt durch n teilt.

Es sei Z eine zufillige Verinderliche, mit dem Erwartungswert E(Z) = 0 und der
Varianz Var(Z) = 1; Z heifit dann Standardvariable oder standardisierte Variable. Be-
kanntlich kann man eine zuféllige Verénderliche X mit dem Erwartungswert u = E(X)
und der Varianz o2 = Var(X) standardisieren, indem man von X zu (z — u)/o iiber-
geht; tatséchlich findet man sofort, dass E[(z—u)/o) = E(X)/o—u/o = pl/o—p/o =0
und Var[(z — p)/o] = Var(X)/o? = 02/0? = 1. Man kann nun irgendwelche zufiillige
Verédnderliche als durch stochastisch unabhéingige Standardvariablen zusammengesetzt
auffassen. Um dies zu sehen, werde die Aussage des folgenden Satzes bewiesen:

Satz 2.5.5 Es seien Z1 und Zs zwei stochastisch unabhdngige Standardvariable, d.h.
es sei E(Z1) = E(Z2) = 0 und Var(Zy) = Var(Zy) = 1. Weiter seien a1, ag, ag, b1,
bs b3 reelle Zahlen. Die zufilligen Verdnderlichen X und Y seien durch

X=a1Z14+a2Zs+a3, Y =b1Z1+byZs+ b3 (298)

definiert. Dann gilt

E(X) = a3, E(Y)=bs (2.99)
Var(X) = at+ad3, Var(Y)=0b3+b3 (2.100)
KO’U(X, Y) = a1by + asbs (2101)

Beweis: (2.99) folgt sofort aus der Tatsache, dass E(Z;) = E(Z2) = 0. (2.100) folgt so-
fort aus Satz 2.5.2 (ii) und (iii) unter Beriicksichtigung der Tatsache, dass die Kovarianz
von stochastisch unabhéngigen Variablen stets gleich Null ist. Um (2.101) einzusehen,
wendet man die Definition der Kovarianz an:

KOU(X, Y) = E[(CLlZl + G/QZQ)(blZl + bQZQ)]
= Ela1b1Z1% + agba Zo® + a1by 21 Zo + aghy ZoZ1)
= alblE(212) + GQbQE(ZQQ) + alng(Z1Z2) + agblE(ZQZl)

Aber E(Z,?) = E(Z?) = 1 nach Voraussetzung, und
E(Z,Z5) = E(Z,)E(Z3),

wegen der stochastischen Unabhingigkeit der Z;. Da aber E(Z1) = E(Z) = 0, folgt
(2.101). O
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Die Erwartungswerte, Varianzen und die Kovarianz der Variablen X und Y kénnen also
durch geeignete Wahl der Konstanten a; und b;, iiber die die stochastisch unabhéngigen
zufillligen Verédnderlichen in die Definition der Variablen X und Y eingehen, représen-
tiert werden; die Kovarianz von X und Y ist trotz der stochastischen Unabhéngigkeit
der Z; und Zy nicht Null, wenn nur die Konstanten die Bedingung a1b; 4+ a2by = 0
nicht geniigen. Allgemein 148t sich sagen, dass sich die Verteilungen von X und Y als
Faltungen der Variablen a1Z; und asZs bzw. b1 Z1 und bsZs ergeben; diese Aussagen
gelten unabhéngig von der speziellen Form der Verteilungen von Z; und Zs. Der eigent-
lich interessante Aspekt des Satzes ist aber, dass X und Y als lineare Kombinationen
unabhéngiger Variabler représentiert werden kénnen. Die Faktorenanalyse basiert auf
diesem Sachverhalt; sie kann als Versuch aufgefafit werden, die Konstanten a;, b; so zu
schétzen, dass eine plausible inhaltliche Interpretation der Konstanten moglich ist.

2.5.2 Bedingte Erwartungswerte

In Abschnitt 2.3 sind die bedingten Verteilungen eingefithrt worden. Dazu korrespon-
dierend lassen sich die bedingten Erwartungswerte definieren.

Definition 2.5.4 Es sei f(x|A) die in (2.20) eingefiihrte bedingte Dichte von X, d.h.
die Dichte von X unter der Bedingung, dass das zufdllige Ereignis A eingetreten ist.
Dann heif§t

B(X|A) = /OO of(z]|A) dz (2.102)

—00

die bedingte Erwartung von X. Ist X diskret, so ist die bedingte Erwartung gemdyjs

E(X|A) =) 2, P(X = z;|A) (2.103)
k

definiert.

Insbesondere kann das Ereignis A natiirlich beziiglich eines Wertebereiches von X de-
finiert werden:

Beispiel 2.5.3 Es sei X eine zufillige Verénderliche und A = {X < z¢}. Dann ist
gemaf (2.19) und (2.20)

[ af(x)dx

E(X]A) = T fa)de

(2.104)

O

2.5.3 Der mehrdimensionale Fall

Essei X = (Xy, -+, X,) ein zufilliger Vektor (vergl. Definition 2.2.3). Die Begriffe des
Erwartungswerts, der Varianz bzw. Kovarianz kénnen auf zufillige Vektoren tibertragen
werden:
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Definition 2.5.5 FEs sei X ein zufdlliger Vektor und p; = E(X;) sei der Erwartungs-
wert der zufilligen Verdnderlichen X;, d.h. der i-ten Komponente von X. Dann heif$t

E(X)=p= (1, s pm) (2.105)

der Vektor der Erwartungswerte oder auch Erwartungswertvektor. Es sei weiter o;; =
Kov(X;, X;) die Kovarianz zwischen der i-ten und der j-ten Komponente von X. Dann
heif$t

J11 012 - Onl

g21 022 - 0n2
S=E((X-mX-p)=| . . : (2.106)

Onl On2 *°° Onn

die Matrix der Kovarianzen von X, oder einfach die Kovarianzmatrix von X. Schlief-
lich seien O'Z-2 und O'j2- die Varianzen von X; und X;, so dass p;; = 0i;/(0i0;) die Kor-
relation zwischen X; und Xj ist. Dann heifit

P11 P12 - Pln
P21 P22 0 P2

R=\| " 7 " (2.107)
Pnl Pn2 - Pnn

die Matrix der Korrelationen oder einfach die Korrelationsmatrix von X.

Sicherlich ist p; = 1 fiir alle 4.

Satz 2.5.6 Es seien X und Y zwei n-dimensionale zufillige Vektoren, o und 5 seien
reelle Zahlen, a und b seien ebenfalls n dimensionale Vektoren und A und B seien
geeignet dimenstonierte Matrizen.

E(X+Y) = EX)+E®Y) (2.108)
E(@X+p8) = aBE(X)+5 (2.109)
S(X) = BXX') - (2.110)
V(ZT‘(C_I:/X) = J/E(X)C_L': Zn: A0 (2.111)
ij=1
S(AX +b) = ADX)A (2.112)
(X, X) = I(X), I(X,Y)=X(V,X) (2.113)
Y(AX +a,BY +b) = AX(X,Y)B' (2.114)

Beweis: Die Aussagen folgen sofort aus den Rechenregeln fiir Vektoren und Matrizen.
O
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2.6 Erzeugende Funktionen

2.6.1 Allgemeine Definition

Fiir den Spezialfall, dass die zuféllige Verdnderliche nur ganzzahlige Werte annehmen
kann, erweist sich der Begriff der erzeugenden Funktion als sehr niitzlich fiir die Be-
stimmung der Momente der Verteilung. Dariiber hinaus kénnen erzeugende Funktionen
— wie die charakteristischen Funktionen, die fiir stetige Verteilungen bestimmt werden
konnen — bei der Herleitung von Verteilungen, z.B. der Verteilung der Summe von
zufalligen Verédnderlichen, hilfreich sein. Die folgende Darstellung entspricht der von
Feller (1968).

Definition 2.6.1 FEs sei ag,a1,as, -+ eine Folge reeller Zahlen. Wenn die Summe
(o)
A(s) =ap+ais+ags® +--- :Z
k=0

in einem bestimmten Intervall —sy < s < sg konvergiert, so heifit A(s) die erzeugende
Funktion der Folge ag,a1,as,- - .

Die Variable s hat gewissermafien nur eine Hilfsfunktion, wie gleich deutlich werden
wird. Es sei X eine zufillige Veradnderliche, die nur die Werte 0, 1, 2, --- annehmen
moge. Weiter sei p; = P(X = j), ¢; = P(X > j), so dass qx = pg+1 +DPrt2+---. Dann
sind {p;} und {g;} Zahlenfolgen im Sinne von Definition 2.6.1 und die zugehdrigen
erzeugenden Funktionen sind durch

A(s) = po+pis+pes’ +--- (2.115)
Q(s) = qo+qs+qas”+ - (2.116)
gegeben. A(s) konvergiert sicherlich fiir —1 < s <1, denn P(1) = 1 (die Summe der

Wahrscheinlichkeiten ist stets 1). Q(s) konvergiert sicherlich fiir —1 < s < 1, dass die
gj < 1. Es gilt dann der folgende

Satz 2.6.1 FEs sei —1 < s < 1; dann ist

_1- A(s)

Qs) = ——, (2.117)

Beweis: Die Aussage ist richtig, wenn (1 — s)Q(s) = 1 — A(s). Multipliziert man Q(s)
mit 1 — s, so erhélt man nach (2.117)
(1-5)Q(s) = qo(1—35)+qs(l—3s)+qes*(1—s)+-
= qo(1—5)+q(s—5%) +qo(s* =53 +---
4 qn_l(sn—l _ Sn) +qn($n _ Sn—i—l) 4.

Multipliziert man diesen Ausdruck weiter aus und fafit die Terme mit gleichem Expo-
nenten von s zusammen, so sieht man, dass sich

(1=8)Q(s) = qo+ s(q1 — qo) + 8°(q2 — q1) + -+ + 8" (qn — Gn—1) + -~
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ergibt. Fiirn =1,2,--- ist aber

Gn = Gn—1 = Pnt1 +Pny2 + - =Pn = Png1 — - = —Pp, N 21
Fiir n =0 ist
go=p1+p2+p3+---=1-po
und somit
(1=5)Q(s)=1—po—p2—ps—---=1—A(s),
und das wurde behauptet. O

2.6.2 FErzeugende Funktionen und die Momente einer Verteilung
Der Zusammenhang zwischen den Momenten und der erzeugenden Funktion einer

Wabhrscheinlichkeitsverteilung ergibt sich, wenn man die Ableitungen der erzeugenden
Funktion beziiglich s betrachtet. Mit py = P(K = k) ist die erzeugende Funktion

o0
=> pps”
k=1

Dann ist
dA(s) & _
Als) = = bl 2.11
@ = T =Tk (2.118)
d*A(s) - 2
A(s) = pE E(k — 1)pps® Zk prst kaks (2.119)

etc. Setzt man in (2.118) und (2.119) s = 1, so erhélt man

A = Y kp (2.120)
k=1

A1) = Kpk — Y kpr (2.121)
k=1 k=1

d.h. A’(1) ist offenbar gerade das erste Moment der Verteilung von K, und das zweite
Moment ist durch

ZkQ =A"(1)+ A1) (2.122)

gegeben. Da die Varianz von K allgemein durch Var(K) = E(K?) — E?(K) definiert
ist, hat nan zusammenfassend

E(K) = A1) (2.123)

Var(K) = A"(1)+A'(1) - (A'(1))> =A"(1) + A(1)(1 - A'(1)) (2.124)

Erwartungswert und Varianz einer Verteilung von ganzzahligen zufélligen Verdnderli-
chen lassen sich also iiber die erzeugende Funktion ausdriicken.
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Die Momente bzw. der Erwartungswert und die Varianz lassen sich auch iiber die
Funktion Q(s) (vergl. (2.117)) ausdriicken. Aus (2.117) folgt

A(s) = 1—-(1-9)Q(s) =1—-Q(s)+sQ(s), und damit
A(s) = Q(s) — (1-5)Q(s)
A'(s) = 2Q'(s) = (1= 5)Q"(s).
Man rechnet leicht nach, dass dann auch

Var(K) =2Q'(1) + Q(1) — Q*(1) (2.125)

gilt.

Im folgenden Kapitel werden die erzeugenden Funktionen einer Reihe diskreter Ver-
teilungen zur Bestimmung der jeweiligen Erwartungswerte angewandt.

Beispiel 2.6.1 X sei eine Bernoulli-Variable mit P(X =0)=py=1-p, P(X =1) =
p1 = p. Die erzeugende Funktion ist

A(s) = Zpksk
k=0

1—p+ps
= 1+p(s—1)
Dann ist
A'(s) = p und dementsprechend
A'(s) = 0 fiiralles
Also folgt
EX)=A4(1) = p (2.126)
Var(X)=A"(1)+ A (1)(1 - A'(1)) = p(1l—p) (2.127)
O

2.7 Charakteristische Funktionen

Fiir stetige zufillige Verdnderliche ist das dquivalent fiir die erzeugende Funktion die
charakteristische Funktion:

Definition 2.7.1 Es sei X eine stetige zufillige Verdnderliche mit der Dichtefunktion
f(z), die absolut integrierbar sei, d.h. es soll [ |f(x)|dx < oo gelten. Dann heifst

F(w) = / h f(z)e ™ dy (2.128)

die charakteristische Funktion (c.F.) von f(z).
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Offenbar ist die charakteristische Funktion gerade die Fouriertransformierte (s. Anhang)
der Dichtefunktion f. Aus der c.F'. lassen sich die Momente von X wie folgt bestimmen:
man bildet zunéichst die Ableitung dF'(w)/dw und erhélt

dF(w) =F(w)=—i /OO rf(x)e “ de

dw oo
Fiir w = 0 ist aber e 77 = 1, so dass
F'(0) = —i/ z f(x)dx
oder (0
PO g
i
Um das k-te Moment einer Verteilung zu bestimmen, bildet man die k-te Ableitung
von F(w) :
ddw(;:)) — (—Z)k /_OO xkf(l,)e—zw da
und erhélt das Resultat .
F
Bty = 20

Die Resultate kénnen in dem folgenden Satz zusammengefafit werden:

Satz 2.7.1 Es sei X eine stetige zufillige Verdnderliche mit der absolut integrierbaren
Dichte f(x) und der charakteristischen Funktion F(w). Dann ist das k-te Moment von
X durch

1 d*F(w)
(—i)k  dwk ’

w=0

E(X*) =

k=1,2,3,--- (2.129)
gegeben.

Beispiel 2.7.1 X sei zwischen den Werten a < b gleichverteilt, a < X < b. Die
Verteilungsfunktion ist dann durch F(xz) = x/(b — a) gegeben und die Dichte durch
f(x) =1/(b—a). Die c.F. ist dann

1 b 1 1, .
F — —iwT _ —iwa __ ,—iwb )
() (b—a) /a ¢ d (b—a)iw (e )

Um den Erwartungswert zu bestimmen, mufl F/(w) gefunden werden. Differenziert man
den Ausdruck auf der rechten Seite, so ergeben sich gewisse Schwierigkeiten fiir den Fall
w = 0, so dass man besser unter dem Integralzeichen differenziert:

i "
F'(w) = e /a ze “Tdx
und man erhilt ¥/(0) = —i/(2(b — a)), so dass
1 1 1
E(X)=—--F(0)= = .
(X)==3F 0 =37

Die hoheren Momente erhélt man auf analoge Weise. (I
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Anwendung: Faltungen

Erzeugende und charakteristische Funktionen lassen sich gelegentlich zur Bestimmung
der Verteilung von Summen unabhéingiger zufilliger Verdnderlicher anwenden. Die Ba-
sis dafiir sind die folgenden Sétze:

Satz 2.7.2 FEs seien X undY zwei stochastisch unabhdngige, diskrete zufillige Verdnder-
liche mit den Verteilungen p; = P(X = j), pr = P(Y = k). Die zu den Vertei-
lungen korrespondierenden erzeugenden Funktionen seien Pj(s) und Py(s). Weiter sei
7Z = X +Y. Die Verteilung von Z sei p, = P(Z = r). Dann hat Z die erzeugende
Funktion

P.(s) = P(s) P(x(s). (2.130)

Beweis: Es ist
P(Z=r) = PO+rUl+r—1U2+7r—-2U---Ur+0)
oo o0
= Y PX=mnY)=> Pi(X=m)P(Y =r—m)=p,.
r=0 r=0
Die erzeugende Funktion fiir Z ist dann
o0 oo T
P.(s) = Zprsr E Z Pj(X =m)P,(Y =r —m)s".
r=0 r=0 m=0

Die erzeugenden Funktionen fiir X un Y sind
oo ) o
Pi(s) = pjs’s Pi(s) =) ms"
j=0 k=0

Dann ist
oo o0 o (o9}
Fi()Pu(s) = D _pss’ > _pus® = 3D piwes’™
7=0 k=0 7=0 k=0
Dies ist aber gerade die erzeugende Funktion fiir Z, wie man sieht, wenn man in der
Summe die Terme mit gleichem Wert j + k = r zusammenfafit. O

Beispiel 2.7.2 X, X, seien stochastisch unabhéngige Bernoulli-Variable mit identi-
scher Verteilung P(X; = 0) =1 —p, P(X; = 1) = p. Gesucht ist die Verteilung von
X = Xj + Xo. Aus Beispiel 2.6.1 ist die erzeugende Funktion fir X;, ¢ = 1,2 durch
Pi(s) =1 —p+ ps gegeben. Nach (2.130) ist dann

Py(s) = (1 =p+ps)® = (1-p)*+2(1 - p)ps +p°s”.

Andererseits ist die Verteilung von X die Binomialverteilung

Pex =1 = () -t
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n =2 k=0,1,2 Die Terme P(X = k) fiir k = 0,1,2 sind demnach (1 — p)?,
2p(1—p), p?. Offenbar sind dies die Koeffizienten in der Reihe P, (s). Fiir die allgemeine
Binomialverteilung P(X|n, p) erhélt man dementsprechend die erzeugende Funktion

P.(s)=(1—p+ps)". (2.131)

Fiir den Erwartungswert von X erhélt man

dP, _
ds(s) =n(l—p+ps)"'p
und folglich
dP,(s e
E(X) = ds“ =n(l—p+p)" 'p=np
s=1

Weiter ist P;(s) =n(n—1)(1—p+ps)" 2p und

Var(X) = P"(1) + P'(1) - [P'(1),

mithin
Var(X) = nn—1)(1-p+p)" *p+n(l—p+p)"'p
— (n(1—p+p)"'p)
= n(n— 1)p+np—n2p: n%p — np + np — n?p?
= np(l—p),
vergl. (2.85) und (2.86). O

Satz 2.7.3 Es seien X, Y zwei stochastisch unabhingige, stetige zufillige Verdnderli-
che mit den Dichten f, und f,, und f, sei die Dichte von Z = X +Y . Die charakteri-
stischen Funktionen fir X, Y und Z seien Fy(w), Fy(w) und F,(w). Dann gilt

F.(w) = F(w)Fy(w). (2.132)

Beweis: Es ist
fa(z) = / fo(@)f(z —2z)de =F,(w) = / / fo(z)f(z — 2)e ™% dx dz.
Es sei y = z — x, dy/dz = —1. Dann ist

rw = [ n@se e ey

= [ e [ e dsay
F, (w)Fy ()

)Fy(w (2.133)
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Beispiel 2.7.3 Es werde angenommen, X und Y seien stochastisch unabhéngig mit
den Verteilungen f,(z) = Xe %, f,(y) = pe . Gesucht ist die charakteristische

Funktion von Z = X +Y.

Fir f, ist die charakteristische Funktion

F,(w) = )\/0 eTINTTIT (o

_ / e—i()\—‘rw)az dz
0
1

A+ w)’

und analog dazu findet man fiir f, die charakteristische Funktion

L
dementsprechend ist die c.F. fir f,
A
F.lwy=—-——+—7"—"7#+
Rt [y

Der Erwartungswert von Z ergibt sich sofort aus F7(0). Es ist

dF ,(w)
dw

1 1 a1
A=pPp—w)  (A—p)(p—w)? A X

Hieraus 148t sich die Dichte von Z durch inverse Transformation finden,

|

— * #eiwz D = H e~ z_e—)\z
R B e e e e

7T =+

(2.134)

(2.135)

(2.136)

(2.137)



Kapitel 3

Diskrete
Wahrscheinlichkeitsverteilungen

In diesem Kapitel werden einige der gebrauchlichsten Wahrscheinlichkeitsverteilungen
fiir diskrete zufillige Verdnderliche zusammengestellt.

3.1 Die Gleichverteilung

Mit dieser Verteilung wird oft, wenn auch nicht immer zu recht, die ”reine Zufélligkeit”
assoziiert:

Definition 3.1.1 Es sei () eine endliche Menge von Elementarereignissen, und es gelte
insbesondere |Q| = n < co. Weiter sei X eine zufillige Verdnderliche, die die Werte
X1, , Xy annehme, mit x; = x(w;). Gilt

1
P(X =z;) = P(w;) =— firalle w;€Q,i=1,---n, (3.1)
n
so heifst P Gleichverteilung.

Fiir den Erwartungswert und die Varianz der Gleichverteilung folgt dann sofort

E(X) = %Zx (3.2)
=1

n n 2
Var(z) = % Z i (711 Z a:z> (3.3)
i=1 i=1

Ohne weitere Aussagen iiber die Werte x; lassen sich diese Ausdriicke nicht weiter
vereinfachen. Im folgenden Beispiel wird der Spezialfall z; = ¢, 1 <14 < n betrachtet:

Beispiel 3.1.1 Es sei x; = i, ¢ = 1,--- ,n; dieser Fall bildet z.B. die Situation beim
normalen, sechsseitigen Wiirfel ab. Allgemein gilt p; = P(X = x;), und fiir die Gleich-
verteilung — alle Seiten haben die gleiche Wahrscheinlichkeit, nach einem Wurf oben

87
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zu liegen — gilt insbesondere p; = p = 1/n. Fiir den Erwartungswert hat man

n

B =Y g =1y i= 2R 1 (3.4)

und fiir die Varianz

n n 2
Var(X) = E(X?) — E*(X) = ngpz - (ZP:%)
i=1 i=1

ergibt sich

n n 2
Var(X) = %ZZQ— % (Zz)

=1 =1
~ Inam+1)@2n+1) 1 nP(n+1)?
T on 6 a2 4
. (n+1)@2n+1) (n+1)?
- 6 4
 (n+1)(n—-1)
= —— (3.5)

Zur Illustration sollen die Ausdriicke fiir E(X) und Var(X) tiber die erzeugende Funk-
tion hergeleitet werden. Fiir die Gleichverteilung ist die erzeugende Funktion durch

P(s) = Zpisi = pz s = %Z 5" (3.6)
i=1 =1 i=1

gegeben. Es ist

/ _ 1n-z‘—1
P'(s) = —E is
n
i=1

n

i _ 1 Sl i—2_1 - 2 1—2 1 - 12
P(s) = —gz(z—l)s ——gzs ——Ezs
n n
i=1 i=1 i=1

n

und mithin

E(X) = P'(1) = %Zi _ntl (3.7)
=1

Da fiir die Varianz
Var(X) = P"(1) + P/(1) — (P'(1))2

gilt, folgt (vergl. (2.123), p. 81)

Var(X) = 2= =) i — i—(
: n < n
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vergl. (3.5). Fiir n = 6 findet man E(X) = 3.5, und Var(X) = 15.16667 — 3.5 =
2.91667.

O

3.2 Die Bernoulli-Verteilung

Definition 3.2.1 Es sei Q eine beliebige, nicht notwendig endliche oder abzdhlbare
Menge von Elementarereignissen. X sei eine zufillige Verdnderliche mit X (w) = 1 fiir
we A, X(w)=0 firwe A. Dann heifst X Bernoulli-Variable, und

PX=1)=p, PX=0=1-p (3.9)

heift Bernoulli-Verteilung

Die erzeugende Funktion der Bernoulli-Verteilung ist durch
Als)=(1—p)s"+p-s'=q+ps, g=1-p. (3.10)
Man erhilt sofort A’(s) = p, A”(s) = 0, und mithin

E(X) = p (3.11)
Var(X) = p(1—p) (3.12)

wie man natiirlich auch ohne Betrachtung der erzeugenden Funktion direkt sieht.
E(X)=p-1+(1—=p)-0=p, Var(X) = BE(X?) - E*(X) =p- 12+ (1 —p) - 0 —p* =
p—p*=p(l-p).

3.3 Die Binomialverteilung

3.3.1 Definition

Definition 3.3.1 FEs seien Xi,---, X, stochastisch unabhdngige Bernoulli- Variable
mit P(X; = 1) = p fir alle i und es sei X = X1 + --- + X,,. Dann heifit die Ver-
teilung P(X = k), k = 0,1,--- ,n Binomialverteilung mit den Parametern n und p;
man schreibt auch B(X;n,p) fir diese Verteilung.

Einen expliziten Ausdruck P(X = k|n,p) erhélt man, wenn man bedenkt, dass die
Wabhrscheinlichkeit einer bestimmten Folge von k ”Erfolgen” und ”Misserfolgen” bei n
Versuchen durch

pF(1—p)nF

gegeben ist; dies folgt sofort aus der Unabhéngigkeit der einzelnen Versuche und der
Tatsache, dass es auf die Reihenfolge der Multiplikation nicht ankommt. Man ist aber
nicht an der Wahrscheinlichkeit einer bestimmten Folge interessiert, sondern an der
Wahrscheinlichkeit, iiberhaupt k Erfolge, unabhéngig von der Reihenfolge, zu erhalten.
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Nun gibt es gerade (Z) Moglichkeiten, k Erfolge in einer Folge von n Versuchen zu
beobachten, und nach dem Summensatz fiir Wahrscheinlichkeiten (verschiedene Folgen
sind einander ausschlieende Ereignisse) folgt

P(X = Kln,p) = <Z)p’f<1 ) (3.13)

Eine andere Herleitung der Verteilung ergibt sich {iber die erzeugende Funktion
der Verteilung. Offenbar ist die Binomialverteilung die n-fache Faltung der Bernoulli-
Verteilung. Dementsprechend mufl die erzeugende Funktion der Binomialverteilung
durch die n-te Potenz (n-faches Produkt mit sich selbst) der erzeugenden Funktion
der Bernoulli-Verteilung sein; man hat dementsprechend

P(s)=> pes* = (g +ps)" (3.14)
k=1

wobei pr, = P(X = k). Nun kann man das Binom (q + ps)” entwickeln, und der k-te
Term muf} dann gleich pi sein. Man erhélt dementsprechend

(¢ +ps)" = Zn: (Z) (ps)fq™* = Zn: <Z> gk

k=1 k=1

so dass
n _
P(X =k|n,p) = <k>pk(1 .

also (3.13) folgt. O

Fiir den Erwartungswert und die Varianz einer binomialverteilten Variablen ergibt
sich sofort

E(X) = np (3.15)
Var(X) = np(l—p)) (3.16)

da ja X die Summe stochastisch unabhéngiger Bernoulli-Variablen ist (F(X;) = p,
E(Xy+ -+ Xn) = np, Var(X;) = p(1 — p), Var(X1 + - + xn) = np(1 — p)).

Erwartungswert und Varianz sind also bei einer binomialverteilten zufélligen Verénder-
lichen miteinander verkoppelt. Es ist aber nicht so, dass die Varianz monoton mit
dem Erwartungswert wichst. Vielmehr nimmt sie fiir p = .5 ein Maximum an. Denn
man kann ja Var(X) als Funktion von p auffassen; differenziert man also Var(X) =
Var(X;p) nach p und setzt die Ableitung gleich Null, so erhilt man ein Extremum fiir
Var(X):

dVar(X;p)

dp
Fiir n — 2np = 0 folgt sofort p = 1/2, und da die zweite Ableitung d*Var(X;p)/dp® =
—2n negativ ist, mufl das Extremum ein Maximum sein. Die Abbildungen in Abb. 3.1

zeigen die Wahrscheinlichkeitsverteilung und die zugehorige Verteilungsfunktion fiir
p = .25 ((a) und (b)) und fir p = .5 ((¢) und (d)) fir jeweils n = 10. Fiir p = 1/2

=n(l—p)—np=n-—2np
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Abbildung 3.1: Binomialverteilungen fiir p = .25, n = 10 ((a) und (b)) und p = .5,
n =10 ((c¢) und (d))

0,
7 8 910 012345678910
Anzahl der "Erfolge"

sind die Wahrscheinlichkeiten p(X = k) symmetrisch zu E(X) = np; fir p # 1/2 ist
die Wahrscheinlichkeitsverteilung schief.

Die Binomialverteilung spielt in empirischen und in theoretischen Untersuchungen
eine auflerordentlich bedeutsame Rolle:

Beispiel 3.3.1 Bei einer Meinungsumfrage iiber die Wahlchancen der einzelnen Par-
teien werden genau n Personen befragt, ob sie eine bestimmte Partei wihlen werden
(A) oder nicht (A). Die Stichprobe wird so angelegt, dass die Antworten der einzelnen
Personen stochastisch unabhéngig voneinander sind, d.h. die Befragten sollen iiber ihre
Antworten vor der Befragung nicht iiber die Befragung kommunizieren. Weiter soll eine
Person aus der Population wie eine Kugel aus einer Urne ”gezogen” werden, wobei die
Wabhrscheinlichkeit, eine rote Kugel zu ziehen, bei jedem Zug gleich grof, ndmlich gleich
p ist, und p soll dem Anteil der Wihler der interessierenden Partei in der Population ent-
sprechen. Dann ist die Anzahl X der Personen, die sich zur Wahl der Partei bekennen,
binomialverteilt. Ist insbesondere X = k, so ist die relative Haufigkeit ”bekennender”
Wihler gleich p = k/n. Dann ist E(p) = E(k/n) = E(k)/n = np/n = p, und analog
findet man Var(p) = p(1 — p)/n. Je grofer also der Wert von n ist, desto ndher wird
im allgemeinen p bei p liegen. Fiir eine spezielle Befragung kann sich p allerdings sehr
von p unterscheiden, auch wenn die genannten Bedingungen der Stichprobenbildung
alle erfiillt wurden. ]

Beispiel 3.3.2 In einem psychophysischen Experiment soll die Intensitit eines Reizes
(Ton, Licht,...) bestimmt werden, mit der der Reiz an der Schwelle wahrgenommen,
d.h. entdeckt wird. Dies bedeutet, dass er mit einer Intensitéit mg dargeboten wird,
die gerade so grof} ist, dass die Wahrscheinlichkeit des Entdeckens einen bestimmten
Wert, etwa p, = 1/2, hat. my hingt von den experimentellen Bedingungen ab und
muf} experimentell bestimmt werden. Dazu wihlt man einen Wert m, der in mutmafli-
cher Nachbarschaft vom mg liegt, und bietet den Reiz mit dieser Intensitét n-mal dar.
Kann man annehmen, dass die Reaktionen der Versuchspersonen auf die verschiedenen
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Reizdarbietungen stochastisch unabhéngig sind, so ist die Anzahl der Entdeckungen des
Reizes B(X;n,p)-, d.h. binomialverteilt. Dabei ist der Parameter p, die Wahrschein-
lichkeit des Entdeckens in einem Versuchsdurchgang, von der Intensitdt m abhéngig,
p = p(m). Fir X = k findet man die Schitzung p(m) = k/n. Aus verschiedenen
Schétzungen p; = p(m;) kann man dann eine Schétzung p, = p(1hy) gewinnen, die eine
Schéitzung von myg liefert. (I

3.3.2 Verallgemeinerung

FEine Verallgemeinerung der Binomialverteilung ergibt sich, wenn man annimmt, dass
die Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis A fiir jeden Versuch verschieden ist. Im i-ten
Versuch sei also die Wahrscheinlichkeit fiir A durch p; gegeben. Die einzelnen Versuche
seien aber nach wie vor stochastisch unabhéngig. Gesucht ist dann wieder P(X = k) fiir
k=0, ---, n. Die Wahrscheinlichkeit fiir eine bestimmte Folge der Ereignisse A und A
ist dann durch das zu der Folge korrespondierende Produkt der p; bzw. 1 — p; gegeben.
So ist z.B. p1p2(1 — p3) die Wahrscheinlichkeit fiir die Folge AAA, und es ist X = 2.
Die Wahrscheinlichkeit fiir die Folge AAA ist p1(1—p2)ps mit ebenfalls X = 2. Fiir den
Fall p = konstant sind die Ausdriicke fiir P(X = k) durch die Entwicklung von (p+ ¢)™
gegeben. Man verifiziert leicht, dass sich die Wahrscheinlichkeiten fiir P(X = k) fiir
den Fall p # konstant durch die Terme der Entwicklung

n

H(pi +q;) =1 (3.17)

=1

ergeben. Gilt (3.17) so ist der Erwartungswert fiir X durch

E(X) =np, (3.18)
mit
1 n
D= i sz‘
=1
gegeben, und die Varianz ist
Var(X) =npg — 012) (3.19)

mit " .
__ 1 2 1 2 -2
Q—nz;% Up—nz;Pi_p

1= 1=

(Kendall und Stuart (1968a), p. 127). Im Falle ungleicher p;-Werte ist die Varianz von
X kleiner als bei konstantem p = p.

3.4 Die Multinomialverteilung

Eine zweite Verallgemeinerung der Binomialverteilung ergibt sich, wenn bei jedem der
n stochastisch unabhéngigen Versuche eines von k& moglichen zufilligen Ereignissen A;
auftreten kann. Es sei p; = p(A;) = konstant fiir alle Versuche. Diese Situation hat
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man z. B., wenn man in Beispiel 3.3.1, Seite 91, die Personen nicht nur befragt, ob
sie eine bestimmte Partei wahlen werden oder nicht, sondern welche von k& mdglichen
Parteien sie wahlen werden. Es gilt

Definition 3.4.1 Es werden n stochastisch unabhdingige Versuche durchgefiihrt. In je-
dem Versuch kann das zufillige Ereignis A;, i = 1,--- ,k mit der Wahrscheinlichkeit
pi = p(4;) auftreten. Die zufillige Verdnderliche X; reprdsentiere die Hdufigkeit, mit
der das Ereignis A; insgesamt auftritt, und x; sei der Wert, den X; nach den n Ver-
suchen angenommen hat; es gilt

k k
2 =1 Y mi=n
i=1 i=1

gilt. Dann heiffen die zufilligen Verdnderlichen Xy, --- , X} multinomialverteilt..
Satz 3.4.1 Sind die x1,-- -, x multinomialverteilt so gilt
n!

PXi=x1,...,Xp=a) = [ 2SRy (3.20)

ol 14
T1:X9: Tk

mit 0 < x; <n.

Beweis: Die Anzahl N(z1,...,z;) der Moglichkeiten, n Elemente auf k Kategorien
so aufzuteilen, dass gerade die Verteilung X; = x1,..., Xr = xp resultiert, ist gerade
n!/(z1!- - x!) (vergl. Kap.1, Multinomialkoeffizienten), und jede dieser Folgen hat die
gleiche Wahrscheinlichkeit; wegen der stochastischen Unabhéingigkeit folgt sofort, dass
eine spezielle Folge mit X; = 1, ... , X = zj, die Wahrscheinlichkeit p{* - -- pi’“ hat.
Dies fithrt unmittelbar zu (3.20). O

Fiir die Erwartungswerte und Varianzen der X; gilt
E(X;) =np;, Var(X;) =npi(1—p;). (3.21)

Dies sind natiirlich die Erwartungswerte und Varianzen der Binomialverteilung, denn
fiir eine bestimmtes Ereignis A; gilt ja, dass es in einem bestimmten Versuch entweder
eintritt, und zwar mit der Wahrscheinlichkeit p;, oder nicht mit der Wahrscheinlichkeit
1— Pi-

Es sei noch darauf hingewiesen, dass die Variablen X; nicht stochastisch unabhéngig
sind; dies wird sofort klar, wenn man bedenkt, dass ja ), z; = n sein muB. Also ist
etwaxp=n—x1— - —xp_iund pp =1—p; — -+ — pr_1, T kann also keinen Wert
unabhéingig von den iibrigen x;, j = 1,...,z}_1, annehmen.

Man findet durch eine leichte Rechnung, dass

npi(l —pi), 1=
KOU(XZ-,X]-):{ _T;(oipj i) i (3.22)

d.h. Kov(Xj;, X;) = 0 nur dann, wenn p; = 0 oder p; = 0.
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Beispiel 3.4.1 Die Bundesregierung beauftragt ein Meinungsforschungsinstitut, die
Einstellung der Bevolkerung zur Arbeitsmarktpolitik der Regierung zu erfassen. Das
Institut will dazu Personen aus m verschiedenen Berufsgruppen befragen; aus jeder
Gruppe werden n zufillig ausgewéhlte Personen befragt. Die Personen sollen die Politik
auf einer Skala von -3 (miserabel) iiber 0 (weder gut noch schlecht) bis +3 (ausgezeich-
net) beurteilen. Es gibt also insgesamt 7 Kategorien. Es sei 7;; die Wahrscheinlichkeit,
dass eine Person aus der i-ten Gruppe die j-te Kategorie ankreuzt, ¢ = 1,--- ,m,
j=1,---,7. Dann ist die Wahrscheinlichkeit, fiir die i-te Gruppe gerade r; Beurtei-
lungen -3, ro Beurteilungen -2 und schliellich 77 Beurteilungen 43 zu erhalten, durch
die Verteilung (3.20) gegeben, wobei jetzt p; durch m;; zu ersetzen ist. O

3.5 Die geometrische Verteilung

Héufig befindet man sich in der Lage, einen Versuch so lange wiederholen zu miissen,
bis sich ein ”Erfolg” eingestellt hat. So kann es geschehen, dass man im Dunkeln vor
der Tiir steht und die Schliissel eines Schliisselbundes so lange ausprobieren muf}, bis
man den richtigen gefunden hat, wobei es vorkommen kann, dass man den gleichen,
aber falschen Schliissel mehrfach probiert. Manche Menschen versuchen, sich die Zu-
kunft durch einen Miinzwurf zu erschlieflen: liegt z.B. ”"Kopf” oben, so tritt von zwei
moglichen Ereignissen das angenehmere ein, liegt die ”Zahl” oben, so ist einem das
unangenehmere vorherbestimmt. Liegt beim ersten Wurf die Zahl oben, so hat man al-
lerdings nicht ”richtig” geworfen, man versucht es besser noch einmal. Liegt wiederum
die ”Zahl” oben, so hat man beim Werfen der Miinze wieder etwas falsch gemacht, und
man versucht es aufs Neue, - so lange, bis nach einem Wurf endlich der ”Kopf” oben
liegt und man getrost der Zukunft entgegensehen kann - - -

Man kann nun fragen, wie grof§ die Wahrscheinlichkeit ist, dass erst nach dem k-
ten Misserfolg der ”Erfolg” beim (k + 1)-ten Versuch eintritt. Die Frage fiihrt auf die
folgende Wahrscheinlichkeitsverteilung:

Definition 3.5.1 Es werde eine Folge von stochastisch unabhdingigen Versuchen durch-
gefiihrt, bei denen das Ereignis A jeweils mit der Wahrscheinlichkeit p = P(A) und das
Ereignis A mit der Wahrscheinlichkeit 1 — p beobachtet wird. Es sei X die Anzahl der
Versuche, in denen A eintritt, bevor zum ersten Male A beobachtet wird. Dann heifit
X geometrisch oder Laplace-verteilt.

Fiir die Wahrscheinlichkeit, dass X gerade den Wert k& annimmt, dass also beim (k+1)-
ten Versuch der erste ”Erfolg” auftritt, findet man sofort

P(X=k)=PANANn---NANA) =(1-prp=d'p (3.23)
wegen der stochastischen Unabhéngigkeit der einzelnen Versuche und wegen der Kon-

stanz der Wahrscheinlichkeit p.

Es sei noch einmal angemerkt, dass man insgesamt k + 1 Versuche betrachtet. Ge-
legentlich wird diese Gesamtzahl von k + 1 Versuchen als geometrisch bezeichnet; die
Form der erzeugenden Funktion und damit die Momente der Verteilung sind natiirlich
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fiir die beiden Ansétze ein wenig verschieden. Ist z.B. E(X) der Erwartungswert fiir
den Ansatz, dass X gleich der Anzahl der Misserfolge vor dem ersten Erfolg ist, so ist
E(X)+1 der Erwartungswert fiir den Fall, dass der (k+ 1)-te Versuch mitgezéhlt wird.

Die Verteilungsfunktion P(X < k) ist durch

k

P(X<k)=p> (1-p/=1-(1-p)" (3.24)
=0

gegeben. Es soll zundchst werde die erzeugende Funktion fiir den Fall, dass X die

Abbildung 3.2: Geometrische Verteilung, p = 1/6
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Anzahl der Versuche

Anzahl der Misserfolge vor dem ersten Erfolg reprisentiert, bestimmt werden. Dazu
werde pi, = ¢*p gesetzt. Dann erhilt man

o0 (o.)
A(s) = D ks =p) "
k=0 k=0

= p) (a5)" = _pqs (3.25)
k=0

Die Ausdriicke fiir den Erwartungswert und die Varianz kénnen wieder iiber die erzeu-
gende Funktion der Verteilung hergeleitet werden. Es gilt

B(x) = 1P (3.26)

1 —
Var(X) = —£ =2 (3.27)

Zum Beweis rechnet man nach, dass der Ausdruck (3.25) fiir die erzeugende Funktion

/ . pq
Als) = (1—gs)?

2

Al(s) = 2pq

(1—gs)?
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liefert, woraus man

erhilt, und

Var(X) = A"(1)+ A'(1) — (A'(1))?
2@—pﬁ_(1—m2+1—p
p

I-p ¢

p?

p

Zur Ilustration werde noch der Fall betrachtet, dass X die Gesamtzahl der Versu-
che, also die Anzahl einschliefllich des Versuches, der den ersten Erfolg gebracht hat,
reprasentiert. Es sei nun X = k, wobei die ersten k — 1 Versuche Misserfolge waren.

Die erzeugende Funktion ist dann, wegen p, = P(X = k) = ¢*1p,

Als) = Yot =23 (gs)
q k=0

k=0
. b
q(1 —qgs)
Dann ist
/ . p
A@)__(lfwﬁ
2pq
Al/ —
(=) (1—gs)?
Fiir s = 1 folgt
1
EX)=A(1)=—2 2
() @ (1-9?* »p

Da X hier die Anzahl der Misserfolge plus 1 ist, mufl die Anzahl der Misserfolge den
Erwartungswert £(X —1) = 1/p—1 = (1—p)/p haben; dies ist der in (3.26) angegebene
Wert.

Fiir die Varianz erhilt man

_ " ! _ ! 2 _ 2(] _ 1 1
Var(X) = A"(1)+ A'(1) — (4'(1)) e (1_q)2+1_q

g _1-p
(1-9? p°

Dieser Ausdruck ist der gleiche wie der in (3.27) gegebene; dies mufl auch so sein, denn
man betrachtet hier die Varianz der zufiilligen Veréinderlichen X 41, wenn X die Anzahl
der Misserfolge ist, und Var(X +1) = Var(X); — die additive Konstante dndert nichts
an der Varianz der Werte.
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Beispiel 3.5.1 (Russisches Roulette) Ein 6-schiissiger Trommelrevolver wird mit nur
einer Patrone bestiickt. Dann wird die Trommel willkiirlich (= zufillig) gedreht und
man schiefit auf sich selbst. Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, dass man genau nach
dem fiinften Schufl ”Erfolg” hat, d.h. defunkt ist? Interessanter ist vermutlich aber
die Frage, wie grofl die Wahrscheinlichkeit ist, dass man eine Folge von fiinf Schiissen
iiberlebt.

Es sei A das Ereignis, dass die Trommelposition todlich ist, und A ist das Ereignis,
dass eine der iibrigen Positionen eingestellt ist. Die Zufélligkeit der Trommelposition
soll insbesondere bedeuten, dass alle Positionen gleichwahrscheinlich sind. Also ist p =
P(A) =1/6,p(A) = 5/6. Um genau mit dem fiinften Schuf ”erfolgreich” zu sein, muf
man vorher vier Misserfolge hingenommen haben. Dann ist P(X = 4) = (1 — p)*p =
(5/6)*(1/6) ~ .0804.

Die Wahrscheinlichkeit, fiinf Schiisse zu iiberleben, ist die Wahrscheinlichkeit von
mindestens fiinf Misserfolgen, also

P(X>5)=P(X=6UX=TU---).
Da nun

P(X>5) = 1-P(X<5)=1-(P(X=1)4+P(X=2)+---+P(X =5))
= 1-1[(5/6+(5/6)>+---+ (5/6)%)/6] = .5685 > 1/2, (3.28)

d.h. man iiberlebt mit gréflerer Wahrscheinlichkeit, als wiirfe man die Miinze.

Berechnet man noch den Erwartungswert und die Varianz von X, so findet man
E(X) =5, Var(X) = 30. Die Abbildung 3.2 zeigt die Wahrscheinlichkeitsverteilung
und die Verteilungsfunktion fiir den Parameter p = 1/6. g

Beispiel 3.5.2 Jan Rapp aus Vegesack will durch einen Lottogewinn seine Rente auf-
bessern. Er meint, dass er keine Sorgen mehr haben wird, wenn er 7 ”Richtige” aus 49
Zahlen tippt.

Nun ist bekannt, dass die Wahrscheinlichkeit, bei einmaligen Spielen 7 Richtige zu
tippen, gerade p = .0000000116414 ist (vergl. Beispiel 3.8.1, Seite 108.Jan Rapp spielt
jede Woche; wieviele Wochen muf3 er ansetzen, damit er innerhalb des durch diese
Wochen definierten Zeitraums mit der Wahrscheinlichkeit py = .95 mindestens einmal
7 Richtige tippt?

Die Wahrscheinlichkeit von k& Miflerfolgen (keine 7 Richtige) ist durch (3.24) gege-
ben; es soll also P(X < k) = .95 gelten, also
1—(1—p)ktt = 95

Daraus findet man
log(1 —.95)

k4 1=
log(1 —p)

= 2.57334 x 10® Wochen,

was 4.5956 x 10% Jahren entspricht.
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Der Erwartungswert liegt bei E(X) = 8.59003 x 107 Wochen bzw. bei 1.53393 x 10°
Jahren. Jan Rapp gibt nicht auf. Er weif}, dass auch Ereignisse mit der Wahrschein-
lichkeit 0 nicht unméglich sein miissen. (I

Viele Fragestellungen, die auf die Anwendung der geometrischen Verteilung hin-
auslaufen, lassen sich paradigmatisch auf das Ziehen aus einer Urne mit Zuriicklegen
zuriickfithren:

Beispiel 3.5.3 McGill (1963) betrachtete die Suche nach Wortern im Langzeitgedécht-
nis als Ziehen aus einer Urne mit Zuriicklegen. So besteht im Experiment von Bousfield
und Sedgewick (1944) die Aufgabe der Vpn darin, alle zu einem vorgegebenen Ober-
begriff gehdrenden Worter zu finden, etwa die Namen europdischer Stiadte. Die im
Langzeitgedichtnis (LZG) gespeicherten Stddtenamen werden nun als Kugeln in einer
Urne — die das LGZ reprisentiert — aufgefafit. Die Suche nach einem Stédtenamen
findet statt, indem zufillig irgendeine Kugel gew#hlt wird. Jede Kugel hat dabei die
gleiche Wahrscheinlichkeit, gewéhlt zu werden. Représentiert die Kugel einen Stéadten-
amen, der noch nicht genannt worden ist, so war der Zug ein ”Erfolg”. Wenn nicht,
wird die Kugel zuriickgelegt und die Suche geht weiter, wobei die eben gezogene Kugel
wieder gezogen werden kann. Weiter sind die einzelnen Ziige stochastisch unabhéngig.
Damit bleibt die Wahrscheinlichkeit p, dass eine bestimmte Kugel gezogen wird, kon-
stant. Offenbar ist die Anzahl der Ziige bis zum ersten ”Erfolg” geometrisch verteilt.
O

3.6 Die Poisson-Verteilung

Vorbemerkung zur e-Funktion: Die e-Funktion oder Exponentialfunktion ist durch
f(z) = exp(z) = e* defininiert. Die Ableitung (der Differentialquotient) ist durch
f/dx = f'(x) = e® gegeben, d.h. sie reproduziert sich bei Differentiation. Sie gehort
damit zu den Funktionen, die sich ein eine Taylor-Reihe

22 22 > zF
f(x):1+xf/(0)+af”(o)—i_af(g)_'—“.:ZH (3.29)
k=0

entwickeln lassen: ) -

f(m):ex:(}!Jrf!Jr;Jr_..:kZz (3.30)
=0
Fiir e=* erhélt man

f($):e_z:1_x+j_";’+...:i<_k’“;)k, (3.31)

Fiir hinbreichend kleine x erhélt man daraus die niitzlichen Approximationen e* ~ 1+,
e ?x1—u.

Zur Poisson-Verteilung: In vielen empirischen Situationen zéhlt man die Haufigkeit
des Auftretens eines bestimmten zufilligen Ereignisses A, ohne dass die Gesamtzahl
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der Beobachtungen von vornherein festgelegt ist. Dann kann die folgende Verteilung
von Interesse sein

Definition 3.6.1 Es sei X eine zufillige Verdnderliche, die die Haufigkeit des Ereig-
nisses A reprasentiert. Es gelte

1. Die verschiedenen Realisierungen von A sind unabhdngig voneinander,
2. p(A) = p fiir alle Realisierungen des Ereignisses

3. Die Wahrscheinlichkeit, dass X = k-mal das Ereignis A beobachtet wurden, ist

durch
)\k
P(X =k\) =e? R (3.32)
gegeben. Dann heifst X Poisson-verteilt.
Wegen (3.30) sieht man sofort, dass
lim P(X = k|\) =ele ™ =1. (3.33)

k—o00
Der Erwartungswert und die Varianz der Verteilung sind durch

EX) = A (3.34)
Var(X) = X (3.35)

gegeben (Beweis iiber die erzeugende Funktion s. unten).

Die Verteilung (3.32) ist nicht aus den Annahmen 1. und 2. gefolgert worden, son-
dern wurde in 3. postuliert. In der Tat implizieren die ersten beiden Annahmen noch
nicht den Ausdruck (3.32) fiir P(X = k|)), so dass dieser Ausdruck mit zur Definition
der Verteilung gehort. Er kann aber als Grenzwert der Binomialverteilung hergeleitet
werden, wie Poisson! als erster zeigte, wenn man annimmt, dass (i) p klein ist, d.h.
p < 1, und dass (ii) n groB ist (n — o0). Diese Annahmen impliziere, wie gleich ge-
zeigt wird, den Ausdruck (3.32), aber dieser Ausdruck mufl nicht bedeuten, dass in
einer konkreten Anwendung die wahre Verteilung die Binomialverteilung ist, die durch
(3.32) nur approximiert wird.

Zur Herleitung der Poisson-Verteilung aus der Binomialverteilung wird insbesondere
angenommen, dass p — 0 und n — oo gelten derart, dass pn — A, wobei A eine endliche
reelle Zahl ist (vergl. z. B. Feller (1968), p. 153). Fiir die Binomialverteilung mit kleinem

p hat man dann

P = O, p) = (1= )" = (1- A)”,

n

und da (1 — \,)" — e~ fiir? n — oo, folgt

P(K =0ln,p) ~ e

'Siméon Denis Poisson, 1781-1840
2vergl. etwa Courant, R.: Vorlesungen iiber Differential- und Integralrechnung (1961), p.38
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Abbildung 3.3: Poisson-Verteilungen, (a) A = 1.5, (b) A = 5.0, (¢c) A = 10.0
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Hieraus folgt

3|n, p)

P(X =

so dass man induktiv

(3.36)

folgern kann.

Auf den ersten Blick mogen die Annahmen der Definition 3.6.1 einen seltenen Spezi-
alfall darstellen. Man macht sich aber leicht klar, dass die Annahmen als gute Ndherung

fiir viele nahezu alltégliche Situationen aufgefafit werden kénnen. Man denke etwa an
Situationen, in denen das Auftreten zufélliger, voneinander unabhéngiger Ereignisse in

der Zeit betrachtet wird. Ein Beispiel hierfiir sind Unfille pro Monat oder Jahr auf
einem gegebenen Straflenabschnitt. Die Annahme der perfekten Unabhéngigkeit ist si-

cherlich eine Idealisierung, denn Autofahrer, die gerade Zeuge eines Unfalls wurden,
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fahren anschliefend vorsichtiger, allerdings verliert sich dieser Effekt bei den meisten
relativ schnell, so dass die Annahme der Unabhéngigkeit eine gute Approximation an
die Wirklichkeit darstellen kann. Die Gesamtdauer des Beobachtungszeitraums sei T,
die Wahrscheinlichkeit eines Unfalls im Intervall (¢,¢ + At) sei p, und nAt = T. Fiir
At — 0 wird p — 0 und gleichzeitig n — oo gelten. Fiir die Haufigkeit von Unfillen im
Zeitraum (0, T") ist dann wichtig, wie der Wert von p mit At gegen Null strebt, d.h. gegen
welchen Wert A\ das Produkt np strebt: A kann durchaus sehr grof sein. Ob es in solchen
Situationen eine verniinftige Entscheidung ist, (3.32) zur ”Erkldrung” heranzuziehen,
ist dann eine empirische Frage. Wenn die Wahrscheinlichkeiten der verschiedenen Au-
tofahrer, einen Unfall zu verursachen, unterschiedlich sind, kann die Poisson-Verteilung
keine gute Wahl sein, obwohl sie fiir jeden individuellen Fahrer die korrekte Verteilung
sein kann. Die Fahrer unterscheiden sich dann durch ihre Parameter . Die Verteilung
der Unfille ist in diesem Fall durch eine zusammengesetzte Poisson-Verteilung gegeben
(vergl. Abschnitt 3.9). Letzlich muff man empirisch entscheiden, ob (3.32) die adédquate
Verteilung ist oder nicht.

Die erzeugende Funktion der Poisson-Verteilung: Fiir die erzeugende Funktion
oo
A(s) = Z prs®
k=0
ergibt sich mit p, = e\ /k!

A(s) = e i ()\];)k = e M. (3.37)
k=0

Fiir den Erwartungswert und die Varianz erh&lt man
Al(s) = e M
A//(S) — A267A+)\s

und damit die Ausdriicke E(X) = A, d.h.(3.34) fiir den Erwartungswert und Var(X) =
A, d.h. (3.35) fiir die Varianz, denn A’(1) = Aund A”(1)+A'(1)—(A'(1))? = N2+ A-\2 =
A. O

Die Poisson-Verteilung spielt, wie die Binomial- und auch die geometrische Ver-
teilung, in theoretischen und praktischen Anwendungen der Statistik eine hervorra-
gende Rolle. Zunéchst eine eher formale Eigenschaft der Poisson-Verteilung: da X auf
der Menge allerd natiirlichenb Zahlen definiert ist, wiirde man intuitiv vermuten, dass
X = k mit geradem und ungeradem k mt Wahrscheinlichkeit 1/2 auftreten, — aber das
ist nicht der Fall. Aber dies ist nicht der Fall:

Beispiel 3.6.1 Die Wahrscheinlichkeit, dass X = k gerade bzw ungerade ist, ist durch

e )\2]6
Py = P(X = k|k gerade,\) = e ) o (3.38)
k=0 ’
0 \2k+1
P,; = P(X = x|k ungerade,\) = e Z —_— (3.39)

|
22 2k + 1)!
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gegeben. Dann ist

)\Qk )\2k+1
o
Py = Pug = Z( N 2k:+1)>

Schreibt man den Ausdruck aus, so erhilt man

2k 2k+1 2 3 4 500 X (_\k
AR T WIS o G
k) k+1)! 2l 31 4l B ek
nach (3.31), so dass
P~ Py=e¢">0, \<oo. (3.40)

Gerade Anzahlen sind also wahrscheinlicher als ungerade Anzahlen; die Differenz ist
um so grofer, je kleiner der Wert von A ist. Fiir hinreichend kleine Werte von A gilt ins-
besondere e * &~ 1— )\, d.h. die Wahrscheinlichkeit, dass eine gerade Anzahl beobachtet
wird, geht gegen 1 mit A — 0.

O

Das folgende Beispiel soll nur eine einfache Anwendung illustrieren.

Beispiel 3.6.2 Ein erfahrener Psychotherapeut entnimmt seinen Unterlagen, dass er
pro Jahr durchschnittlich drei Personen behandelt, die iiber Panikanfille klagen. Er
stellt fest, dass sich die Personen untereinander nicht kannten und vermutet daher, dass
sie stochastisch unabhéingig voneinander eine Neigung zu Panikanfillen entwickeln. Im
Laufe eines bestimmten Jahres melden sich nun 6 miteinander nicht bekannte Personen
bei ihm, die unter Panikanféllen leiden. Ist es verniinftig, von einer Panikepidemie zu
sprechen?

Insgesamt sind, den Beobachtungen des Psychotherapeuten entsprechend, Personen
mit Panikanfdllen ”seltene Ereignisse”, denn man muf} ihre Anzahl im Vergleich zur
Gesamtzahl der Personen in der Population sehen. Zusammen mit der Annahme der
stochastischen Unabh#ngigkeit fithrt dies zu der Hypothese, dass die Anzahl der unter
Panikanfillen leidenden Personen pro Jahr Poisson-verteilt ist. Der Therapeut kann
A = 3 annehmen. Die Wahrscheinlichkeit, dass 6 oder mehr Personen mit Panikanfillen
zum Therapeuten gehen, ist

P(X>5)=1-P(X <5)

Es ist
P(X=0) = ¢3.3%0 =2 =.04979, P(X =1)=e33'/11 = .14936
P(X =2) = e7332/20 =.22404, P(X =3)=e33%/3! = .22404
P(X =4) = e33%/41 = 16803
P(X =5) = e33°/5! =.10082

Also ist P(X < 5) = .91608, so dass P(X > 5) = 1 — .91608 = .0839; — diese
Wahrscheinlichkeit ist in der Tat gering. Vergleicht man sie mit dem Wert der Wahr-
scheinlichkeit fiir exakt X = 6, nimlich P(X = 6) = ¢ 335/6! = .05041, so findet
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man dass P(X > 5) nur unwesentlich gréfier als P(X = 6) ist, d.h. noch gréere An-
zahlen von Panikpatienten pro Jahr wird man nur sehr selten finden, wenn die Anzahl
X zuféllig, d.h. hier geméfl der Poisson-Verteilung, auftritt. Man kann argumentieren,
dass die Anzahl von mehr als 5 Panikpatienten in einem Jahr so wenig wahrscheinlich
ist - ndmlich eben nur P(X > 5) = .0839, dass es nicht unverniinftig ist, die Hypothese
einer Epidemie aufzustellen. Einen Beweis fiir eine Epidemie stellt der Wert von X = 6
aber noch nicht dar.

Es ist E(X) = A = 3 und Var(X) = 02 = A\ = 3, d.h. die Standardabweichung
betragt o = 1.732; 5 Panikpatienten pro Jahr reprisentieren also ungefdhr eine Ab-
weichung von einer Standardabweichung vom Erwartungswert, 6 Patienten pro Jahr
bedeuten eine Abweichung von etwas weniger als 2 Standardabweichungen vom Erwar-
tungswert. [l

3.7 Die Negative Binomialverteilung

Die Zufallige Verdnderliche X ist geometrisch verteilt, wenn sie die Anzahl der Ereignis-
se A bis zum ersten Eintreffen von A reprisentiert, wobei X = K, wenn K die Anzahl
der "Misserfolge” (A) ist, oder X = K + 1, wenn der Versuch, bei dem zum ersten
Mal A eintritt, mitgezahlt wird. Dabei gilt p = P(A) fiir alle Versuche, die iiberdies
als stochastisch unabhéngig vorausgesetzt werden. Die geometrische Verteilung kann
verallgemeinert werden.

Definition 3.7.1 Es sei X = K + r, wobei r > 1 eine festgelegte Anzahl von ”FEr-
folgen” ist. Die zufillige Verdnderliche X heifit dann negativ binomialverteilt mit den
Parametern p und r. r heiffit auch stopping parameter.

Anmerkungen:

1. In bezug auf die negative Binomialverteilung wird auch von der inversen Stich-
probenentnahme (inverse sampling) geredet. Wéhrend man ja iiblicherweise eine
Stichprobe vom Umfang n erhebt und dann nachschaut, wie grofl die Anzahl r
der ”Erfolge” ist, wird ja bei der in Definition der negativen Binomialverteilung
beschriebenen Situation der Wert von n offengelassen und der von r festgelegt.

2. Die negative Binomialverteilung ist eine diskrete Verteilung fiir Wartezeiten: man
beobachtet so lange, bis man r ” Erfolge” beobachtet hat, und dieser Prozess endet,
wenn bei einem Versuch die gewiinschte Anzahl r von Erfolgen erreicht wurde;
dieser Sachverhalt wird durch den Ausdruck ’stopping parameter’ wiedergegeben.

O

Gesucht ist ein Ausdruck fiir die Wahrscheinlichkeit P(X = n|p,r). Sicherlich ist
n > r. Es werde Fall betrachtet, dass bereits n — 1 Versuche durchgefiihrt worden sind
und dabei (r — 1)-mal das Ereignis A beobachtet wurde. Die Wahrscheinlichkeit dieses
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Falls ist durch die Binomial-Verteilung gegeben: Es sei Y die Haufigkeit, mit der das
Ereignis A bei n — 1 Versuchen beobachtet wurde. Dann ist insbesondere

n—1 — n—1—(r—
P(er—llp,n—l)z(r_l)pr H1—p) o,

Die Wahrscheinlichkeit, dass bei n — 1 Versuchen gerade (r — 1)-mal A beobachtet
wurde und beim n-ten Versuch wieder das Ereignis A beobachtet wird, ist — wegen der
Unabhéngigkeit der Versuche — dann P(Y = r — 1|p,n — 1)p, so dass

n—1

P(X =nlp,r) = (r B 1)19’"(1 —p)" (3.41)

Fiir r = 1 geht dieser Ausdruck in den fiir die geometrische Verteilung iiber, da dann
n = k+1 und (::11) = (k+D/O(k+1)!) =1 Da X =n = k+r, kann man
ebensogut nach der Wahrscheinlichkeit, dass K = k ist fragen, denn K ist die eigentliche
zufillige Veréinderliche in diesem Experiment. K ist die Anzahl der Misserfolge, also
der Ereignisse A. Sicherlich gilt

P(K = klp,r) = P(X = n|p,7),

und wegen der allgemeinen Beziehung

n\ n!
k) El(n — k)!
hat man

n—1\ [(k+r—-1Y\ (k+r—1)! C(kE+r-1)! (k+r—1

r—1) \ r—=1 ) (- k+r—1—(r—=1)  (r-DK k '
Substituiert man diesen Ausdruck in (3.41) und beriicksichtigt noch, dass n — r = k,
so erhélt man

P =t = (LT -t (3.42)

Die Ausdriicke (3.41) und (3.42) werden gleichermafien als Definition der negativen
Binomialverteilung betrachtet.

Anmerkung: Es ist

<n>_ n! _nn—-1)(n-2)---(n—k+1)
k) T Rm -k Kl

Auf (k+z_1) angewendet erhélt man wegen —(r+k—1) = —r—k+1, —(r+k—-1-1) =
—r—k+2etc

<k+r—1> _ <—7°> I VR L S P

k k

und damit die Beziehung

P = k) = (04 ()=t = 0t ()t = () ot )
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die den Ausdruck ”Negative Binomialverteilung” erklért. [l

Erwartungswert und Varianz: Die Gesamtzahl K der Misserfolge ist die Summe
stochastisch unabhéngiger, geometrischer verteilter Variablen Ki,---, K,: K; ist die
Anzahl der Versuche bis zum ersten Erfolg, Ko die Anzahl der Versuche bis zum zweiten
Erfolg, etc. Ist r die gewiinschte Zahl der Erfolge (das Eintreten von A), so hat man
also

K=K +K+ - +K, (3.44)

und
X=K+r. (3.45)
Damit ist der Erwartungswert von X durch E(X) = E(K+r) = E(K)+r, denn r ist ja
eine vorgegebene Konstante. Die zufilligen Verdnderlichen K, j = 1,...,r sind jeweils

geometrisch verteilt, und nach (3.26) und (3.27), Seite p. 95, sind der Erwartungswert
von K; durch (1 — p)/p und die Varianz von K; durch (1 — p)/p? gegeben. Demnach
hat man

r(1—p)

E(K) = Y (3.46)
E(X) = E(K)—l—r:W:Z (3.47)
Var(X) = r“p;p) (3.48)

Erzeugende Funktion: Wegen (3.44) und X = K + r, r eine Konstante ist die
"wirkliche” zuféllige Verdnderliche K, wobei die K; jeweils geometrisch verteilt sind.
Die erzeugende Funktion fiir die geometrische Verteilung ist nach (3.25)

P
Als) = 1—gs

und damit hat man sofort die erzeugende Funktion der negativen Binomialverteilung:
da die Verteilung von K die r-fache Faltung der geometrischen Verteilung mit sich
selbst ist, muf} (vergl. Abschnitt 3.5, Gleichung (3.25), Seite 95)

A(s):( P ) (3.49)

1—gs

die erzeugende Funktion fiir K sein. Hieraus folgen natiirlich wieder der Erwartungswert
und die Varianz von K: Es ist

r—1
Als) = k(l_pqs> ﬁ (3.50)

2

r—2 2 r—1
2pq
A" _ -1 p bq p 51
=) rir )<1—q3> ((1—(18)2 i 1 —gs)? (3:51)
Aus (3.50) folgt dann

(2 N pe r(1-p)
E(k)_A(l)_r( ) : - (3.52)
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Fiir X = K + r erhiilt man den Erwartungswert F(X) = E(k) + r, d.h.

E(X):Ll_p) TR Ly Ry

3.53
p p p ( )

Die Varianz ergibt sich dann ebenfalls als die Varianz einer Summe geometrisch ver-
teilter Variablen, d.h. nach (3.27), p. 95,

r(l—p)

Var(X) =Var(K) = p

(3.54)

Poisson-Verteilung als Limit der negativen Binomialverteilung Fiir r — oo

und p — 1 derart, dass der Erwartungswert von K (vergl. (3.46)) durch
l-p

A=r = konstant (3.55)
gegeben ist, strebt die negative Binomialverteilung gegen eine Poisson-Verteilung. Der

eleganteste Weg zu dieser Behauptung fiihrt {iber die erzeugende Funktion der negativen
Binomialverteilung (Feller (1968, p. 281)3. Die Gleichung (3.55) impliziert dann

T 1
b r+ X 1+ M/r (3.56)
1 1

—1—-p = 1-— = )

1 P 1+ X/r 1+47/A (3.57)
Offenbar folgt dann

lim rq = lim —— — lim —— — ) (3.58)

rlﬁoorq_raool—l—r/)\ T S0 1/7‘—}—1/)\ B ’

d.h. fiir hinreichend grofien Wert von 7 erhélt man ¢ &~ \/r. Fiir die erzeugende Funktion
(3.49) erhélt man fiir hinreichend grolen Wert von r

(i) = ()

1—q\" L—X/r)" —A
lim (A €k A0 RGNS VY (3.59)
r—oo \ 1 — gs r—oo (1 — As/r)" e=sA

Dies ist aber die erzeugende Funktion der Poisson-Verteilung (vergl. (3.37), Seite 101),
womit die Behauptung, dass unter den angegebenen Bedingungen die negative Bino-
mialverteilung gegen eine Poisson-Verteilung konvergiert, bewiesen ist. O

und mithin

Beispiel 3.7.1 Ein Student bendétigt fiir seine Diplomarbeit 5 Versuchspersonen. Um
diese zu finden, befragt er Kommilitonen — nicht notwendig aus seinem Fach, sondern
irgendwelche zufillig ausgewéhlte Kommilitonen — aus der Universitéit, ob sie bereit

3Man kann auch von (3.42) ausgehen, muB dann aber zeigen, dass (T+£71)/(T + 0% = 1/k!, was
rechnerisch aufwéndig ist.
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Abbildung 3.4: Negative Binomialverteilung, p = .1, r = 5, Wahrscheinlichkeitsvertei-
lung
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Abbildung 3.5: Negative Binomialverteilung, p = .1, » = 5, Verteilungsfunktion
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sind, an seiner Untersuchung teilzunehmen. Da die Untersuchungen lange dauern und
ermiidend sind, ist nur jeder zehnte Kommilitone dazu bereit. Es gibt 45 000 Studie-
rende an der Universitéit, so dass die Wahrscheinlichkeit, bei zufilliger Auswahl einen
Kommilitonen zu finden, der bereit ist, der Wissenschaft zu dienen, mit p =1/10 = .1
angesetzt werden kann. Wegen der grofien Zahl von Studierenden kann angenommen
werden, dass die negative Binomialverteilung eine gute Néherung fiir die Verteilung
der Anzahl von Studierenden, die insgesamt befragt werden miissen, bis man 5 Hilfs-
willige gefunden hat, ist. Die erwartete Anzahl von Befragten ist dann nach (3.52)
r(1—p)/p="5x.9/.1 =45, die Varianz ist nach (3.54) r(1 — p)/p? = 45/.1 = 450. Die
Abbildungen 3.4 und 3.5 zeigen die Wahrscheinlichkeitsverteilung und die Verteilungs-
funktion der negativen Binomialverteilung fiir p = .1, £ = 5. Fiir den Erwartungswert
r =45 gilt F'(r) = .569, d.h. die Wahrscheinlichkeit, dass die Anzahl der zu befragenden
Kommilitonen kleiner oder gleich 45 ist, bis die 5 Vpn gefunden worden sind, betréigt
.569. Mit der Wahrscheinlichkeit p = .95 mufl man hochstens 84 Studierende befragen,
bis man die 5 Vpn beieinander hat. Il
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3.8 Die hypergeometrische Verteilung

Definition 3.8.1 Eine Menge Q2 mit N FElementen enthalte M FElemente mit dem
Merkmal M und N —M FElemente die das Merkmal nicht aufweisen. Es wird eine Stich-
probe mit n < N Elementen aus 2 ohne Zuriicklegen gebildet und es sei X die Anzahl
der Elemente in der Stichprobe, die das Merkmal M zeigen. Dann heiffit P(X = k),
k=0,1,...,n die hypergeometrische Verteilung.

Die Verteilung ist durch

0

P(X =k) (N) , (3.60)
und der Erwartungswert und die Varianz sind durch
M-n

E(X) = .61
(X) = == (3.61)

Mn(N — M)(N —n)
X) = .62
Var(X) NIN - 1) (3.62)

gegeben.

Beweis: Die Anzahl der moglichen Stichproben vom Umfang n ist gleich der Anzahl
der moglichen Teilmengen von €. also ist ihre Anzahl gemif (8.9) (]7\{) Die Anzahl
der Mengen von genau k Elementen mit dem Merkmal M ist durch (A,f ) gegeben, und
die Anzahl der Mengen mit genau n — k Elementen, die das Merkmal nicht haben, ist
(]\7[1 :]]L/[ ) Jede Menge mit k& Elementen mit dem Merkmal M kann nun mit jeder Menge
von n — k Elementen mit dem Merkmal —M kombiniert werden, also gibt es genau
(A]f ) (1\771 :]]L/I ) Stichproben vom Umfang n mit gerade k£ Elementen, die das Merkmal M
haben. Alle diese Stichproben sind gleichwahrscheinlich, mithin folgt die Behauptung.

Der Beweis von (3.61) und (3.62) ist ein wenig ldnglich; Details findet man z.B. in
Plachky et al. (1983), p. 150. O

Beispiel 3.8.1 Jan Rapp aus Vegesack fragt nach der Wahrscheinlichkeit, mit der er
im Lotto k& ”"Richtige” aus insgesamt 49 Zahlen gew#hlt hat, wobei 1 < k < 7 ist.

Es ist n» = 7, und insgesamt gibt es M = 7 aus Q = {1,2,---,49} 7richtige”
Zahlen (die am Wochenende 6ffentlich bestimmt werden); es ist hier also n = M. Es ist
|| = N = 49. Damit gibt es dann (A,f ) Moglichkeiten, aus den M gerade k auszuwiéihlen,
und (]]\([_]\;[ ) Moglichkeiten, M — k ”falsche” Zahlen auszuwéhlen. Das Ereignis, gerade
k "Richtige” zu wéhlen, kann also auf (A,f ) (JX[_]‘,? ) Weisen zustande kommen. Insgesamt

gibt es (AA}) Moglichkeiten, M = 7 Zahlen aus N = 49 auszuwéhlen. Also ist die
Wahrscheinlichkeit, gerade k£ ”Richtige” zu haben, durch

pix— = O

(7)




3.8. DIE HYPERGEOMETRISCHE VERTEILUNG 109

gegeben. Fiir k = 3 findet Jan Rapp, dass die Wahrscheinlichkeit gerade

35 x 111930

5000584 .0456056

betrigt. Die Wahrscheinlichkeit, dass Jan Rapp auch einmal 7 ”Richtige” hat, betrigt
nur

1
P(7 Richtige) = ——5- = .0000000116414. (3.63)
1/(7)
Wird er durch das Lottospiel je seine Rente aufbessern kénnen? Die erwartete Anzahl
"richtiger” Zahlen ist nach (3.61)

:@:7x7:1

Jan Rapp wird also im Durchschnitt 1 Zahl korrekt wéhlen, bei einer Varianz von, nach
(3.62),
Mn(N — M)(N —n) 7Tx7(49—7)(49 —7)

N2(N —1) 492(49 — 1) =75

O

Beispiel 3.8.2 In Beispiel 8.1.10 wurde ein Experiment beschrieben, bei der eine Vp
5 Blumennamen erinnern sollte, die in einer vorgelesenen Geschichte genannt worden
waren. Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass sie gerade 0 < k < 5 tatséchlich
vorgekommene Blumennamen nennt, wenn sie (i) die Namen zufillig aus den insgesamt
N Blumennamen, die sie in ihrem Langzeitgedéchtnis hat, auswéhlt?

Es ist also M = 5, und die Wahrscheinlichkeit, 0 < k < M Namen korrekt, wenn
auch rein zufillig zu nennen, betragt

() (%)
(3)

Abb. 3.6 zeigt die Verteilungen fiir die Anhzahl k richtig genannter Namen fiir (i)

P(X =k) =

Abbildung 3.6: Hypergeometrische Verteilungen fiir richtige Nennungen

04 1 038 1,0 1
N=100 W N= 1000

031 06 031 %
D _”Q i 061 /
% 02 x 04 /
= & =04 4 /
0,1 02 /
% 02 1 /

00 . / . 00 7/ . . I sezrzen . . .

2 3 4 s o 1 2 3 4 5 00T T YT TS

k (Anzahl richtige Nennungen) k (Anzahl richtige Nennungen) k (Anzahl richtige Nennungen)

N =10,(ii) N = 100 und (iii) N = 1000 gespeicherte Blumennamen. O
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Beispiel 3.8.3 Ein Dozent fiir statistische Verfahren soll aus einer Gruppe von zwolf
Bewerbern vier aussuchen, die die Tutorien fiir seine Statistik-Vorlesung {ibernehmen
sollen. Ein Bewerber ist entweder geeignet (A) oder nicht (A). Erfahrungsgemsf sei nur
ein Drittel der Bewerber fiir die Aufgabe geeignet. Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit,
dass er mindestens 3 geeignete Tutoren bekommt, wenn er vier Tutoren nach dem Zufall
(jede Bewerber hat die gleiche Chance, gewéhlt zu werden) aus den 12 Bewerbern

auswahlt?

Es ist P(mindestens 3 geeignete Bewerber) = P(X =3UX =4) = P(X = 3) +
P(X = 4), und P(X = 3), P(X = 4) sind durch die hypergeometrische Verteilung
gegeben. Dann ist N =12, n =4, M =4

(5) (7))  4-8

P(X=3) = (1‘5)—3 = g5 = 06465
4
4\ (12—4
P(X=4) = G ((1‘3)4) = Zé; = .01616
4

und
P(X =3)+ P(X =4) =.08081.

O

Beispiel 3.8.4 (Blut, Aids, und Stichprobenumfénge.) Gegeben sei eine Menge von N
Blutkonserven. Sie enthalte M > 0 HIV-positive Elemente. M ist unbekannt und kann
als zufillige Verdnderliche aufgefafit werden. Es wird eine Stichprobe vom Umfang n
gebildet und man findet, dass sie kein HIV-positives Element enthélt.

1. Wie sicher kann man sein, dass die Population kein positives Element enthélt,
also M = 0 ist?

2. Wie grofl muf} n sein, damit man mit vorgegebener Wahrscheinlichkeit sagen kann,
dass die Population kein positives Element enthilt?

Natiirlich gilt generell, dass man iiberhaupt nicht sicher sein kann, dass die Menge
nicht mindestens ein HIV-positives Element enthélt, so lange man nicht alle Elemente
untersucht hat. Andererseits zeigt sich, dass die Art und Weise, in der die Wahrschein-
lichkeit, dass kein solches Element in der Menge enthalten ist, als Funktion von n gegen
1 geht, von der Annahme iiber die Verteilung von M abhéngt; dies soll im Folgenden
illustriert werden.

Es sei X die Anzahl der positiven Elemente in der Stichprobe. Die Wahrschein-
lichkeit, dass X den Wert k, 0 < k < n annimmt, ist durch die hypergeometrische
Verteilung

pex =y = )G (3.6

gegeben (sampling without replacement). Man kann P(X = k) als bedingte Wahr-
scheinlichkeit auffassen:

=
»
I

=
I

P(X = k|M,n) (3.65)
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Die Gleichung (3.64) gilt also nur fiir den zunéchst zufilligen, aber dann festgehalte-

nen Wert von M. n ist nicht zufillig, stellt aber gleichwohl eine Bedingung dar. Der

Spezialfall k£ = 0, also P(X = 0|M,n) # 0 ist also nur moglich, wenn n < N — M gilt.

Man kann nun

P(MnNX =0ln)
P(X = 0Jn)

P(M|X =0,n) = (3.66)

betrachten. Fiir M = 0 ist P(M = 0|X = 0,n) eine Funktion von n und liefert eine
Antwort auf die Fragen 1 und 2.

Es ist
P(X =0|M,n)P(M,n)

P(MNX =0[n) = BOX = oln)

P(M,n) kann als a-priori- Wahrscheinlichkeit fiir den Wert von M aufgefafit werden.
Da notwendig n < N — M vorausgesetzt werden mufl (der Fall X = 0 kann sonst nicht
auftreten), folgt fiir gew#hlten Wert von n die Bedingung M < N —n, d.h. M kann
maximal den Wert N —n—1 annehmen. Die a-priori-Verteilung fiir die méglichen Werte
von M ist also auf [0, N —n — 1] definiert. Jedenfalls gilt dann fiir (3.66)

P(M,n)

PMIX =0,n) = P(X = 0[M, n) 5x—105

(3.67)

Es mu P(X = 0|n) bestimmt werden. Nach dem Satz von der totalen Wahrscheinlich-
keit gilt aber
N—-n—1
P(X = 0|n) = P(X = 0|M = i,n)P(M =) (3.68)

i

I
o

Man muf} also eine Annahme {iber die a-priori-Wahrscheinlichkeiten P(M = ¢) machen.
Es gibt (mindestens) zwei Moglichkeiten:

Die Gleichverteilungsannahme

Nimmt man an, dass gar nichts {iber diese Wahrscheinlichkeiten bekannt ist, so kann
man annehmen, dass die Werte von M im Bereich von 0 bis M — n — 1 gleichverteilt
sind, so dass

P(M =) = <i<M-n-1 .
(M=i)=3/—0, 0<is< n (3.69)
Dann folgt
1 N—n—1
P(X = 0ln) = ——— > P(X = 0|M = i,n) (3.70)
Jetzt kann man (3.66) anschreiben:
P(M,n)

P(M|X =0,n) = P(X :0|M’”)P(X7:0\n)
(NfM)

(N) Zz]i_on P(X =0|M = i,n)7

n

(3.71)
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Abbildung 3.7: Wahrscheinlichkeiten fiir M = 0 fiir verschiedene Stichprobenumfinge

n, M binomialverteilt
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und fiir M = 0 erhalt man

P(M = 01X = 0,n) = Gl G
() X" (/G 2k ()
P(M = 0|X = 0,n) ist eine Funktion von n; man berechnet sie fiir alle Werte von n,

bis die gewiinschte Wahrscheinlichkeit erreicht wird. Das Bemerkenswerte an diesem
Ansatz ist, dass P(M = 0|X = 0,n) linear in n ist.

(3.72)

Die Binomialverteilungsannahme

Eine andere Annahme iiber P(M,n) ergibt sich, wenn man davon ausgeht, dass ein
bestimmter Anteil p der blutspendenden Bevilkerung HIV-positiv ist. Die Anzahl der
HIV-positiven Blutspenden ist dann binomialverteilt, und zwar, wegen der Vorausset-
zung X = 0, in der Menge der nicht in der Stichprobe enthaltenen Spenden. Also gilt
fiir die a-priori-Wahrscheinlichkeit P(M,n)

N

P(M,n) = <M>pM(1—p)N_M, M<N-n (3.73)

Dementsprechend gilt dann fiir P(M|X = 0,n)

N—M\ (N, M N-M
n pr(1-p)
P(M|X =0,n) = — N—(M—l /() N T (3.74)
(n) Zi:() P(X:0|Z,’I?,)(Z)p (1_]9)
Fiir M = 0 vereinfacht sich dieser Ausdruck zu
1— N

P(M =0|X =0,n) = 1-p) (3.75)

ST P = 0l ()p (1 )V

Dieser Ausdruck héngt nicht mehr nur von n, sondern vom Parameter p ab. Man
braucht also eine gute Schétzung fiir p.
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In Abbildung 3.7 werden die Wahrscheinlichkeiten fiir die Parameter p = .05 und
p = .01 dargestellt, d.h. fiir einen Anteil von 5% bzw. fiir einen Anteil von 1% von
HIV-Positiven in der Population. Sicher kann man — trivialerweise — stets nur sein,
wenn man die gesamte Population testet. Fiir p = .05 ist die Unsicherheit allerdings
wesentlich grofier als fir p = .01. O

3.9 Zusammengesetzte Verteilungen

In vielen Untersuchungen wird die Anzahl n der Versuche von vornherein festgelegt.
Handelt es sich um Bernoulli-Versuche, d.h. ist X; = 1 mit Wahrscheinlichkeit p oder
X; = 0 mit der Wahrscheinlichkeit 1 — p, so ist die Anzahl £k = X; + --- + X, der
"Erfolge” binomialverteilt, und wir wissen, dass p = k/n im Durchschnitt gleich dem
oft unbekannten Parameter p der Binomialverteilung ist, d.h. E(p) = p (man erinnere
sich: es gilt ja allgemein E(7) = E(X)).

In anderen Situationen ist aber die Anzahl n nicht von vornherein bestimmt. So liegt
gelegentlich der Zeitraum einer Untersuchung, nicht aber die Anzahl der Beobachtungen
fest. Die Anzahl n der Beobachtungen ist zuféllig. Gesucht ist die Verteilung der Anzahl
k von Beobachtungen, bei denen ein bestimmtes Ereignis registriert wird. So kann man
etwa einen Monat lang die Einweisungen in eine Klinik registrieren, deren Anzahl sei n.
n ist sicherlich eine zuféllige Verdnderliche, deren Wert von Monat zu Monat schwankt.
k sei die Anzahl der Personen, die wegen einer bestimmten Krankheit eingewiesen
werden. Die Verteilung des Quotienten k/n héngt jetzt nicht nur von der zufilligen
Verénderlichen k, sondern auch von der der zufélligen Verénderlichen n ab.

Man fragt damit nach der Verteilung der Summe S,, = X; + --- + X,,, wenn n
selbst eine zufiillige Variable ist. Es wird zunéchst ein allgemeiner Ausdruck fiir die
Verteilung von S, hergeleitet. IV sei die zuféllige Verdnderliche, deren spezielle Werte
durch n repréasentiert werden. Dann ist die Wahrscheinlichkeit, dass X = X7 +---+ X,
den Wert k annimmt, durch

o0

PU{X=kNN=n}) = Y P(X=kNN=n)

N P(X =k|N =n)P(N = n) (3.76)

n=1

gegeben. Die Verteilung héngt jetzt offenbar von der Verteilung P(X = k|N = n)
einerseits und von der Verteilung P(N = n) andererseits ab.

Definition 3.9.1 Die durch (3.76) gegebene Verteilung heif$t zusammengesetzte Ver-
teilung (engl.: compound distribution).

Haben die X; die Wahrscheinlichkeitsverteilung f, so ist fiir festes n die Verteilung
von X = X; +--- 4+ X,, durch die n-fache Faltung f™ der f gegeben. Gesucht ist nun
die erzeugende Funktion fiir eine zusammengesetzte Verteilung. Nach (3.76) ist der
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allgemeine Ausdruck fiir die erzeugende Funktion durch

- ip(x =k)s" = i i P(X = k|N =n)P(N =n)s" (3.77)
k=0

k=0n=1

gegeben. Setzt man
o
- S pix -
k=0

fiir die erzeugende Funktion fiir X bei festem n, so erhélt man durch Umordnen der
Terme

A(s) = ZP ip X =k|N =n)s*
n=1 k=0

= Z (N = n|A,(s)) (3.78)

Da P(N = n) eine Wahrscheinlichkeitsverteilung ist, existiert dafiir wiederum eine
erzeugende Funktion. Sie sei durch

s)=Y_ P(N=n)s" (3.79)
n=0

gegeben. Nun kann B(s) in eine Taylor-Reihe entwickelt werden:

B(s) = B(0) + sB'(0) + ;jB”(O) +

Es sei weiter f(s) die erzeugende Funktion der X;. Ersetzt man in B(s) die Variable s
durch f(s), so erhalten man

) f2( )B//
2!

f3 S)
T35 o)

Nun ist f? die erzeugende Funktion der 2-fachen Faltung der Verteilung von X;, f3 die
erzeugende Funktion der 3-fache Faltung, etc., d.h. aber f2(s) = Aa(s), f3(s) = As(s),
etc. Damit folgt aber

B(f(s)) = B(0) + f(s)B'(s (0) +

Y P(N =n)An(s) = B(f(5)) = Als) (3.80)

n=1

Aufgrund dieser Beziehung kann die erzeugende Funktion einer zusammengesetzten
Verteilung u. U. leicht gefunden werden.

Beispiel 3.9.1 (Fortsetzung von Beispiel 3.6.2) Um die erzeugende Funktion fiir die in
(3.76) gegebene Verteilung zu finden, wir die erzeugende Funktion (i) der geometrischen
Verteilung und (ii) die der Binomialverteilung bendétigt. fiir die Bernoulli-Variablen ist
aber A,(s) = (¢ +ps), ¢ =1 — p. Fiir die geometrische Verteilung ist nach (3.25)

Po

Bls) = q0(1 — qos)
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Um A(s) zu finden, muf hierin s durch A, (s) ersetzt werden:

_ Po
Als) = q0(1 — qo(q + ps))’

woraus sich dann

ergibt. O

Einen Spezialfall erhdlt man, wenn P(N = n) durch die Poisson-Verteilung gegeben
ist:

Definition 3.9.2 FEs sei P(N = n) in (8.76) durch die Poisson-Verteilung gegeben,
dh es sei P(N = n) = e X\"/n!. Die erzeugende Funktion der Poisson-Verteilung ist
nach (3.37) A(s) = exp(—\ + As). Ersetzt man nun s durch die erzeugende Funktion
f(s) der X;, so erhdlt man

A(s) = e MM, (3.81)

Die zu dieser erzeugenden Funktion korrespondierende Wahrscheinlichkeitsverteilung
heiffit zusammengesetzte Poisson-Verteilung.

Beispiel 3.9.2 Die Xj seien Bernoulli-verteilt mit dem Parameter p, d.h. P(X; = 1) =
p, P(X; =0) = 1 — p. Die erzeugende Funktion fiir diese Verteilung ist f(s) = ps. Es
sei N Poisson-verteilt; dann ist die erzeugende Funktion Fiir X durch

A(s) = e AHAps (3.82)

gegeben. Dies ist die erzeugende Funktion der Poisson-Verteilung mit dem Erwartungs-
wert E(X) = Ap und der Varianz Var(X) = Ap; die Summe (d.h. die Anzahl der
"Erfolge”) X = X7 +---+ X,, mit X; = 0 oder X; = 1 ist also Poisson-verteilt! O

Die Restriktion X; = 0 oder 1 ist nicht notwendig, damit die Summe X zusammenge-
setzt Poisson-verteilt ist. Haben die X; die erzeugende Funktion f(s), so ist der Erwar-
tungswert der Summe X durch E(X) = A'(1) gegeben. Mit A(s) = exp(—\ + Af(s))
erhiilt man A’(s) = Af'(s)A(s) und damit allgemein

B(X) = Af'(1)A(1). (3.83)

die erzeugende Funktion f(s) wird den Parameter X\ im allgemeinen nicht enthalten, er
charakterisiert ja die Verteilung fiir die Anzahl N der Varialen X;. Der Erwartungswert
fiir dieSumme X héingt dann im allgemeinen von A ab. Dies bedeutet, dass bei einer
Stichprobenbildung, bei der das N zufillig bestimmt wird, der Erwartungswert von
X =X1+4+ -4+ X,, N =n durch den Parameter des Sampling-Schemas mitbestimmt
wird.
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3.10 Produkte und Quotienten

In vielen Anwendungen ist die Verteilung von Produkten und Quotienten von zufélligen
Veréanderlichen von Interesse. Ein spezielles Problem ist die Schétzung des Parameters
p einer Binomialverteilung; ist die Gesamtzahl N der Versuche bzw. der Beobachtungen
festgelegt, so ist k/N eine Schitzung. Die Anzahl N der Versuche kann aber ebenfalls
zuféllig sein. Man muf sich dann fragen, ob k/N immer noch eine gute Schitzung fiir
p ist.

3.10.1 Die Verteilung eines Quotienten von natiirlichen Zahlen

Es seien U und V zwei diskrete zufillige Verinderliche?, und es sei M, die Menge der
moglichen Werte von U, und M, sei die Menge der moglichen Werte von V. Gesucht
sei die Verteilung der zufilligen Verdnderlichen R = U/V. Es ist dann U = RV’; damit
hat man
P(R=r)= Y PU=rvnV =) (3.84)
vEM,

und wegen P(U =rvNV =v) = P(U = rv|]V =v)P(V = v) erhélt man

P(R=r)= > PU=rm[V=0)P(V =0) (3.85)
veM,

wobei natiirlich P(U = rv|V = v) = 0 fir rv ¢ M,. Sind U und V stochastisch
unabhéngig, so ist P(U = rv|V =v) = P(U = rv), rv € M,,.

Beispiel 3.10.1 Ein Verkehrsforscher ist an der Anzahl alkoholbedingter Unfélle inter-
essiert. Dazu betrachtet er die Anzahl der Unfille in einer Stadt an einem bestimmten
Tag und z&hlt aus, bei wievielen der Unfille Alkohol eine Rolle gespielt hat. Er nimmt
an, dass fiir gegebene Zahl V' von Unfillen die Anzahl alkoholbedingter Unfélle bino-
mialverteilt ist, und dass die Anzahl V' wiederum Poisson-verteilt ist.

U und V sind hier nicht stochastisch unabhéngig. Gesucht ist die Verteilung von
R=U/V.Esist M, = {1,---,V}, M, = {1, 2, ---}. Nach (4.9.96) ist mit r = U/v
und U = rv

e A (:L)p”’(l — p)”_”’%, rv €N
PU =m|V=v)P(V =v) = (3.86)
0, "v¢N

Fiir den Erwartungswert erhilt man
v

E(R) =e> /01 r(” )p”’(l — )T %dr, (3.87)

%

wobei der Integrand natiirlich nur fiir 0 # rv € N von Null verschieden ist. Offenbar
ist im allgemeinen E(R) # p und von A abhingig. O

4N bezeichnet die Menge der natiirlichen Zahlen.
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3.10.2 Die Verteilung eines Produktes von natiirlichen Zahlen

Die Verteilung des Produktes zweier diskreter zufalliger Verénderlicher ergibt sich leicht
wie folgt: {R = r} genau dann, {U = u NV = r/u}; mit ist

P(R=r) = iP(U:uﬂV:r/u)

= Y PU=ulV =r/v)P(V=r/v) (3.88)
u=1

firr>1und P(R=0)=PU =00V =0UU=0NnV =0)).

Beispiel 3.10.2 U und V seien stochastisch unabhéngig und Poisson-verteilt. Dann
hat das Produkt » = UV die Verteilung

L )\u r/u
P(R=r) AeH Z i) (3.89)
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Kapitel 4

Beispiele fiir stetige Verteilungen

4.1 Die Gleichverteilung

Definition 4.1.1 FEs sei [a,b] C R ein abgeschlossenes Intervall, d.h. a und b gehéren
zum Intervall. X sei eine zufillige Verdnderliche derart, dass fir jedes w € Q, X(w) €
[a,b]. Es werde angenomen, dass die w alle mit gleicher Wahrscheinlichkeit auftreten;

dementsprechend soll fiir die Dichte f(x)
1
= 4.1
fla) = 5 (11)

fir x € la,b], f(x) =0 firz ¢ [a,b] gelten. Dann heifst X auf [a,b] gleichverteilt.

Satz 4.1.1 FEs gelten die folgenden Bezichungen:

0, r<a
F(m)P(X<;1:){ (x—a)/(b—a), a<z<b (4.2)
1, x>b
BE(X) = “‘2”) (4.3)
)2
Var(X) = (b G ) (4.4)
Median = E(X) (4.5)

Beweis: Es ist
T —a

F(x)z/_;f<«s>d§=b_1a/;d€: b—a

also (4.2). Fiir den Erwartungswert erhilt man

00 b
B = [ Cee— o [
)

1 —a?> 1(a+b)a—b) 1
2b—a 2 b-a plat?)
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Fiir die Varianz mufl E(X?) = f: €2 £(€)€ bestimmt werden. Es ist

1 b 16 —a?
E(X2>:b—a/ €2d§:§ b—a

und somit ist

19— (a+b)?’ 40 —a®)—(@a+D)’(b-a)

X) = = _ —
Var(X) =35, 1 12(b — a)

Nun ist (b — a)® = b — a® — 3(a?b — ab?), wie man durch Ausrechnen bestitigt, und
wenn man noch (a+b)?(b— a) ausmultipliziert, so erkennt man, dass der Zihler gerade
gleich (b — a)? wird; die Behauptung folgt dann sofort. Die Aussage (4.5) folgt wegen
der Definition des Medians sofort aus E(X) = (a + b)/2. O

Von einem intuitiven Standpunkt aus gesehen driickt die Annahme der Gleichvertei-
lung der X-Werte einen vollstdndigen Mangel an Wissen iiber das Eintreffen bestimmter
Werte von X aus. Aber es kann auch eine Eigenschaft des betrachteten Mechanismus’
sein, dass keine Region des Intervalles [a, b] ”bevorzugt” wird.

Beispiel 4.1.1 Bei der Berechnung des Medians bei gruppierten Daten wird angenom-
men, dass die Mefwerte innerhalb eines Intervalles gleichverteilt sind. (I

Der Ansatz, "reine Zufilligkeit” iiber die Gleichverteilung auszudriicken, setzt aber die
Kenntnis der Intervallgrenzen a und b voraus; a und b sollten iiberdies endlich sein,
da sonst die Dichte identisch Null, der Erwartungswert aber - ebenso wie die Varianz
- unendlich wird. Der Begriff der ”"reinen Zufilligkeit” ist tiberdies nicht so klar, wie
es auf den ersten Blick scheinen mag. Dies wird besonders deutlich, wenn man z.B.
Wartezeiten betrachtet:

Beispiel 4.1.2 Bekanntlich hat Kurt seiner Freundin Lisa versprochen, sie zwischen
14% und 15 anzurufen (vergl. Beispiel ??), p. ??. Lisa nimmt an, dass Kurt jeden
Zeitpunkt dieser Stunde mit gleicher Wahrscheinlichkeit fiir einen Anruf wihlt. Dement-
sprechend ist etwa die Wahrscheinlichkeit, dass Kurt zwischen 1430 und 1440 anruft,
durch

P(r € (14%°,14%]) = 10/60 ~ .167

gegeben; 7 ist die Wartezeit. Lisa hat nun bis 1430 gewartet und fragt sich jetzt, sie grof
die Wahrscheinlichkeit ist, dass Kurt im Intervall (1430, 14%9] anruft. Sie fragt damit
nach der bedingten Wahrscheinlichkeit P(7 € (143°,144%]|7 > 143°). Es ist

7 € (14301440] 10

= ~ 333
P(r > 1430) 60 x 30/60

P(r € (14%,14%)|7 > 14%) =

Nehmen wir an, Kurt habe bis 14°° nicht angerufen. Die a priori Wahrscheinlichkeit,

dass er zwischen 14°° und 15° anruft, ist wieder ~ .167. Andererseits ist

10

P 149 159977 > 14°0) = — — _ —1
(7 € (147, 1557 ) = 0% 10/60
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was natiirlich auch ohne Rechnung klar ist, denn wenn Kurt his 145 nicht angerufen
hat, dann muf§ er in den restlichen 10 Minuten anrufen, sofern er sich an seine Ankiindi-
gung halt. Die zufilligen Mechanismen, die den Zeitpunkt seines Anrufs bestimmen,
miissen den Zeitpunkt also entweder vor Beginn der Stunde [14%0, 15%] festlegen, oder
aber ganz bestimmten Gesetzméfigkeiten gehorchen, wenn der Zeitpunkt erst wiahrend
der Stunde gewéhlt wird. Diese Gesetzméfigkeiten miissen von der Art sein, dass die
Wahrscheinlichkeit des Anrufs im Intervall (¢, 15%] in einer genau definierten, vom Wert
von t abhéngenden Weise grofer wird, wenn der Anruf bis zum Zeitpunkt ¢ noch nicht
eingetreten ist. (I

Es liegt also nahe, zu vermuten, dass Wartezeiten kaum gleichverteilt sein werden;
betrachtet man etwa wie in Beispiel 4.6.7 die Zeit, die ein Autofahrer bis zur Reaktion
benotigt, wenn plotzlich, d.h. zur Zeit a, ein Hindernis auftaucht, so kann man kaum
eine sinnvolle obere Grenze b angeben derart, dass der Fahrer innerhalb des Intervalles
(a,b] mit Sicherheit reagiert. Die Eigenheiten der Gleichverteilung legen nahe, noch
andere Modelle fiir "rein” zuféllige Ereignisse zu betrachten; ein wichtiges Modell wird
durch die Exponentialverteilung beschrieben, die jetzt besprochen werden soll.

4.2 Die Exponentialverteilung

4.2.1 Definition

Definition 4.2.1 Die zufillige Verdinderliche X sei auf [0,00) definiert mit der Dichte
fl@) =X 0<x<oo. (4.6)

Dann heifit X (negativ) exponentialverteilt.

Es gilt
Flw) = )Hi\iw (4.7)
F(z) = 1—¢e® (4.8)
BX) = 5 (4.9)
Var(X) = % (4.10)

Beweis: Es ist

und
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Abbildung 4.1: Exponentialverteilungen

1,0
08 |
A

06 % () Verteilungsfunktion
< 3 ----%¢) Dichtefunktion ( A=.75)
S04l A0 e % () Hazardfunktion

02| el

o0 T

00 05 10 L5 20 25 30 35 40 45

Das k-te Moment der Exponentialverteilung ist durch i “*F(0) gegeben, wobei F¥(0)
die k-te Ableitung der charakteristischen Funktion an der Stelle w = 0 ist (vergl.
(4.8.38)). Wir bendtigen insbesondere die erste und die zweite Ableitung von F(w) : es
ist dF(w)/dw = —i\/(A + iw)?, und E(X) = dF (w)/dw|y,=0 = (—iA/A?)/(—i) = 1/\.
Fiir das zweite Moment erhilt man F”(w) = 2Xi?/(A+iw)3, so dass E(X?) = 2\/\3 =
2/)2. Dementsprechend ist Var(X) =2/\2 —1/)\2 = 1/)\2. O

Die Abbildung 4.1 zeigt Exponentialverteilungen fiir die Parameter A = .5, A = 1.0
und A = 1.5.

In der Anmerkung 1.2.1 auf Seite 27 wurde darauf hingewiesen, dass bei einer Mes-
sung von Werten aus einem Kontinuum die Wahrscheinlichkeit, dass ein Wert aus Q
auftritt, gleich Null ist. Dies gilt fiir alle Verteilungen von Wartezeiten, die Exponenti-
alverteilung ist nur ein Beispiel von Vielen.

4.2.2 Die Exponentialverteilung als Grenzverteilung

Es werde angenommen, dass die Zeitachse [0, co) in Abschnitte gleicher Lange At auf-
geteilt werden, und dass das interessierende Ereignis A in einem Abschnitt mit der
Wahrscheinlichkeit p auftritt. A kann in verschiedenen, auch benachbarten, Abschnit-
ten auftreten, und die Ereignisse ” A tritt in Abschnitt j auf”, fiir j = 1,2,--- seien
stochastisch unabhéngig. Die Wahrscheinlichkeit p ist sicherlich von der Lange At der
Intervalle abhéngig, je groBer der Wert von At, desto grofler wird p sein. Umgekehrt
wird p um so kleiner sein, je kleiner At ist. p(At) ist eine zunéchst nicht explizit gege-
bene Funktion von At, um also fortfahren zu kénnen, mufy eine Annahme iiber p(At)
gemacht werden, die allerdings so allgemein, d.h. so wenig einschrinkend wie moglich
sein soll. Eine sehr allgemeine Annahme ist, dass p(At) in eine Taylor-Reihe (s. Gl
(3.29), Seite 98) entwickelt werden kann, und das heifit hier, dass p mindestens einmal
in Bezug auf At differenzierbar ist, d.h. es soll fiir hinreichend kleinen Wert von At

dp(At)

p(At) = p(0) + At 8D |ar

+o(At) (4.11)



4.2. DIE EXPONENTIALVERTEILUNG 123

gelten, wobei o(At) eine Funktion von At ist, die schneller gegen Null geht als At).
Man kann weiter annehmen, dass p(0) = 0 ist, denn At = 0 bedeutet, dass das Ereignis
in einem Zeitintervall der Lange Null eintritt. Ist F'(¢) die Verteilungsfunktion von ¢,
so gilt ja in der Tat
p(0) = lim (F(t+ At) — F(t)) =0 fiir alle ¢
At—0

Mithin kann man fiir hinreichend kleinen Wert von At den Ausdruck (4.11) in der
Form p(At) = AAt + o(A) mit A\ = dp(At)/dt, At = 0 schreiben. Man betrachtet nun
die Anzahl K der Versuche, die notwendig sind, bis zum ersten Male A auftritt. K ist
offenbar geometrisch verteilt, und es gilt P(K < k) = 1 — (1 — p)*. Die bis zum Ende
des k-ten Intervalles verstrichene Zeit ist t = kAt, so dass At = t/k. Fiir festes ¢ folgt
aus At — 0 nun k — oo. Fiir 0 < At — 0 kann man aber p = p(At) ~ AAt setzen und
erhélt somit

Pu(gky_y—a—pﬁ_1—41—AAwk_1—(1—Az>k

Aber aus der Analysis ist bekannt, dass

k
th—M>:€M
k—oo k

so dass man fiir k — 0, At — 0 das Resultat P(K < k) =1 — e~ erhiilt. O
4.2.3 Zum Begriff der reinen Zufialligkeit

Nun ist f(x) = F'(z) = dF(z)/dz = Ae %, und der Vergleich mit (4.7) liefert dann
F'(z) = A1 — F(x)).

Dies ist eine Differentialgleichung fiir die Verteilungsfunktion der zufilligen Verénderli-
chen X. Nun gilt allgemein F'(x) — 1 fiir x — oo, und (4.8) impliziert dann fiir diesen
Fall F'(z) — 0. Andererseits gilt allgemein F(z) — 0 fiir x — —o0; da F(x) = 0 fiir
x < 0 (dies folgt aus der Definition der Dichte f, denn f ist nur z > 0 erklirt), und
(4.8) impliziert dann f(0) = F’(0) = A. An dieser Stelle muf} f auch maximal sein, denn
aus (4.6) folgt, dass f eine fallende Funktion von x ist. Dieser Sachverhalt impliziert,
dass das Ereignis A mit groflerer Wahrscheinlichkeit zu Beginn der Wartezeit eintritt
als in spdteren Abschnitten. Dies kann man sich direkt anhand der Abbildungen in Fig.
4.10.1 veranschaulichen: der Integrand Ae™* ist ja um so groBer, je kleiner z. Man mag
diesen Sachverhalt als Einwand gegen die Repréisentation "reiner Zufélligkeit” durch die
Exponentialverteilung vorbringen. Man muf sich dabei aber iiberlegen, was man denn
unter "reiner Zufilligkeit” verstehen will.

Beispiel 4.2.1 Im Beispiel 3.5.3 wurde ein Urnenmodell fiir die Suche im Langzeit-
gedéchtnis vorgestellt. Es werde nun angenommen, dass die Zeit ¢, die fiir die iiber-
priifung eines zufillig gewihlten Wortes auf Zugehorigkeit zu einer bestimmten Klasse
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benétigt, zufillig, insbesondere exponentialverteilt mit dem Parameter A ist. Die durch-
schnittlich benotigte Zeit betrage .1 Sekunde; also ist 1/A = .1 und damit A = 1/.1 = 10.
Die Varianz der Zeiten betrigt dann o? = 1/A? = 1/100 = .01, und dementsprechend
ist die Standardabweichung ¢ = .1 Sekunden.

Die Wahrscheinlichkeit, dass die Suche nach einer Zeit 7 € (¢,t + At] zum Erfolg
fithrt, ist durch

Plre(tt+A]) = F(t+At)— F(#)
1— 6_/\(t+At) _ (1 _ e—)ﬂf)
—At €_>\(t+At)

e
— e—)\t(l _ e—)\At)

gegeben. Fiir grofler werdenden Wert von ¢ geht diese Wahrscheinlichkeit also gegen

Null. Betrachtet man nun

P(rett+Allr>t) = P(t € (t,t + At)])

P(r>t)
B ef)‘t(l _ ef)\At)
- e—)\t
= 1— ef)\At

so sieht man, dass dieser Ausdruck unabhéngig von t ist! Anders als bei der Gleich-
verteilung verindert sich die Wahrscheinlichkeit, dass das zuféllige Ereignis A in einem
Zeitintervall (¢,t+ At] eintritt, wenn es bis zum Zeitpunkt ¢ noch nicht eingetreten ist,
nicht mit dem Wert von ¢. Man kann dies so interpretieren, dass die zufélligen Me-
chanismen unabhéngig von der Vergangenheit arbeiten; ihre Zufilligkeit ist in jedem
Augenblick die gleiche. Will man also diese Art von reiner Zufilligkeit ausdriicken, so
darf man nicht die Gleichverteilung, sondern mufl die Exponentialverteilung zur Be-
schreibung der Prozesse wihlen. O

Die Dichte der Exponentialverteilung ist maximal fiir X = 0. Empirisch gewonnene
Héufigkeitsverteilungen zeigen dieses Merkmal héufig nicht. Gleichwohl kénnen expo-
nentialverteilte Variable konstituierende Komponenten der betrachteten Variablen sein,
wie im folgenden ausgefiihrt wird.

4.3 Die Gamma-Verteilung
Definition 4.3.1 Es set X > 0 und es gelte

f(z) = F?;xplem (4.12)

wobes

L(p) = /OOO ¢t dg (4.13)
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die Gamma-Funktion mit den EigenschaftenT'(p) = (p—1)T'(p—1) und T'(p+1) = p! fiir
peN, T'(1) =1, I'(1/2) = /7 ist. Dann heifst X gamma-verteilt mit den Parametern
p und .

Anmerkung: Fiir p = 1 erhélt man offenbar die Dichte g(z) = Ae™**, d.h. die Expo-
nentialverteilung ist ein Spezialfall der Gamma-Verteilung.

Satz 4.3.1 Es sei X gamma-verteilt mit den Parametern p € N und X. Dann ist X
als Summe X = X1 + ---+ X, von p stochastisch unabhingigen, mit dem Parameter
A exponentialverteilten zufilligen Verdnderlichen X1, -- , X, darstellbar, und dement-
sprechend gilt

p
F(w) = <A jw) (4.14)
B(X) = § (4.15)
Var(X) = 5 (4.16)

Beweis: Die charakteristische Funktion der Gamma-Verteilung ist
F(w) — AP /OO xpflef)\xfiwxdx — AP /OO mpflef()\Jriwa:)dx
I'(p) Jo I'(p) Jo

Die Substitution u = (A + iw)z liefert wegen dx/du = 1/(\ + iw)

AN 1 [ AV
<A+iw) r(p)/o e o <)\+iw>

denn das Integral, dividiert durch I'(p), mufl gleich 1 sein, denn es ist nichts weiter als
das Integral iiber die Gamma-Verteilung mit den Parametern 1 und p. A/(\ + iw) ist
aber die charakteristische Funktion der Exponentialfunktion, und nach Satz 2.7.3 ist
die p-te Potenz einer c.F. gerade die c.F. der p-fachen Faltung.

Der Erwartungswert von X ist dann geméfl Satz 2.5.6, p. 79, durch
E(X)=E(X1)+ -+ E(Xp)

gegeben. Aber nach 4.9, p. 121, ist E(X;) = 1/, so dass E(X) = p/\. Fiir die Varianz
Var(X) gilt wegen der Unabhingigkeit der X; nach Satz 2.5.6

Var(X) =Var(Xy) + -+ Var(X,)

und da nach 4.10 Var(X;) = 1/)? folgt Var(X) = p/X2. (Der Weg iiber die charakte-
ristische Funktion wére hier umsténdlicher.)

Die Gamma-Verteilung ist eine schiefe Verteilung, nimmt aber fiir gréfler werden-
des p eine in guter Niherung symmetrische Gestalt an: kleinere Werte von X sind
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wahrscheinlicher als gréflere. Mit grofler werdendem Wert von p nimmt aber auch die
Varianz von X zu. Dies ist plausibel, wenn man bedenkt, dass X als Summe stocha-
stisch unabhéingiger Variabler aufgefafit werden kann; jede Variable X; tréigt ihre eigene
Variation zur Gesamtvarianz von X bei. Weiter gilt der folgende

Satz 4.3.2 Die Variablen X1, --- , X, seien stochastisch unabhdingig, und X; sei gamma-
verteilt mit dem Parametern X\ und p, i = 1,--- ,n. Dann ist die Summe X = X1 +
-+ X, wieder gamma-verteilt mit dem Parametern np und A und hat demnach den
Erwartungswert E(X) = np/\ sowie die Varianz Var(X) = np/\2.

Beweis: Die Aussage folgt sofort aus der Tatsache, dass die charakteristische Funktion
der Verteilung einer Summe identisch verteilter, stochastisch unabhéngiger Variablen
durch F™ gegeben ist, wobei F die charakteristische Funktion der Verteilung der Xj ist.
F ist aber durch (4.14) gegeben, so dass die c¢.F. von X durch

pn
A+ dw

gegeben ist. Dies ist aber die c.F. einer gamma-verteilten Variablen mit dem Parametern
np und A. U

Der Satz ist natiirlich schon aufgrund von Satz 4.3.1 plausibel, denn wenn eine
gamma-verteilte als Summe von exponentialverteilten Variablen dargestellt werden
kann, so muf} eine Summe von gamma-verteilten Variablen wieder eine Summe von ex-
ponentialverteilten Variablen sein, - und diese Summe ist gamma-verteilt. Die Gamma-
Verteilung gehort damit zur Klasse der stabilen Verteilungenfunktionen.! Abbildung

Abbildung 4.2: Gammaverteilungen

4.2 zeigt drei Gammaverteilungen fiir p =3, A= .5, A=1.0 und A = 1.5.

! Allgemein heift eine Verteilung F' stabil, wenn die Verteilung der Summe zweier zufilliger Verdnder-
licher, die jede den Verteilungstyp F' haben, wieder vom Verteilungstyp F' ist. Die Parameter der
Verteilung der Summe werden sich aber i.a. von denen der Verteilung der Summanden unterscheiden.
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Beispiel 4.3.1 Es werde angenommen, dass die Dauer ¢, die Kunden am Postschalter
bedient werden, exponentialverteilt ist mit dem Parameter A. Die durchschnittliche
Bedienungszeit ist dann 1/, und die Varianz ist 1/A%. Muf# man sich also im Postamt
in eine Warteschlange einordnen, so wéichst die durchschnittliche Wartezeit ebenso wie
die Varianz proportional zur Anzahl der Personen, die bereits in der Schlange warten.
O

Beispiel 4.3.2 Wird die Reaktionszeit bis auf eine motorische Komponente, die als
unabhéngig von den Entscheidungsprozessen angenommen werden soll, durch k seriell
auszufithrende Entscheidungsschritte bestimmt, fiir die die Zeit jeweils exponentiell
ist, so wéchst die durchschnittliche Reaktionszeit ebenfalls proportional zu &, und die
Varianz der Reaktionszeit mufl ebenfalls proportional zu k wachsen. O

Die Annahme, dass alle X; mit dem gleichen Parameter A exponentialverteilt sind, ist
unter Umstédnden eine zu weitgehende Simplifikation. Im vorangegangenen Beispiel ist
es z.B. denkbar, dass die einzelnen Identifikationszeiten zwar exponentialverteilt sind,
aber mit unterschiedlichen Parametern A;. Es sei etwa X = X7 + X5, und X habe die
Dichte fi(x1) = pexp(—pz1), und zo habe die Dichte fa(x2) = Aexp(—Az2); X7 und
X5 seien stochastisch unabhéngig. Die Dichte g von X ergibt sich dann geméf

g(z) = / fi(x — x2) folx — 2) day = uAe_A“/ elb=Nz2 dxo
oo 0

d.h.

o) = 22

= m(e_“x - 6_/\3;), 1% > A (417)

man spricht von der verallgemeinerten Gamma-Verteilung.

Beispiel 4.3.3 McGill (1963) schlug zur Interpretation der Daten von Bousfield und
Sedgewick (1944) vor, dass die Suche nach einem Wort im Langzeitgedéchtnis (LZG)
dem Ziehen von Kugeln aus einer Urne vergleichbar sei (vergl. Beispiele 3.5.3, 4.2.1).
Es werde nun angenommen, dass fiir die Uberpriifung eines Wortes in Bezug auf das
Kriterium eine exponentialverteilte Zeit benotigt, wobei der Parameter A der Vertei-
lung fiir alle Worter gleich sei. Unter der Bedingung, dass n Worter iiberpriift werden
miissen, bis ein dem Kriterium geniigendes Wort gefunden wird, ist die Wartezeit bis
zum Auffinden eines solchen Wortes Gamma-verteilt mit dem Parametern n und A. OJ

Die Summe stochastisch unabhéngiger, exponentialverteilter Variablen ist nicht not-
wendig Gamma-verteilt, wenn die Anzahl der Summanden selbst eine zufillige Verdnder-
liche ist:

Satz 4.3.3 Die Variablen X;, i = 1, - -,n seien stochastisch unabhdngig und expo-
nentialverteilt mit dem Parameter A. Weiter sei die Anzahl n geometrisch verteilt mit
dem Parameter p,. Dann ist X = X1 + - - - + X,, wieder exponentialverteilt mit dem
Parameter pgX, d.h.

P(X <z)=1-exp(—poAx).
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Beweis: X kann nach Definition 3.9.1, (Abschnitt 3.9, p. 113) als eine zusammenge-
setzte Verteilung betrachtet werden. Es gilt jedenfalls

P(X < x) pr<x|n) (n)

wobei P(n) die Wahrscheinlichkeit bezeichnet, dass n die Anzahl der Summanden ist.
Es ist
Ry
P(X < = —
(X Safm) = [ et g

und demnach ist

P(X<1z) = poZ(l—po)nl/x F e e

JK AgZq e
= po)\/ _AEZ q:;\fl

Aber die Summe ist gleich

10— (1=po)A§ _ JAE—poé

so dass N N
P(X <) = po) / NP g _ / oo e
0 0

Dies ist aber die Exponentialverteilung mit dem Parameter p,\. O

Das Beispiel zeigt, dass die Verteilungsfunktion fiir sich genommen noch keinen Auf-
schluf tiber die Art der Zusammensetzung der betrachteten Variablen zu geben braucht.
Findet man, dass die Verteilung einer Variablen der gamma-Verteilung entspricht, so
macht es Sinn, zu vermuten, dass sich die Variable als Summe exponentialverteilter Va-
riablen auffassen 148t. Wird die Verteilung aber eher durch die Exponentialverteilung
reprasentiert, so kann man noch nicht ausschlieen, dass die Variable nicht doch als
Summe von exponentialverteilten Variablen angeschrieben werden kann, deren Anzahl
aber geometrisch verteilt ist.

Weitere Beispiele fiir die Gamma-Verteilung werden bei der Behandlung von Stich-
probenverteilungen gegeben.

4.4 Die Normalverteilung

Definition 4.4.1 Es sei X eine zufillige Verdnderliche mit der Dichte

f(z) = . ! exp <—($_”)2> , —oo<z <00 (4.18)

27 202
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Dann heifft X normalverteilt (auch: GauB-verteilt) mit den Parametern p und o. Gilt
insbesondere =0 und o = 1, so heifst X standardnormalverteilt.

Statt "normalverteilt mit den Parametern p und ¢” wird auch einfach ” N (u, o)-verteilt”
geschrieben.

Satz 4.4.1 Es sei X normalverteilt mit den Parametern p und o. Dann gilt

F(w) = el 0w/ (4.19)
EX) = pu (4.20)
Var(X) = o? (4.21)
Median = Modalwert = E(X) (4.22)

Beweis: F(w) = [%_ f(z) exp(—iwz)dxz; die Auswertung des Integrals kann hier iiber-
gangen werden (Integraltafeln!). Der Rest folgt durch Bestimmung von dF(w)/dw und
d*F(w)/dw? an der Stelle w = 0; (4.22) folgt dann aus der Symmetrie der Dichte. [

Fiir die Verteilungsfunktion P(X < x) ist auch die Schreibweise ®(x) gebréduchlich,
also

O(x)=P(X <z)= /x f(z)dx (4.23)

Satz 4.4.2 Die zufillige Verdnderliche X sei normalverteilt mit dem Erwartungswert
p und der Varianz 0. Dann ist Y = aX + b, a # 0 normalverteilt mit dem Erwar-
tungswert j, = ajp + b.

Beweis: Es ist P(Y < y) = PlaX +b < y) = P(X < (y — b)/a). Dann ist die
Dichtefunktion fiir Y durch

d®.((y —b)/a)
dy

(5
a a

()

Die rechte Seite ist aber die Dichte fiir eine normalverteilte Variable mit dem Erwar-
tungswert ap + b und der Varianz a’c?. O
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Es sei Z = (X — p)/o. Dann ist Z standardnormalverteilt. Denn es ist ja E(Z) =0
und Var(Z) = 1, und dass Z normalverteilt ist folgt aus Satz 4.4.2 mit a = 1/0,

b=—pujo.
Das Integral fiir ®(z) ist nicht in geschlossener Form darstellbar, Ndherungsformeln

findet man etwa in Abramowitz und Stegun (1965). Wegen ®(z) = ®(z) mit z =
(x — p)/o geniigt es aber, ® nur fiir die Standardvariable Z zu tabellieren.

Allgemein gilt
Pla< X <b)=®(z) — P(z4) (4.25)

Es sei insbesondere a = p — z0, b = p + zo; a sei also ein Wert, der z o-Einheiten
oberhalb von p liegt, wiahrend b gerade 2z o-Einheiten unterhalb von p liege. Dann ist
2= (b— ) /o = (z0+ i — p) /o = 2

und
2o = (0 —p)fo = (1 — 20— p)Jo = —
Aus (4.25) folgt dann

Plp—z20 <X <p+z0)=0(2) - P(—2) (4.26)

Die Differenz ®(z)—®(—z) ist aber unabhéingig von p und o, so dass man Aussagen iiber
die Wahrscheinlichkeit machen kann, mit der eine beliebige, normalverteilte Variable
mit dem Erwartungswert y und der Varianz o2 innerhalb des Intervalles (u — zo, pu +
z0), also innerhalb eines Intervalles mit der Linge von 2z o-Einheiten liegt, ohne dass
explizit auf die Werte von p und ¢ bezug genommen werden miifite. So erhélt man fiir
z =1 (vergl. die Tabelle im Anhang)

Plu—o<X<pu+o)=o,(1)—d,(—1) =.841 — .159 = .683 (4.27)
Fiir z = 2 findet man
Plp—20 <X <pu+20)=2,2)—P,(-2)=.977—.023 = .954 (4.28)
Fiir z = 3 - also fiir 3 o-Einheiten - erh&lt man schlielich
P(p—30c <X < p+30)=.999 — .0006 = .998 (4.29)

d.h. die Wahrscheinlichkeit, dass X um mehr als 3 o-Einheiten nach oben oder unten
von p abweicht, ist

P(X ¢ (u—30,pu+30)) =1—.998 ~ .002

Die Normalverteilung gehort zur Klasse der stabilen Verteilungen, denn es gilt der

Satz 4.4.3 Die Variablen X;, i = 1,--- ,n seien stochastisch unabhdingig und nor-
malverteilt mit den Erwartungswerten p; und den Varianzen o?. Dann ist die Sum-
me X = a1 X1 + - + ap Xy, wobei die ap, k = 1,--- ,a, reelle Zahlen sind, eben-
falls normalverteilt mit dem Erwartungswert p = aijp1 + - -+ + anptn, und der Varianz

02:a%01+---+aia721
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Beweis: Es werde zunéchst die charakteristische Funktion fiir Y = aX, wobei X ~
N(u,0?) ist, bestimmt. Die Dichte von Y ergibt sich aus P(Y < y) = P(aX < y) =
P(X <wy/a), so dass fy(y) =dP(Y <vy)/dy =dP(X <y/a)/dy = fz(y/a)/a. Also ist

m@>=‘/tf e~ dy

R

y/a — M)2) —iwyY
= ex — ] € d
a2 P < 202 Y

Substituiert man £ = y/a, so ergibt sich

Fy(w)=

2
exp < 6%‘2“)> e~ wal ge

oV 2w
und dies ist die c.F. der zufélligen Variablen X fiir aw; aus (4.19) erhélt man
Fy(w) — eiuaw—a2(aw)2/2 (430)

Die charakteristische Funktion einer Summe unabhéngiger Variabler ist durch das Pro-
dukt der charakteristischen Funktionen der Variablen, die als Summanden auftreten,
gegeben. Mit (4.30) ergibt sich dann

2 n

w

F H ik i = oilarw)?/2 = exp (szakuk Y Z (akffk)2>
k=1 k=1 k=1

gegeben sein, mit g = >, g und 0 = 3, (agoy)? ist dies aber gerade wieder die

c.F. einer GauB-Verteilung mit dem Erwartungswert p und der Varianz o2. ]

Beispiel 4.4.1 Es sei
1 n
T = — Z X;
[t

wobei die X; Realisierungen normalverteilter Variablen seien. Nach Satz 4.4.3 ist dann
jedenfalls X = > . X; normalverteilt mit dem Erwartungswert g = ). p; und der
Varianz 02 = Y, 0Z. Weiter gilt nach Satz 4.4.2, dass die Variable aX normalverteilt
ist mit dem Erwartungsert aF(X) und der Varianz a?c?. Mit a = 1/n folgt also, dass
T = X/n normalverteilt ist mit den Parametern

B@ = > m (4.31)
=1

1 n
Var(z) = ﬁzaf (4.32)
i=1
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Abbildung 4.3: Gaufische Dichten

0.8

Der Stichprobenmittelwert normalverteilter Variablen ist also wieder normalverteilt.
Die Varianz einer Stichprobe normalverteilter Variabler ist dagegen nicht normalver-
teilt: da die Varianz iiber die Quadrate der Abweichungen vom arithmetischen Mittel
definiert ist, kann die Varianz nur Werte grofier/gleich Null annehmen, was bereits
eine Normalverteilung ausschlieft. Die Verteilung der Stichprobenvarianz wird spéter
hergeleitet.

Die Fehlerfunktion Zum Abschluf} soll noch die Fehlerfunktion angefithrt werden:

Definition 4.4.2 Die Funktion

T f

Die Bezeichnung ”erf(z)” hat sich wegen der englischen Bezeichnung ”error function”
eingebiirgert.

Wegen der Definition von erf(z) als Integral von exp(—t?) und der hiiufig gemachten
Annahme, dass Mefifehler normalverteilt seien, liegt nahe, dass eine Beziehung zwischen
der Normalverteilung und erf(z) existieren muf}. Tatséchlich 148t sich die Fehlerfunktion
aus der Normalverteilung herleiten und umgekehrt. Es sei wieder

L o

d(x) exp( —3% )dz

vl

Weiter werde ¢ = z/ﬂ gesetzt, bzw. z = tv/2. Dann ist dz/dt = V2 oder dz = v/2dkt.
Fiir z = « ist dann ¢ = 2//2, und man erhélt

vz
O(x) = \2/3 exp(—t%)dt

—0o0

= \}%/x/ﬁexp(—tz)dt (4.34)
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Fiir z = 0 gilt ®(x) = 1/2. Dann folgt aus (4.34)

0
B(0) = % _ \%/_ exp(—t2)dt,

so dass fiir z > 0 aus (4.34)

/v 1 1 1
O(x) = / exp(7t2)dt + - = ferf(x/\/§) + =
0 22 2
folgt, d.h. aber

erf(z/V?2) = 2®(z) — 1. (4.35)

4.5 Die logistische Verteilung

Definition 4.5.1 Es sei X eine zufillige Verdnderliche mit der Dichte

exp(—(z — p)/B)
B(1+ exp(—(z — p)/B))?*

Dann heifit X logistisch verteilt. (4.5.1) heifst insbesondere die parametrische Form der
Dichte.

flz) =

—00 < T <00 (4.36)

Satz 4.5.1 Die zufillige Verdnderliche X sei logistisch verteilt. Weiter sei

g=m/V3 (4.37)
Dann gelten die Beziehungen
F() ! (4.38)
x) = .
1 +exp(—(z — p)/B)
EX) = u (4.39)
Var(X) = o°=p%? (4.40)
Beweis: s. Johnson und Kotz (2) (1970), p.6 O

Aus (4.40) folgt 8 = o/g. Unter Beriicksichtigung der Ausdriicke fiir F(X) und
Var(X) la8t sich (4.5.1) auch in der Form

_ gexp(—g(x—p)/o)
@) = S0 Fap(—g@ = 0/ (0] (4.41)

schreiben; fiir die Verteilungsfunktion ergibt sich

1
~ 1+ exp(—g(z — p)/o)

F(x) (4.42)
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Abbildung 4.4: Logistische Verteilungen

—_— logistische Dichte,
0,5 4 - Gauss-Dichte,
n=0, o=1

04

03
©
=

0,2

0,1

0,0

Die Beziehung zwischen der Dichte und der Verteilungsfunktion ist bei der logistischen
Verteilung durch die Beziehung

f0) = SF@[1 - F@), 5>0 (4.43)

wie man durch Einsetzen der Ausdriicke fiir f und F bestétigt. Hieraus wird deutlich,
dass f(z) — 0 fir F(z) — 0 oder F(x) — 1; die Verteilung ist symmetrisch.

Die Abbildung 4.4 zeigt logistische Verteilungen fiir die Parameter § = 1, p = 0
und g = 5 (erste Reihe), und f =3, p = 0 und p = 5 (zweite Reihe). Die dhnlichkeit
mit der Normalverteilung ist deutlich.

Beispiel 4.5.1 Es soll die Wirkung eines schmerzlindernden Préparates untersucht
werden. Fiir eine gegebene Dosis i1 des Priaparates sei die Wwirkung durch eine zuffallige
Veranderliche X gegeben. Ein Patient bezeichnet sich als schmerzfrei, wenn X > 5,
wobei S ein Schwellenwert ist. X sei durch die logistische Funktion gegeben; dann gilt

|
 1+exp(—g(S —pn)/o)

P(X > S|u) =1— F(S|p) = 1 (4.44)

Aus (4.44) folgt sofort
e—9(S—p)/o)

P> 8l) = T ==t

(4.45)

Man kann nun P(X > S|u) als Funktion von p betrachten, d.h. man betrachtet

o—9(S—1)/0)
Dann ist
dG(/J/) . g 69(S_M)/U

du o (1 + e9(S—n)/o)2

woraus dG( )
H g
-2 1— 4.4
) 9 G0 - 6 (a.47
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folgt. Diese Gleichung entspricht in formaler Hinsicht der Gleichung (4.43). Sie wird
in Zusammenhang mit Dosiswirkungen diskutiert und beschreibt, als deterministische
Gleichung, den Anteil von Reaktionen in Abhéingigkeit von der Dosis u. Eine Gleichung
dieses Typs wurde zuerst von Verhulst (1838) zur Beschreibung von Wachstumsprozes-
sen mit Séttigung bzw. bei begrenzten Rescourcen diskutiert. Gleichung (4.47) stellt
auch eines der einfachsten epidemiologischen Modelle dar: sie beschreibt die Ausbrei-
tung einer Infektion bei einer gut gemischten Population, in der infizierte und nicht
infizierte oder bereits immune Individuen zuféllig aufeinander treffen. Je mehr bereits
infiziert sind, desto geringer wird die Wahrscheinlichkeit, ein noch nicht infiziertes oder
nicht immunes Individuum zu treffen; dies erkldart die ” Séttigung”. O

Luce und Galanter (1963) diskutieren Modelle des Entdeckens von Unterschieden zwi-
schen Reizen, bei denen die Wahrscheinlichkeit des Entdeckens durch die logistische
Funktion (4.47) gegeben ist. Dabei wird kein bezug auf zufillige Verédnderliche ge-
nommen, die interne Groéflen reprasentieren. Die psychometrische Funktion wird durch
(4.47) reprasentiert, wobei y1 jetzt ein Maf fiir die Differenz der Stimuli ist; man scheibt
dann natiirlich P(u) statt G(u).

Setzt man in (4.36) u =0, 8 = 1/g, so erhilt man fiir die Dichte

ge I

Trewp (4.48)

fz) =

X hat hier den Erwartungswert ;1 = 0 und die Varianz o2 = 1. Dementsprechend wird
X als L(0, 1)-verteilt bezeichnet. Die logistische Verteilung dhnelt sehr der Normalver-
teilung. Bezeichnet man mit

1 T
G1(x) / e 2 gy

T or

die Verteilungsfunktion einer N (0, 1)-verteilten Variablen an der Stelle  und mit

Galw) = [ fw)du

die Verteilungsfunktion fiir die in (4.48) gegebene Dichte einer L(0, 1)-Variablen, so 148t
sich zeigen, dass

mEX(G1($) — Ga(x)) ~ .0228 (4.49)

d.h. die maximale Differenz der Verteilungsfunktion einer N(0,1)- und einer L(0,1)-
verteilten Variablen betrédgt .0228; diese maximale Differenz ergibt sich an der Stelle
x = .7. Da die logistische Funktion numerisch sehr viel leichter zu handhaben ist als die
GauB-Funktion kann man sich diesen Sachverhalt zunutze machen und die logistische
Funktion als Approximation fiir die Gauf3-Verteilung beniitzen. Unterschiede zwischen
der logistischen und der Normalverteilung ergeben sich aber bei den héheren Momen-
ten: die logistische Verteilung geht langsamer gegen Null als die Normalverteilung. Die
Unterschiede zwischen den beiden Verteilungen werden also bei Extremwerten relevant.
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4.6 Die Weibull-Verteilung

4.6.1 Allgemeine Definition

Definition 4.6.1 Gegeben sei die zufilligen Verdnderlichen X mit —oo < X < ng und
Y mit ng <Y < oo Die Verteilungsfunktionen von X bzw. Y seien durch

exp [ (272)"] . @ <o

Fx(z)=P(X <z) = (4.50)
1, T <o
1 —exp [— (%)B] .Y >0

Fy(y) =P <y) = (4.51)
0, y<no

gegeben. Dann heiffen X bzw. Y Weibull-verteilt mit den Parametern ng, a > 0, und
8> 0.

Anmerkungen:

1. Der Name Weibull-Verteilung geht auf den schwedischen Ingenieur Ernst Hjalmar
Waloddi Weibull (1887 — 1979) zuriick, der diese Verteilung im Zusammenhang
mit Fragen der Bruchfestigkeit sproden Materials diskutierte. Fellers (1966), p.
54 Anmerkung, dass insbesondere die Verteilung (4.51) in Reliabilitétsuntersu-
chungen "rather mysteriously” unter dem Namen Weibull-Verteilung auftaucht,
ist vermutlich damit zu erkldren, dass die Verteilung schon vor Weibulls Arbeiten
bekannt war.

2. Die zufélligen Verdnderlichen X und Y in Definition 4.6.1 sind durch die Bezie-
hung ¥ = 27y — X miteinander verbunden. Ist die Verteilungsfunktion von X
durch (4.50) gegeben, so folgt die Verteilungsfunktion (4.51) fiir Y, denn

P(Y <y)=1-P(X <20 —y) =1 exp [— (W)B]

3. Der Hintergrund fiir die Definition der Weibull-Verteilung durch (4.50) und (4.51)
ist, dass beide Formen als Definition Weibull-Verteilung in der Literatur vorkom-
men. Die Form (4.50) wird in Johnson, Kotz und Balakrishna (1994) und Kotz
und Nadarajah (2000) als Verteilung vom Weibull-Typ bezeichnet. Die Beziehung
zwischen einer Dosis, etwa eines Medikaments, oder einer Stimulusstéirke und der
Wahrscheinlichkeit einer Reaktion wird gelegentlich durch eine Weibull- Funktion
beschrieben. Sowohl (4.50) als auch (4.51) kénnen auf die gleiche Weibull-Funktion
fithren (s. unten).

4. Die Form (4.51) geht fir § = 1 in die Exponentialverteilung P(Y < y) = 1 —
exp(—\y) iiber, mit A = a=/#,
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Abbildung 4.5: Weibulldichten und -verteilungen — (a) nach (4.51), (b) nach (4.50);
n=2a=1,5="175.
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5. Die Entscheidung zwischen den Formen (4.50) und (4.51) wird davon abhéngen,
wie man die zufillige Verdnderliche definiert, von deren Werten das jeweils inter-
essierende zufillige Ereignis F abhéngt. Will man ausdriicken, dass F eintritt,
wenn die zuféllige Verdnderliche einen Wert grdffer als S, S ein kritischer Wert,
ist, wird man auf (4.50) gefiihrt, sofern fiir die zufillige Verdnderliche eine Vertei-
lung vom Weibull-Typ indiziert ist. Macht es Sinn, anzunehmen, dass E eintritt,
wenn die zufiillige Verdnerliche einen Wert kleiner als ein kritischer Wert S an-
nimmt, wird man auf (4.51) gefiihrt, — vorausgesetzt, die zufiillige Verdnderliche
ist vom Weibull-Typ. O

Fiir die Dichtefunktionen folgen die Ausdriicke

o—z\ -1 o—z\B
o = {FER ]
0, T >0
—no\A—1 —10\?
Friy) = { 202m) ew |- (52)°] vz (4.53)
0, y <o

und fiir die Erwartungswerte und Varianzen findet man
1 1
E(X) =~ T(1-1/8), BE(Y)=m+ T(1-1/5) (454)

sowie

V(X) = V(Y) = 6712 T(1+2/8) — T2(1+1/8)]. (4.55)

Verteilungen vom Weibull-Typ ergeben sich auch dann, wenn die Verteilungen der
Maxima und Minima unabhéngiger zufilliger Groflen X1,...,X,, bzw. Yi,...,Y, ge-
sucht werden; Verteilungen vom Weibull-Typ sind damit auch Extremwertverteilungen,
vergl. Abschnitt 4.6.2.
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Verteilungen vom Weibull-Typ treten nicht nur bei der Verteilung der Bruchfestig-
keitein sproden Materials auf, sondern auch, wenn etwa Lebensdauern bzw. Warte-
zeiten oder Wirkungen der Dosis von Giften bzw. Medikamenten bzw. der Intensitét
von externen Stimuli auf Sinnesorgane (pychometrische Funktionen) diskutiert werden.
Dabei kann es interessant sein, die Verteilungen von Dosiswirkungen und Wartezeiten,
oder Stimuluswirkung und Reaktionszeit, zueinander in Beziehung zu setzen, vergl.
Abschnitt 4.6.3.

4.6.2 Die Verteilung extremer Werte

Es soll die Verteilung des Maximums bzw. Minimums stochastisch unabhéngiger, Weibull-
verteilter Variablen betrachtet werden. Obwohl die allgemeine Theorie der Verteilung
extremer Werte in Kapitel 7 behandelt wird, ist es niitzlich, einige allgemeine Betrach-
tungen an den Anfang zu stellen.

Es seien Uy, ..., U, zufillige Verdnderliche, und es sei
Uy =max(Uy,...,U,), U_=min(Uy,...,U,).
Maximum: Es gilt U; < ug, wenn alle U; < uy sind, so dass

Mimimum: Es gilt U_ > u_, wenn U; > u_ fiir alle U; gilt. Dementsprechend folgt

PU-<u_)=1—-PU >u_nN---NU, >u_). (4.57)

Maxima unabhingiger zufilliger Variablen Die zufilligen Verdnderlichen Xy, ..., X,
seien unabhéngig voneinander und Weibull-verteilt gemif (4.50). Gesucht ist die Vertei-
lung des Maximums der X;, ¢ = 1,...,n, d.h. die Verteilung von X = max(X1,..., X,).
Mit X; = U; folgt aus (4.56) und der Unabhingigkeit der X;

P(X <1)= ﬂexp [— (”Oa_xy] = exp [— Zn: <”°a_”””>ﬂ] (4.58)

i=1 =1

Sind die X; auflerdem identisch verteilt mit a; = a und 5; = 8 und 7ng; = 19, erhilt
man

P(X < z)=exp [—n (770 - x>ﬁ] — exp [— (’70 - x>ﬁ] . b=an"Y8,  (4.59)

a

d.h. das Maximum unabhéngig und identisch (4.50)-verteilter zufilliger Verénderlicher
ist wieder (4.50)-verteilt, allerdings mit einem anderen Skalenfaktor.

Minima unabhingiger zufilliger Variablen Die zufilligen Verénderlichen Y7, ... Y,
seien unabhéngig voneinander und Weibull-verteilt nach (4.51). Gesucht ist die Vertei-
lung von Y = min(Y;,...,Y,). Mit U; = Y] folgt aus (4.57) und der Unabhéngigkeit
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der Y;

PY<y) =1- ﬁexp [_ <’70a—y>B] “ 1 exp [— En: <”°a_y> ] (4.60)
Z o\

=1 7

Sind die Y; iiberdies identisch verteilt mit a; = a, 8; = 5 und ng; = 79, erhélt man

P(Y <y) =1—exp [—n (”0; y)B] = 1—exp [— (770 - y)ﬁ] . b=an VP (4.61)

Das Mimimum (4.51)-verteilter Variablen ist wiederum (4.51)-verteilt, allerdings mit
anderem Skalenfaktor.

Das Mimimum (4.50)- und das Maximum (4.51)-verteilter Variablen Fiir das
Minimum (4.50)-verteilter Variablen folgt aus (4.57) und (4.50) fiir den Fall unabhéngi-
ger und identisch verteilter Variablen

P(X_<z)=1-— (1—exp [— (”Oax>BDn. (4.62)

Fiir das Maximum (4.51)-verteilter Variablen folgt nach (4.56)

P(Y, <y)= (1 —exp [— (y_a”‘)ﬂ) . (4.63)

4.6.3 Verweildauern und Warte- bzw. Reaktionszeiten

Lebensdauern, Verweildauern und Wartezeiten sind u. U. Weibull-verteilt. Es gibt zwei
Mboglichkeiten: (i) da Zeiten i. A. nur positive Werte annehmen kénnen, kann man fiir
ihre Verteilung gleich die Verteilungsfunktion (4.51) annehmen, oder (ii) man kann
versuchen, von der Verteilung (4.50) zur Verteilung der Lebensdauer bzw. Wartezeit zu
gelangen. Es wird hier von (ii) ausgegangen, weil dadurch noch einmal die Beziehung
zwischen den beiden Verteilungsfunktionen illustriert wird.

Die zufillige Verénderliche X représentiere die Belastung eines Materials, die Bela-
stung durch eine toxische Substanz oder durch ein Medikament, oder die Aktivierung
eines neuronalen Systems. Fir X > S wird ein bestimmtes Ereignis E registriert: £
kann ein Materialbruch sein, das Ableben durch Einwirkung eins Gifts, das Aufhéren
eines Kopfschmerzes nach Einnahme geeigneter Pillen, oder das Entdecken eines Sti-
mulus. X sei Weibull-verteilt gemé$ (4.50).

7 sei die Wartezeit bis zum Eintreten von E. 7 sei eine Funktion von X. Im ein-
fachsten Fall sind X und 7 linear aufeinander bezogen; intuitiv plausibel ist aber auch
eine nichtlineare Beziehung:

b(2no — X)+k, b>0, np>X, oder
- , (4.64)
(W) , X <m, p>0, b>0.
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Diese Beziehungen zwischen 7 und X sind moégliche Modelle fiir die Kopplung von Dosis
oder Stimulusstédrke und Reaktionszeit.

Fall 1: 7 =02 — X) + k
Es ist L
P(Tst)=P(b(2no—X)+k§t)=1—P(Xg2n0_t_b),

wobei X (4.50)-verteilt sei. Dann ist

R e e R O

mit ¢ = ab, t > 1 = k+ bng. Die in der Literatur zur Verteilung von Verweildauern oft
vorgefundene Verteilung

P(r<t)=1—exp [_ (Z)B

entspricht dem Spezialfall 71 = 0, d.h. & = —bng. Fiir 71 > 0 gibt es eine ”Totzeit”,
wahrend der keine Reaktion eintritt.

. t>0

Fall 2: 7 = ((2n9 — X)/b)*
Es ist
<0

— 9

dr _ p (2= X\
dX b b
d.h. je groBer der Wert von X, desto kleiner ist der Wert der Wartezeit 7. Dann ist

P(r<t) = P((me_XY §y>

- p (2770 _X< btl/P)
— PQp-btYP<X)=1-P (X < 2 — btl/p)

B
1/p _
= l—exp|— <bt77()> (4.66)

a

Es sei 0 < p # 1. Dann geht (4.66) in eine Weibull-Verteilung iiber genau dann, wenn
no = 0, denn dann folgt

P(r<t)=1—exp|-at’], a=b/a)'? ~=48/p. (4.67)

Dann ist aber X < 0, d.h. Belastbarkeit, Aktivierung etc. wird durch eine negative
Grofle reprisentiert. Will man diese Situation vermeiden, mufl p = 1 gesetzt werden,
so dass die Beziehung zwischen X und der Wartezeit 7 linear ist. Fiir diesen Fall erhélt
man

B
)]7 t>m, m=mn/b, c=alb, (4.68)
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also eine Weibull-Verteilung vom Typ (4.51). n; représentiert eine Minimalzeit; fiir
Werte t < 11 kann kein Bruch und keine Reaktion einsetzen. Der in der Literatur oft
angenommene Fall n; = 0 ist dann mit dem Ansatz, die Verteilung von 7 aus der
Verteilung von X zu gewinnen, nur vereinbar, wenn ausschliellich negative Werte von
X sinnvoll zu interpretieren sind. In dem Fall kann dann aber der allgemeinere Fall
einer nichtlinearen Beziehung zwischen X und 7 betrachtet werden.

4.6.4 Dosiswirkungen und Psychometrische Funktionen

Es sei m die Dosis eines Medikaments (oder, was das gleiche sein kann, eines Gifts),
oder die Intensitét eines Stimulus, der auf ein Sinnesorgan einwirkt. Gesucht ist eine
Funktion, die die Beziehung zwischen m und der Wahrscheinlichkeit einer Reaktion
abbildet, wobei die Reaktion im Ableben (im Falle einer Gabe von Gift), im Aufhéren
des Kopfschmerzes oder im Entdecken des Stimulus besteht.

Es sei g eine deterministische Funktion, die die Séirke der Reaktion auf die Dosis
bzw. Intensitdt m abbildet. Im Allgemeinen wird ¢ eine nichtlineare Funktion sein,
wobei aber eine Linearisierung der Form

g(m) =~ g(0) + mg’'(0), mit ¢'(0) = dg(m) (4.69)

dm m=0

moglich sei. Es sei U = X + g(m) die Reaktion auf die Dosis bzw. den Stimulus, und
das in Frage stehende Ereignis E trete ein, wenn U > S; X sei Weibull-verteilt vom
Typ (4.50). Dann gilt

P(X+g(m)>8)=1-P(X <8 —g(m)),

d.h.

(S — ol
w<m>—P<X>s—g<m>>—1—exp[—(”“ Chat'l )))],no—w—g(m))zo.

a

(4.70)
Insbesondere sei g sei linearisierbar (d.h. es gelte (4.69), so dass g(m)/a = km mit
g(0) =0 und k = ¢’(0). Man erhilt

Y(m) =1—exp [— (m + am)ﬂ} , m=(—>9S)/a, a=k/a (4.71)

Reprisentiert 9 eine psychometrische Funktion, so ist ¥(0) > 0, sofern n; > 0, d.h. es
existieren dann genuine falsche Alarme (die Versuchsperson nimmt etwas wahr, obwohl
kein Stimulus gezeigt wurde); das oft in Zusammenhang mit der Weibullfunktion po-
stulierte Hochschwellenmodell — 1(0) = 0 — beruht auf der stillschweigenden Annahme
1o = 5, denn dann ist 1; = 0.

Wollte man zur Definition der psychometrischen Funktion von der Verteilung (4.51)
ausgehen, mufl man die Entscheidungsvariable so definieren, dass sie kleiner oder gleich
S ist, damit der Stimulus entdeckt wird. Dazu sei Y das Rauschen im entdeckenden
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System, und die Reaktion g(m) auf den Stimulus wirke rauschunterdriickend. Der Sti-
mulus werde entdeckt, wenn Y — g(m) < S. Dann ist

o)\ B
W(m) =P(Y < S+g(m)) =1—exp |— <S+9()"°> ] , (4.72)

a

und fiir den Spezialfall S = 7y, g(m)/a = km erhilt man wieder
P(m) =1—exp {—amﬁ} , a=FkY8 (4.73)

Fiir den Fall S —np > 0 sind echte falsche Alarme moglich. Die Funktionen (4.71)
und (4.73) sind identisch, d.h. ¢)(m) ist mit der Interpretation des Entdeckens durch
eine iiberschwellige Aktivierung oder durch die Reduktions des Rauschens unter eine
Schwelle kompatibel.

4.7 Die log-Normalverteilung

4.7.1 Definition der Verteilung

Es sei Y eine normalverteilt zufillige Verdnderliche, und es sei X = logV, womit
der natiirliche Logarithmus (also der zur Basis e) gemeint ist; dann heiit Y log-
normalverteilt. Die log-Normalverteilung ergibt sich in vielen natur- und sozialwis-
senschaftlichen Untersuchungen; einige Mechanismen, die auf diese Verteilung fiihren,
werden im Anschlufl an die Definition gegeben.

Definition 4.7.1 Es sei Y eine normalverteilte zufillige Verdnderliche mit dem Er-
wartungswert E(Y) = p und der Varianz Var(Y) = o?. Weiter sei die zufillige
Verdinderliche X > 0 durch Y = log X erkldrt, wobei log der natiirliche Logarithmus

sei. Dann heif$t X log-normalverteilt.

Satz 4.7.1 Die Dichte f, ist durch

fo(x) = L op (—1 (ng_u>2> , 0<x<oo (4.74)

roV 2T 2 o

gegeben. Weiter ist

BE(X) = etto’/2 (4.75)
Var(X) = (e — 1) (4.76)
Median = Modus = e* (4.77)

Beweis: Die Verteilungsfunktion von X sei F(z) = P(X < z). Aber X = exp(Y),
mithin ist P(X < z) = P(e¥ < z) = P(Y < logx), denn der Logarithmus ist eine
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Abbildung 4.6: log-Normalverteilungen, (a) u=0,0 =1, (b) p=3,0 =1
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monotone Funktion. Damit ist die Verteilungsfunktion von X auf die von Y zuriick-
gefithrt, und die ist bekannt. Die Dichte ergibt sich durch Differentiantion nach z: es
ist

dP(Y <logz) 1

PR S N = 1 _

dx fy (log ) T
und dies ist gleichbedeutend mit (4.74). Die Herleitung des Erwartungswertes und der
Varianz findet man z.B. in Kendall und Stuart (1969), p.169. O

Die Dichte wird gelegentlich auch in etwas anderer Form geschrieben. Es sei p =
log b, und = werde durch z — a, a € R, ersetzt. Dann ist

log(z — a) — p = log(x — a) —logb = log(x — a)/b

und (4.74) kann in der Form

2
flz) = W exp <—%i2 (log(x ; a)> > (4.78)

geschrieben werden. Man schreibt auch abkiirzend hierfiir, X sei LN (a,b,o)-verteilt.
Mit bezug auf (4.78) ergibt sich fiir den Erwartungswert und die Varianz

2
E(X) = a+bexp (‘;) (4.79)
Var(X) = bexp(c?) (exp(aQ) -1) (4.80)
Median = Modus =a+b (4.81)

Offenbar bewirkt a - abhéingig vom Vorzeichen - eine Verschiebung der Verteilung nach
rechts oder links und kann deshalb als ein Lokationsparameter betrachtet werden. b bzw.
1/b wirkt als Skalenfaktor und bestimmt damit die Form der Verteilung. Fiir a = 0 geht
die Dichte (4.78) in die Dichte (4.74) iiber. (4.78) ist die allgemeinere Form der Dichte
einer log-normalverteilten Variablen. Die Abbildung 4.6 zeigt eine log-Normalverteilung
fiir die Parameter 4 = 3 und o = .5.
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Beispiel 4.7.1 Geméfl Fechners Gesetz gilt fiir die Beziehung zwischen Reizintensitét
z und Empfindungsstéirke y die Beziehung

y = alog — (4.82)
2

wobei « eine Konstante und zg die Absolutschwelle ist. Nun hat aber fiir fixen Wert
X = z der Intensitdt die Wahrnehmungsintensitiat Y mnicht stets den gleichen Wert
y(z), wie es die deterministische Beziehung (4.82) suggeriert. Es sei x; die Stimu-
lusintensitéit im ¢-ten Versuchsdurchgang. Die wahrgenommene Intensitét sei - dem
Fechnerschen Ansatz entsprechend - durch log x; + &; gegeben, wobei nun & der Wert
einer normalverteilten zufélligen GroBe ist mit dem Erwartungswert E(§) = 0 und der
Varianz Var(¢) = 2. ¢ reprisentiert den Wert des sensorischen Rauschens im i-ten
Versuchsdurchgang. Fiir festes x; ist dann die Wahrnehmungsintensitét iiber die Ver-
suchsdurchgéinge normalverteilt. Man kann nun die Werte X; bestimmen derart, dass
jeweils gerade Y > S gilt, S ein Schwellenwert. Da Y zufillig variiert, wird nun auch X;
variieren, und da Y = log X; + &;, folgt log X; =Y — X, d.h. log X; ist normalverteilt.
Damit ist aber X; dann log-normalverteilt.

Es sei angemerkt, dass hier angenommen wurde, dass das Rauschen additiv auf den
Ausgang eines sensorischen Systems wirkt, das die Stimulusintensitit logarithmisch
transformiert. Diese Transformation ist selbst rauschfrei. Diese Annahme ist sicherlich
nur eine erste Ndherung. Weiter existiert eine Zahl n; derart, dass logn;, = §&; ist.
Demnach ist aber log X; + & = log(X;n;), so dass die Annahme des additiven Rauschen
nach der Transformation dquivalent ist der Annahme eines multiplikativen Rauschens
vor der Transformation. O

Sind die Variablen X7 und Xy LN(a1,b1,01)- bzw. LN (ag,bs, o9)-verteilt, so ist die
Variable Y = (X1 —a1)(Y2 —az2) LN(0,b1ba, \/0} + 03)-verteilt. Dieses Resultat ergibt
sich aus der Tatsache, dass die Summe normalverteilter Variablen wieder normalver-
teilt ist, und die Summe der Logarithmen zweier Zahlen gleich dem Logarithmus ihres
Produktes ist.

Die log-Normalverteilung ist offenbar eng mit der Normalverteilung verwandt. Es
gibt Autoren (z.B. Koch(1966)), die argumentieren, dass die Log-Normalverteilung fiir
Anwendungen der Statistik in der Biologie und verwandten Gebieten - eben auch der
Psychologie - fundamental sei. Koch argumentiert, dass die meisten Gréfien in der Na-
tur normalverteilt seien und Organismen héufig eine logarithmische Transformation
der auf sie einwirkenden Groéflen vornehmen. Diese Argumentation ist in ihrer Allge-
meinheit sicherlich nicht besonders zwingend, aber gelegentlich naheliegend. Eine sehr
allgemeine Diskussion der log-Normalverteilung und ihrer Anwendungen findet man
in Aitchinson und Brown (1963). Weitere Modelle aus der Biologie, etwa von Wachs-
tumsprozessen oder Dosiswirkungen, die auf die log-Normalverteilung beobachtbarer
Daten fiihren, wird in Koch (1966) diskutiert. Hofstétter (1964) betrachtet die log-
Normalverteilung im Kontext gruppendynamischer Prozesse, er spricht dann von der
Kapteynschen Verteilung, wohl nach Kapteyn (1903). So sei etwa die Haufigkeit von
Diskussionsbeitrédgen in sozialen Gruppen log-normalverteilt. Seine Betrachtungen {iber
die Mechanismen, die gerade zu dieser Verteilung fithren, bleiben allerdings diffus. Eine
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Reihe von Anwendungen der log-Normalverteilung wird in Sun (2004) gegeben, s. a.
Limpert, Stahel & Abbt (2001).

Im Folgenden werden einfache Modelle fiir die log-Normalverteilung vorgestellt:

4.7.2 Mechanismen, die auf Log-Normalverteilungen fiihren

Herleitungen der log-Normalverteilung machen oft vom Zentralen Grenzwertsatz Ge-
brauch. Dazu seien X1, ..., X,, unabhiingig verteilte Variable; die X; miissen nicht nor-
malverteilt sein. Dann ist die Summe X = X; + - - - + X, approximativ normalverteilt
mit dem Erwartungswert

E(X) =E(X;)+ -+ E(X,) (4.83)

und der Varianz
V(X)=0 4 +0], (4.84)
oj = V(X};). Dies gilt streng fiir n — 00, es zeigt sich aber, dass n > 5 bereits eine sehr

gute Approximation liefert.

Gibrats Modell

Gibrat? (1931) untersuchte das Wachstum von Firmen und stellte die Hypothese auf,
dass sie proportional zu ihrer Gréfle wachsen, wobei die Wachstumsrate zuféllig verteilt
ist. Demnach soll gelten

Tt — Tp—1 = EtT—1, (4~85)

wobei x;—1 und z; die Firmengréfien zu den Zeiten t — 1 und ¢ sind und e; die zufillige
Wachstumsrate zur Zeit t ist. Es folgt

xp=xp1 + a1 = (1 + &)1
und daraus durch sukzessives Einsetzen schliefllich

rr=zo(l+e1)(1+e2) - (L+ep). (4.86)
Ist das Zeitintervall [t — 1,¢) hinreichend klein, so dass log(1 + &;) & &4, so folgt

logx: =logaxg+e1+e3+ -+ & (4.87)

und unter den Bedingungen des Zentralen Grenzwertsatzes ist fiir hinreichend grofien
Wert fiir t und p = E(g;), 02 = Var(s;)

log z; — log xp = log <xt> ~ N(tu,to?). (4.88)
zo

Dies bedeutet, dass die Firmengroflen fiir hinreichend grofien ¢-Wert log-normalverteilt
sind.

2Robert Gibrat (1904 — 1989), franzosischer Ingenieur
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Natiirlich gilt dieses Resultat nicht nur fiir Firmengrofien, sondern fiir jede Grofe,
fiir die der Ansatz (4.85) gemacht werden kann. Unter anderem sind die Vermogen in
einer Population (in einem Land) in guter Nidherung log-normalverteilt, — bis auf grofie
Vermogen, fiir die die Pareto-Verteilung gilt. Der Grund fiir die Log-Normalverteilung
ist, dass "normale” Einkommen bzw Vermégen in erster Ndherung proportional zum
vorhandenen Vermogen wachsen, was zunéchst eine Exponentialverteilung der Vermégen
impliziert. Da aber die Zinssétze zufillig und in guter Ndherung unabhingig vom
Vermogen variieren, ergibt sich eine Log-Normalverteilung der Einkommen.

Erfolge von Mafinahmen: Shockleys Modell

Vielfach hat eine Mafinahme nur dann Erfolg, wenn eine Reihe von Teilmainahmen
erfolgreich abgeschlossen wird. Der Erfolg bei jeder Teilmafinahme sei probabilistisch,
dh er trete nur mit einer bestimmten Wahrscheinlichkeit 0 < p < 1 ein (der Fall

= 1 wird also nicht ausgeschlossen, aber der Fall p = 0 auch nicht). Weiter seien die
Erfolge bei den einzelnen Teilmafinahmen statistisch unabhéingig voneinander. Gibt es
n Teilmafinahmen, so ist die Wahrscheinlichkeit eines Gesamterfolges durch

n
p=ppa---pn =] pi (4.89)
i=1

gegeben. Die p;-Werte konnen ihrerseits zuféllig variieren: Ein Kunde ruft an und hat ein
Problem, der Kundenberater (ein Techniker etc) mufl nun eine Reihe von Teilproblemen
16sen — vom Kunden eine Spezifikation des Problems bekommen, die es ermoglicht,
iiberhaupt einen Losungsansatz zu finden, etc. Fiir den Kundenberater gilt jetzt (4.89),
ob er also Erfolg hat, hingt von seinen p;-Werten ab. Fiir den j-ten Kundenberater hat
man damit

p(E;) = sz‘j7 (4.90)
i=1

wobei p(E;) die Wahrscheinlichkeit (p) des Erfolges (E;) eben des Beraters B; ist. Die
pi; konnen fiir jeden Berater mit der Zeit variieren (Montags sind einige nicht so ”gut
drauf”, andere sind Freitags nicht so "gut drauf”, oder B; kriegt an einem Mittwoch
Zahnschmerzen und ist speziell an diesem Mittwoh nicht in Form, etc etc Man koénnte
also auch noch einen Zeitindex einfiihren: p;; = p;;(t). Das Wesentliche ist aber etwas
anderes: es sei y = logx, z > 0; dann ist e = exp(logz) = . Dann hat man von (4.89)

n
logp =Y _logp;,
=1

und nach der vorangegangenen Uberlegung hat man

p = exp(log p) = exp (Zlong) . (4.91)

=1
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Nun seien die p; aber zufillige Verdnderliche. Dann kann man den Zentralen Grenz-
wertsatz anwenden und findet

Yy = Zlogpi ~ N(uy,oz), (4.92)
i=1

d.h. die Summe der Logarithmen ist approximativ normalverteilt mit Erwartungswert
(= Mittelwert iiber alle Wert von y) p, und Varianz 05 . p, die Wahrscheinlichkeit des
Gesamterfolgs, ist dann natiirlich ebenfalls eine zufillige Variable, und da p = €Y ist
folgt, dass p log-normalverteilt ist.

Zur Erlduterung: p ist — im Sinne von (4.90) — eine zufillige Verénderliche. Die
Anzahl der Erfolge bei einer Stichprobe ist dann Np(E;), sie wird also von Berater
zu Berater und moglicherweise auch von Tag zu Tag, Woche zu Woche etc zufillig
variieren. (N ist die Grofie der Stichprobe von Erfolgen, die ihr betrachtet).

Das hier vorgeschlagene Modell ist urspriinglich von Shokley® (1957) ent-
wickelt worden. Shockley betrachtete die Anzahl der Publikationen zuerst
seiner Mitarbeiter, dann allgemein, und fand, dass diese Anzahlen in sehr
guter Nidherung log-normalverteilt sind. Shockley ging davon aus, dass es
mindestens acht Fahigkeiten oder Eigenschaften bedarf, um einen wissen-
schaftlichen Artikel zu veréffentlichen: (1) die Fahigkeit, ein geeignetes Pro-
blem zur Bearbeitung auszusuchen, (2) die Kompetenz, das Problem zu be-
arbeiten, (3) die Féhigkeit, ein relevantes Resultat als solches zu erkennen,
(4) die Fahigkeit, einen geeigneten SchluSpunkt zu setzen und mit dem Ver-
fassen des Manuskripts zu beginnen, (5) die Fihigkeit, die Resultate und
Schlufifolgerungen adéquat zu présentieren, (6) die Fahigkeit, die Kritiken
anderer zu integrieren, die von anderen Wissenschaftlern gemacht werden,
(7) den festen Willen zu haben, das Manuskript fertigzustellen und einzu-
reichen, (8) die Féhigkeit haben, positiv auf die Kritiken der Gutachter zu
reagieren. Es sei p; die Wahrscheinlichkeit, {iber die i-te dieser Komponen-
ten zu verfiigen, und weiter seien die Komponenten stochastisch unabhéngig
voneinander. Die Wahrscheinlichkeit, dass ein Wissenschaftler einen Artikel
publiziert, ist dann durch

P = P1pP2 - - - P8 (493)

gegeben, — der Rest folgt wie oben.

3William Bradford Shockley Jr. (1910 — 1989), Physiker; erfand zusammen mit John Bardeen und
Walter Houser Brattain den Transistor. Die drei bekamen dafiir 1956 den Nobel-Preis fiir Physik.
Shockley kommerzialisierte seine Erfindung, aber seine Mitarbeiter rebellierten und machten sich ih-
rerseits selbststéindig. Dies war der Startpunkt fiir das Silicon Valley. Er war auch Anhinger eu-
genischer Ideen und schlug vor, das genetisch Benachteiligten eine finanzielle Belohnung bekom-
men sollten, wenn sie sich freiwillig sterilisieren lielen, — generell hielt er Schwarze fiir genetisch
bedingt weniger intelligent als Weifle, und da sie sich stirker vermehrten als Weifle, befiirchte-
te Shockley eine ”retrogression in human evolution”, vergl. den Nachruf in der New York Times
http://www.nytimes.com/learning/general /onthisday/bday/0213.html.
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Autokatalytische Prozesse

Allgemein kann man einen autokatalytischen Prozess der Form

dX

— =+kX, 4.94
o (4.94)
betrachten. Es folgt
dX
— = kdt.
X
Nun ist [dX/X =log X + ¢, dh
1 dlogX
X dx
so dass unter Beriicksichtigung von (4.94)
dlog X dlog X dX 1
= — =+—kX =4 log X (t) =log Xo £ 4.
7 X d Xk k = log X(t) = log X + kt (4.95)

Die Konstante k sei nicht wirklich konstant, sondern variiere zufillig, so dass zur Zeit ¢
(log X )41 = (log X)¢ + ki, (4.96)

wobei k; der zuféllige Wert von k zur Zeit ¢t sei. Man hat wieder

t

(log X)ry1 = (log X)o £ Y _ ki, (4.97)
5=0

und der Zentrale Grenzwertsatz liefert eine Log-Normalverteilung, auch wenn die k;
nicht GauB-verteilt sind.

4.8 Die Cauchy-Verteilung

Definition 4.8.1 Es sei X eine zufillige Verdnderliche mit der Dichte

1 A

o) = =

—00 < x < 00 (4.98)
Dann heifst X Cauchy-verteilt mit den Parametern A und p.

Satz 4.8.1 Die charakteristische Funktion der Cauchy-Verteilung ist durch
F(w) = oAl (4.99)

gegeben.
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Abbildung 4.7: Gauf3sche und Cauchysche Dichten

e Cauchy-Dichte
044 L Gauss-Dichte
03
Z 021
0.1
00
X
Beweis: Wie iiblich durch Fourier-Transformation der Dichte f(z). ]

Man kann zunéchst aus (4.8.1) folgern, dass f(z) symmetrisch ist; dies folgt aus der
Tatsache, dass x iiber den Ausdruck (z — p)? in die Definition von f eingeht. Da f fiir
|z| — p maximal wird, folgt, dass der Modalwert von f durch p gegeben ist.

1 ist aber nicht gleichzeitig auch der Erwartungswert von X. Um den zu bestimmen,
mufl man dF(w)/dw|,—o finden. Nach (4.99) findet man

dF(w) | (iw— Aw) et gy >0,
dw | (g4 dw)et e <.

(4.100)

Fiir w = 0 ist aber dF(w)/dw gar nicht definiert. Dies bedeutet, dass der Erwartungs-
wert einer Cauchy-verteilten Variablen X nicht erklért ist! Der Erwartungswert ist ja
auch geméf

a— o0

E(X)= lim :/a xf(x)dx

definiert. Wenn FE(X) nicht existiert, so heifit dies, dass das Integral auf der rechten
Seite nicht existiert, d.h. fiir @ — oo keinem endlichen Wert zustrebt. Zwar folgt aus
(4.8.1), dass zwar f(x) — O fiir |z| — oo, aber diese Eigenschaft von f ist offenbar
nicht hinreichend dafiir, dass das Integral einen endlichen Wert annimmt: fiir |x| — oo
strebt 2 f (x) nicht gegen Null. Man kann sagen, dass im Gegensatz zur Normal- und zur
logistischen Verteilung die Enden der Cauchy-Verteilung zu langsam gegen Null gehen.
Aus dieser Argumentation folgt sofort, dass auch die Varianz einer Wie aus der Abb.
4.7 ersichtlich ist, hat die Cauchysche Dichte eine der Gaufischen Dichte &hnliche Form:
die beiden Dichten sind glockenférmig. Sie unterscheiden sich aber hinsichtlich der Art,
mit der sie gegen Null gehen. Die Cauchysche Dichte geht wesentlich langsamer gegen
Null als die Normalverteilung. Diese Aussagen gelten fiir alle Werte des Parameters A
der Cauchy-Verteilung; hier wure ein Wert von A\ gewiéhlt, fiir der maximale Wert von
f(x) fiir beide Verteilungen gleich grof ist.

Die Summe stochastisch unabhéngiger Cauchy-verteilter Variablen ist ebenfalls
Cauchy-verteilt. Dies 148t sich sofort aus (4.99) ablesen. Denn die charakteristische
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Funktion der Summe ist durch das Produkt der charakteristischen Funktionen gege-
ben, d.h.

n n n
F(w) = Heilliw—kﬂw‘ = exp <iw i — |w\ Z Az) (4101)
=1 =1 =1

und dies ist die charakteristische Funktion einer Cauchy-verteilten Variablen mit den
Parametern ), u; und ), A;. Damit gehort die Cauchy-Verteilung zur Klasse der sta-
bilen Verteilungen.

Die Cauchy-Verteilung ergibt sich gelegentlich aus dem Umgang mit Normalvertei-
lungen, vergl. Abschnitt 4.11.2.

4.9 Die Beta-Verteilungen

Definition 4.9.1 Die zufillige Verdnderliche habe die Dichte

f(z) = B d) P 1-2)7 0<z<1 (4.102)
mit )
_ p—1 _ ¢#\q—1 — F<p)r(q)
B = [ ea-grtas = 5200, (1103)

wobei T'(p) = [y°y" te Vdy,n > 0 die Gamma-Funktion ist. Dann hat X die Beta-
Verteilung 1. Art.

Satz 4.9.1 X habe die Beta-Verteilung 1.Art. Dann hat X den Erwartungswert

B(X) = z%q (4.104)

und die Varianz

B pq
Var(X) = CETE Y (4.105)

Beweis: Der Beweis besteht wieder in der Anwendung des iiblichen Verfahrens.

Definition 4.9.2 die zufillige Verdnderliche X habe die Dichte

1 zP—1
Blog) (rapz £ >0

f(z) = (4.106)
0, =<0

Dann heifit X Beta-verteilt 2. Art
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Satz 4.9.2 X habe die Beta-Verteilung 2. Art. Dann hat X den Erwartungswert und
die Varianz

p
EX) = — 4.1
0 = 2 (4107)
pp+q—1)
Var(X) = ————% 4.108
SR RS VL) (110
Beweis: Anwendung der iiblichen Techniken. ]

Der Erwartungswert ist also nur fiir den Fall ¢ > 1 definiert, und die Existenz der
Varianz setzt ¢ > 2 voraus.

Die Beta-Verteilungen ergeben sich als Funktionen von Gamma-verteilten Varia-
blen. So seien die Variablen X und Y stochastisch unabhéngig und Gamma-verteilt
mit dem Parameter A = 1 und pi1,p2. Es wird nun die Verteilung des Quotienten
Z = X/(X +Y) gesucht. Da X +Y wieder Gamma-verteilt ist, mufl der Quotient
zweier unabhéngiger, Gamma-verteilter Variablen hergeleitet werden. Man findet, dass
Z die Beta-Verteilung 2. Art hat mit den Parametern p = p1,q = ps. Weiter 148t sich
zeigen, dass, wenn Z Beta-verteilt 2. Art ist, 1/Z ebenfalls die Beta-Verteilung 2. Art
hat.

4.10 Stichprobenverteilungen

Anhand von Stichproben geschitzte Parameter wie Mittelwerte, die Varianzen etc sind
selbst zufiillige Verénderliche, da sie von den Realisierungen der untersuchten zufélligen
Variablen abhingen. Fiir inferenzstatistische Fragestellungen ist es wichtig, die Wahr-
scheinlichkeitsverteilungen der Statistiken zu kennen.

4.10.1 Die y?-Verteilung

Es seien X7, ..., X, unabhingig und identisch verteilte Variablen; die Dichtefunktion

b Fla) = — xp< 1x2>, (4.109)

o -t
oV 2w 202

d.h. die X; seien N(0,0?)-verteilt. Die Annahme E(X) = p = 0 ist fiir die folgenden
Betrachtungen keine Einschrinkung, da man dann statt X die Variable Y = X — pu
betrachten konnte. Gesucht ist die Verteilung der Summe

o =XP+ X5+ + X2 (4.110)

Gesucht ist die Verteilungs- bzw. Dichtefunktion von 2.

Offenbar ergibt sich die Verteilung von x2 als Faltung der Verteilungen der XJ?. Die

Verteilung von X? ist in Beispiel 2.4.4 (Seite 66) bereits hergeleitet worden: fiir y = x2
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hat man

{ s/ (V) + F(=yal, y >0
0, y<0

und angewandt auf (4.109) erhélt man

_ L e 1y

g(y) ist eine Gamma-Verteilung (vergl. Abschnitt 4.3):

AP
fly) = =P e
W= )
wird mit p = 1/2, A = 1/0? und wegen I'(1/2) = /7 gerade g(y) in (4.111). Y hat den
Erwartungswert und die Varianz

p p
E(Y) = % Var(Y) = z (4.112)
Wie in Abschnitt 4.3 gezeigt wurde ist die Faltung von m unabhingigen Gamma-
Verteilungen wieder eine Gamma-Verteilung; man erhélt die

x2-Verteilung mit n Freiheitsgraden:

2 n_q

1 X (42 2
f(Xz) = { Qn/QU"F(n/2) eXp( 202 (X )2 ) X >0 (4113)

0, X2 < 0.

Dies ist eine Gamma-Verteilung mit p = n, A = 1/02.

Die Gamma-Verteilung hat den Erwartungswert E(X) = p/\ und die Varianz
Var(X) = p/)2. Fiir die x2-Verteilung (die ja eine Gamma-Verteilung ist) ergibt sich
aus (4.112)

E(x?) =no?, wvar(x?) = 2not. (4.114)

Der Fall 02 = 1: standardnormalverteilte Variable: Die y?-Verteilung wird auch
als Verteilung von
XP=Zi+- -+ 22, (4.115)

wobei die Z; unabhéngig und N (0, 1)-verteilt sind. Dann gilt
E(x*) =n, Var(x?) = 2n. (4.116)

Dieser Fall ist in (4.113) fiir 02 = 1 enthalten.

Beispiel 4.10.1 Es seien Xi,..., X, stochastisch unabhingige Realisierungen einer
N (u,o?)-verteilten zufilligen Veréinderlichen. Dann ist

1
P= =3 X, 4117
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der Stichprobenmittelwert, und
1
== (X;—z)° (4.118)

ist die Stichprobenvarianz Diese Definition der Stichprobenvarianz entspricht der der
Populationsvarianz 02 = E(X — p)?.

Z ist eine zufillige Verdnderliche mit dem Erwartungswert

7)=E (:LZX)> = %ZE(XZ-) = %#:#a (4.119)
=1 =1

d.h. die Schétzung z fiir p ist verzerrungsfrei (bias-frei). Fiir die Varianz von Z erhilt

man
2

u no® o
Var(z) =Var ( ZX) 2 ZV(LT(XZ') == (4.120)
i=1

Um eine mogliche Verzerrung der Schitzung s? zu sehen muf, der Definition von o

entsprechend, noch die Variation der X; um p in die Formel fiir s? eingebracht werden.
Es ist

Xi—2 = Xi—p+p—2=(X;i—p) —(2—p)

(Xi— 2P = (Xi—pP+@—p? 20— w)(Xi—p)  (4121)
S (Xi—z)? = > (Xi—p)?+n(x—p)?’ - 2n(@ - p)? (4.122)

=1 =1
e R SR (1.123)

i=1

Es folgt
P= S X)),
=1

und wenn man die Erwartung E(s?) nimmt, ergibt sich

2
E E(X —E(x—u)2202—0202<1—1>
n n

Der Erwartungswert von s? ist also nicht gleich o2, sondern um den Faktor (n — 1)/n
verzerrt. Multiplikation mit n/(n — 1) liefert dann

— 1E(32) =02

d.h.

8% = <n - 1) ;2:: = i - > (Xi—x)? (4.124)
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ist eine unverzerrte Schitzung von o2.

Um die Stichprobenverteilung von §2 zu finden, betrachtet man noch einmal (4.123),
d.h.

i=1 i=1
Offenbar ist

X, — 2 = 2
Z(Xi*f)z _ Uzz( i 2#) 771%2?(95 1) :02222270222
g ;

i=1 i=1
n—1

= o®> # =00, (4.125)
=1

Daraus folgt, dass
2 a2
ns (n—1)s
2 2 = X1 (4.126)
d.h. die Quotienten auf der linken Seite sind y2-verteilt mit n — 1 Freiheitsgraden.

O

4.11 Die mehrdimensionale Normalverteilung

4.11.1 Der allgemeine Fall

Definition 4.11.1 Es sei X = (Xi,---,X,) ein n-dimensionaler Vektor, dessen
Komponenten X;, i = 1,--- ,n zufillige Variable sind. Es sei p = (1, ,pn)" der
Vektor der Erwartungswerte, d.h. p; = E(X;), und es sei ¥ = (04;) die Matriz der
Kovarianzen o;; zwischen den Variablen X;, X; bzw. der Varianzen oj; = a? der X;.
ist die Dichte von X durch

fl@r,-  x,) =k exp (—;(X — )27 (X - u)) (4.127)

gegeben, so heiffit X n-dimensional normalverteilt. Dabe: ist

n 1/2
k= (2m)"/? (H A,)
i=1

eine Normierungskonstante; A\;, i = 1,--- ,n sind die Figenwerte von %. Man schreibt
dann auch abkiirzend X ~ Np(u,X).

Anmerkung: Man kann die Dichte von X durch den Ausdruck (4.127) definieren und
dabei lediglich fordern, dass X eine positiv-definite Matrix ist. Dann kann man folgern,

dass ¥ die Varianz-Kovarianz-Matrix und p der Vektor der Erwartungswerte ist, vergl.
etwa Seber (1977), p. 22.
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Die charakteristische Funktion der n-dimensionalen Normalverteilung ist durch
. 1 /
F(w) = exp (zw P QW Ew) (4.128)

gegeben, wobei w ein n-dimensionaler Vektor ist (vergl. Pruscha (1989), p. 20)

Es werde noch der Spezialfall, dass die Komponenten von X, d.h. die z;, i =
1,--- ,n, stochastisch unabhéngig sind. Dann verschwinden die Kovarianzen zwischen
den z;, so dass

¥ = diag(o?,--- ,02)

rYn

. Dann ist
¥ = diag(oyt, - 00 1)

und (4.127) kann in der Form

fle,-- ) =k exp (—i i ) (4.129)

202
i=1 77t

geschrieben werden.

Jetzt sei X wieder beliebig. Da X positiv-definit ist, existiert eine orthogonale Matrix
T derart, dass
T'ST = diag(\1, -+, An) (4.130)

Die Spalten von T sind die Eigenvektoren von ¥; sie sind orthogonal, und ohne Ein-
schriankung der Allgemeinheit kénnen sie als normiert vorausgesetzt werden, so dass
T'T = I, I die Einheitsmatrix. Es sei nun Y ein zufilliger Vektor derart, dass X —u =
TY . Dann folgt

YY' =T (X —u)(X —p)T=TXT=A

Aber A ist eine Diagonalmatrix, also miissen die Komponenten von Y unkorreliert sein.
In der Tat gilt

Satz 4.11.1 Es sei X ein zufilliger Vektor mit der Dichte (4.127). Ist T die Matriz
der normierten Eigenvektoren von ¥ und ist Y = T'(X — u) so ist die Dichte von 'Y
durch

n

2
f(yl, e ’yn) = H(27TAZ)_1/2 exp <_2y;\> (4131)
i=1 ¢

gegeben.

Beweis: Es sei ¥ die Varianz-Kovarianz-Matrix der Komponenten von Y, und X, sei
die entsprechende Matrix fiir X, d.h. es sei ¥, = YY’, ¥, = (X — p)(X — p)’. Dann
ist aber YY' =T/(X — pu)(X — p)'Y =T'S, T = A = diag\y,- -+ , \,). Dann sind aber
die Komponenten von Y stochastisch unabhéingig mit Varianzen Var(y;) = A; und die
Dichte von Y muf die Form (4.129) haben; dies wird aber in (4.131) behauptet. O

f(y1,- -+ ,yn) ist das Produkt von Dichten fiir normalverteilte Variable y;. Ein Ver-
gleich mit (4.18) zeigt, dass die Eigenwerte \; offenbar die Varianzen der y; sind. In
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Kapitel 10 (Band I) wurde die Hauptachsentransformation einer Datenmatrix Z ein-
gefiihrt; sie liefert eine Darstellung der (Spalten-)Vektoren der Matrix Z als Linearkom-
bination orthogonaler Vektoren, die sich als Eigenvektoren von Z’Z ergeben. Es war
dort gezeigt worden, dass die Projektionen der Punkte, die etwa die ”Tests” (Spalten
von Z ) reprisentieren, auf die einzelnen Achsen Varianzen haben, die durch die entspre-
chenden Eigenwerte der Eigenvektoren gegeben sind. Fafit man die Elemente (z;;) der
Matrix Z als Realisierungen von zufilligen Verdnderlichen auf, die als Komponenten
eines zufilligen Vektors definiert sind, und nimmt man weiter an, dass die Verteilung
dieser Komponenten durch eine n-dimensionale Normalverteilung gegeben ist, so zeigt
(4.131), dass die Hauptachsentransformation von der Varianz-Kovarianzmatrix ¥ der
Transformation von X auf einen zufilligen Vektor Y mit unabhéngigen Komponenten
mit den Varianzen )\; fithrt. Die latenten Variablen in Kapitel 10, Band I, kénnen also
auch als unabhingige, normalverteilte Variable angesehen werden, aus denen sich die
beobachteten Variablen durch Linearkombination ergeben.

Im Kapitel 10, Band I wurde die Hauptachsentransformation einer Matrix X von
Mefiwerten diskutiert. Variablen, insbesondere latente Variable, deren Korrelation den
Betrag Null hat, wurden dabei als unabhéingig interpretiert. " Unabhéngig” hiefl da-
bei zundchst einmal ”lineare Unabhéngigkeit” der Vektoren, die die latenten Variablen
reprasentieren. Wird dariiber hinaus noch Orthogonalitéit dieser Vektoren gefordert,
so konnen die Vektoren unabhéngig voneinander interpretiert werden. Wahrscheinlich-
keitstheoretische Betrachtungen gingen dabei nicht in die Diskussion ein. Nimmt man
nun an, dass die Messungen durch zufillig verteilte Fehler verrauscht sind und da-
mit als zufillige Verénderliche betrachtet werden miissen, so fiihrt die Forderung, dass
p = 0 die Unabhéngigkeit der entsprechenden Variablen bedeuten soll, auf die Annahme
bzw. Forderung, dass die Messungen mehrdimensional (n-dimensional) normalverteilt
sein sollen.

4.11.2 Der Falln = 2

Es sei insbesndere n = 2, d.h. X = (z1,x2)". Es sei weiter u = (p1, u2)" und

2 2
N — 01, 0122 _ o1, pPoO102
021, 09 pPO102, 022

und p ist die (Produkt-Moment-) Korrelation zwischen den Komponenten z1 und 5.

Dann ist
1/03(1—p?), —p/oroa(l = p)?
» =
—p/o1oa(1 = p)?, 1/o3(1~p?)
Dann ist
1 1 v — )\’
flz1,22) = exp (— ( ) +
( ) 201094/ 1 — p? 2(1 —p?) o1

N (xz—u2>2_ 20@1-#1)(@—#2))] (4.132)

02 0102
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Abbildung 4.8: 2-d-Normalverteilung

Die Randverteilungen fi(x1) und fo(z2) ergeben sich durch Integration von f iiber x;
bzw. iiber xs:

o 1 12—\
fi(z) = /_ f(xl,wg)d:m:mexp —2< - > (4.133)

o 1 1 (29— 2>
fa(ze) = /_ f(xl,xg)dxl:mexp —2< p. ) (4.134)

Es sei z, = (x1 — p1) /01, 22 = (2 — p2)/o2. Aus (4.132) folgt, dass

22+ 22 — 2p21 29
2(1-p?)

Der Ausdruck (4.135) beschreibt eine Ellipse, deren Mittelpunkt die Koordinaten (p1, p2)
hat. Die Orientierung der Hauptachse wird durch den Wert von p bestimmt. Die rechte
Seite dieser Gleichung ist gerade die quadratische Form Q = (X — p)'S 1 X — p).
Fir Q = ¢ beschreibt die quadratische Form also in der Tat ein Ellipsoid, und wegen
n = 2 eben eine Ellipse. Abb. 4.8 zeigt die 2-dimensionale Normalverteilung. Es 148t
sich zeigen, dass die bedingte Erwartung F(y|x) durch

f(x1,72) = ¢ = konstant < ¢ =

= konstant (4.135)

Blyle) = p=2(x — o) + 1y (4.136)

x
gegeben ist; diese Gleichung entspricht der Regressionsgleichung

j=r(e—7)+7,
Sz
die man bei Anwendung der Methode der Kleinsten Quadrate erhilt. Die Abbildung
4.9 zeigt fiir die Dichte f(x,y) mit den Parametern j, = 3,y = 5,0, = 2,04 = 3 die
Konturen gleicher Dichte, also die bereits erwahnten Ellipsen, sowie die Gerade (4.136).
Speziell gilt
f(z1,22) = fi(x1) f2(z2) genau dann, wenn p =0 (4.137)
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Abbildung 4.9: Normalverteilung: f(x,y) = const und E(y|x); 0, = 1.5, 0y = 2.1,
p=.75.

Die Unabhéngigkeit der Komponenten z; und xo impliziert nicht nur p = 0, sondern
p = 0 impliziert auch die Unabhéngigkeit der Variablen x; und xo. Es 148t sich zeigen,
dass die Normalverteilung die einzige Verteilung ist, fiir die die Beziehung (4.137) gilt.

Es sei noch auf eine Beziehung zwischen der Cauchy-Verteilung und der 2-dimensionalen
Normalverteilung hingewiesen:

Beispiel 4.11.1 Esseien X und Y zwei normalverteilte zufillige Verdnderliche mit der
in (4.132) gegebenen gemeinsamen Dichte. Gesucht ist die Verteilung des Quotienten
Z = X/Y. Die allgemeine Formel fiir die Dichte eines Quotienten wurde in (2.59)
gegeben. Die Dichte fiir f(z,y) ist symmetrisch beziiglich der Erwartungswerte p1 und
pa, d.h. es gilt f(z,y) = f(—=z, —y). Dadurch vereinfacht sich (2.59) zu

o
9(2) = 2/0 yf(zy,y)dy
Substituiert man hier (4.132) und fiihrt die Integration durch, so erhilt man

1 (o1/02)V1 =12 ey~ oo
9(2) = — (017022 — 17) + (s —ro109)’ <z< (4.138)

(vergl. Papoulis (1968), p. 198). Setzt man hier

so zeigt der Vergleich mit (4.98), dass z Cauchy-verteilt ist. Dies bedeutet, dass die
zuféllige Verdnderliche Z = X/Y, wenn X und Y normalverteilt sind, keinen Erwar-
tungswert hat und keine Varianz besitzt. (I
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4.11.3 Lineare Transformationen und Randverteilungen

Es sollen einige Aussagen iiber die Verteilung von linearen Transformationen eines
zufiilligen Vektors X, X ~ N(u, ), angegeben werden, sowie iiber die Randverteilun-
gen. Die Beweise konnen in der angegeben Literatur gefunden werden.

Satz 4.11.2 Es sei X ein n-dimensionaler Vektor, X ~ N(u,X). Weiter sei Y =
CX +0b, wobei C eine (m x n)-Matriz und b ein m-dimensionaler Vektor ist. Dann gilt
Y ~ N(Cpu+b,CEC).

Beweis: Tong (1990), p. 32. O

Dieser Satz ist offenbar eine Verallgemeinerung des Resultats, dass a X 4+b normalverteilt
ist mit dem Erwartungswert ap + b und der Varianz a’0?, wenn X N (u,o?)-verteilt
ist.

Satz 4.11.3 Es sei X ein n-dimensionaler Vektor. X ist n-dimensional normalverteilt
genau dann, wenn @'X fiir einen beliebigen rellen, n-dimensionalen Vektor @ mnormal-
verteilt ist.

Beweis: Pruscha (1989), p. 20. O

a’X ist ein Skalar, d.h. Y = d’X = ayx1 +aswo+- - -+ a,x, ist eine 1-dimensionale
zuféllige Verénderliche. Ist Y also normalverteilt, so kann man schlieflen, dass z1, - , zp
gemeinsam normalverteilt sind. Sind umgekehrt die z1,- - - , z, gemeinsam normalver-
teilt, so ist auch die ”gewichtete” Summe Y normalverteilt. Man beachte, dass nicht
gefordert wird, dass die Komponenten x; voneinander unabhéngig sind.

Ist & ein N (u,X)-verteilter Vektor, so ergibt sich die Randverteilung fiir die z;-te
Komponente geméf (2.15) durch Integration iiber alle xj,j # 4. Dieser Begriff der
Randverteilung 148t sich allgemeiner auffassen: man integriert iiber einige Komponen-
ten, iiber einige nicht. Hat man iiber n — p Komponenten integriert, so erhédlt man einen
zufélligen Vektor @,. Fiir die Verteilung von ), gilt

Satz 4.11.4 Es sei T ein N(u, X)-verteilter n-dimensionaler Vektor und es werde dar-
aus der Vektor @, gebildet, indem iiber n — p Komponenten integriert wird. Dann gilt
Zp ~ N(up, Xp), wobei die Komponenten des Vektors i, die zu &), korrespondierenden
Komponenten von p sind, und X, ist die entsprechende Teilmatriz von X.

Beweis: Anderson (1958), p. 24. O

Es sei Z ein n-dimensionaler N (u, ¥)-Vektor. Es werde nun eine Stichprobe von m
identisch normalverteilten verteilten Variablen Y erhoben; die Y} seien Realisierungen
der Komponenten zj von Z. Der Vektor § = (41, , §n)" mit

1 m
Y = m;yzk
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ist eine Schétzung fiir p, und die Matrix S = S;; der Stichprobenvarianzen und -
kovarianzen ist eine Schitzung fiir 3, wobei
1 & - -
o] Z(sz — Y)Yk = Y)
k=1

Sij =

Es gilt der

Satz 4.11.5 DieY}, seien identisch und unabhingig N (i, X)-verteilt. Dann sind Y und
S stochastisch unabhdngig voneinander.

Beweis: Tong (1990), p. 48



Kapitel 5

Ungleichungen und
Grenzwertsitze

5.1 Einige Ungleichungen

Der Begriff des Erwartungswertes gestattet es, einige Ungleichungen herzuleiten, mit
denen Werte von Verteilungsfunktionen nach oben oder unten abgeschétzt werden kézn-
nen.oder mit denen die Wahrscheinlichkeit von Abweichungen einer zufélligen Verénder-
lichen von ihrem Erwartungswert abgeschétzt werden kann. Diese Ungleichungen er-
weisen sich sowohl fiir praktische wie auch fiir theoretische Zwecke als niitzlich und
sollen deshalb kurz dargestellt werden.

Satz 5.1.1 Es sei X eine zufdllige Verdnderliche mit der Dichtefunktion f, die die
Bedingung f(x) = 0 fir < 0 erfillt, und mit dem Erwartungswert E(X). Weiter sei
a € R eine Konstante. Dann gilt

E(X). (5.1)

Beweis: Sicherlich ist E(X) = [« f(z)dz > [7° zf(x)dz, da ja beim rechten Integral
nur iiber einen Teil des Intervalles, auf dem X definiert ist, integriert wird. Weiter ist
[Faf(x)de > [ af(z)dr, daja x > a. Also folgt E(X) > o [ f(z)dz = aP(X >
Q). O

Die Gleichung (5.1) liefert eine Abschétzung von P(X > «) anhand des Erwartungs-

wertes. Es ist aber P(X > a) =1— P(X < a) < E(X)/a, mithin ist 1 — E(X)/a <
P(X < «), so dass man auch eine Abschétzung fiir P(X < «) hat.

Satz 5.1.2 (Ungleichung von Bienaymé)Es sei X eine nicht notwendig auf [0, o)
beschrankte zufdllige Verdnderliche, und es sei 0 < a € R, 0 < e € R. Dann gilt

P(X —a| > ") < EinEqX—am. (5.2)

161
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Beweis: Es sei Y := |X — «|” mit 0 < n € N. Y ist eine zuféllige Verénderliche, die
die Bedingung des Satz 5.1.1 erfiillt, da ja Y nur Werte auf [0, co) annehmen kann. Es
existiert nun stets ein € > 0 mit aw = ", und (5.1) fiihrt unmittelbar zu (5.2). O

Da |X — a|® > &" genau dann, wenn |X — a| > ¢, so erhélt man die zu (5.2)
dquivalente Ungleichung

1
P(X a2 ¢) < L B(X ~a) (5.3)
fir alle n < 1.

Satz 5.1.3 (Ungleichung von Tchebyscheff) Es sei X eine zufillige Verdnderliche mit
dem Erwartungswert E(X) = u < oo und der Varianz Var(X) = 02 < co. Dann gilt

1
P(IX = | 2 ko) < 5. (5.4)

Anmerkung: Die Tchebyscheffsche Ungleichung wird gelegentlich in etwas anderer
Form geschrieben: es sei ¢ = ko. Dann ist k? = ¢2/0? und man hat

[\

HW—Mzdé%a (5.5)

Beweis: (5.4) folgt sofort aus (5.3), wenn man o = p, € = ko mit 0 < k € R und n = 2
setzt.

0

Die Ungleichung (5.4) liefert eine obere Abschitzung der Wahrscheinlichkeit, dass eine
zufilllige Verénderliche um mehr als k& o-Einheiten von p abweicht. Das Interessante
an den Ungleichungen ist, dass die genaue Form der Verteilungsfunktion der zufélligen
Veranderlichen nicht eingeht, d.h. man braucht die explizite Form der Verteilungsfunk-
tion gar nicht zu kennen! So gilt fiir alle Verteilungsfunktionen mit p < 0o, ¢ < o0,
dass P(|X — p| > 30) < .111, d.h. Abweichungen von p die grofler als 3 o-Einheiten
sind, treten nur in ungefihr 11 % der Félle auf. Fiir spezielle Verteilungen, wie etwa
die Normalverteilung, ist diese Wahrscheinlichkeit noch geringer.

Beobachtet man nun Werte der zufilligen Verénderlichen X, so tritt, fiir 0 < k € R,
entweder das Ereignis {|X —u > ko} oder {|X —u| < ko} ein, also ist 1 — P(|X — pu| <
ko) = P(|X — pu| > ko). Also gilt

1

P(IX —pl < ko) 2 1= 5.

(5.6)
Es sei nun € = ko. Das Ereignis {|X — p| < €} tritt ein genau dann, wenn entweder
X—pu<e dh X <e+p,oder —e < X —pu, d.h. 4 —e < X eingetreten ist. Daann ist
{IX —pul<e} ={-e—a< X <a+a}. Aus (5.6) folgt dann

2

P(,u—e<X<,u—|—e)21—Z—2 (5.7)
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Es sei insbesondere o klein im Vergleich zu €, d.h. 6% /e? ~ 0. Dann ist die Wahrschein-
lichkeit, dass X einen Wert im Intervall (u — €, u + €) annimmt, ungefiihr gleich 1. Die
Bedeutung dieser Aussage liegt darin, dass sie fiir alle zufélligen Verdnderlichen mit
existierendem Erwartungswert und existierender Varianz gilt, und damit auch fiir fiir
den Stichprobenmittelwert Z, der ja bekanntlich selbst eine zufillige Verdnderliche ist.
Kann man also annehmen, dass E(z) und Var(z) existieren, so kann man in (5.7) =
fir X und Var(z) fiir o substituieren. Nun ist aber Var(A) = o2/n, 0% = Var(X).
Fiir vorgegebenes € kann aber Var(z) beliebig klein werden, wenn nur der Wert fiir n
hinreichend grofl gewéhlt wird. Dann bedeutet (5.7), dass fiir jedes € > 0

Pu—e<X<p+e =1

ist, wenn nur n hinreichend grof ist. Dieser Sachverhalt wird in den folgenden S&tzen
prézisiert.

5.2 Gesetze der groflen Zahlen

Die Gesetze der groflen Zahlen sind fiir die Praxis von zentraler Bedeutung. So ist der
Anteil p von Personen mit einem bestimmten Merkmal M (Krankheit, Meinung, etc.)
im allgemeinen unbekannt. Aufgrund der Gesetze der grofien Zahlen kann man aber
sicher sein, dass fiir eine Stichprobe der Quotient k/n, k die Anzahl der Personen mit
M und n der Stichprobenumfang, nahe an p liegt, wenn nur n hinreichend grof3 ist.

Satz 5.2.1 (Schwaches Gesetz der Groflen Zahlen Fs sei X1, X9, X3, -+ eine
Folge von zufilligen Verdnderlichen, zwischen denen beliebige Abhdngigkeiten bestehen

konnen, mit den Erwartungswerten pi, o, i3,--- und den Varianzen a%,o%,a%, e
die die Bedingung
: 1 ¢
71113010 Var <n2x2> = (5.8)
1=

erfilllen. Weiter set
1< 1o
f:;in, ﬁ:;ZMi
v =1 i=1

Dann gilt
lim P(|7 — @ <e€) =1. (5.9)
n—oo

Beweis: Der Beweis ergibt sich aus der Tschebyscheffschen Ungleichung. Es werde
€ = ko gesetzt, wobei

1 n
o= ,|Var ( Z w,)
i
sei. Dann ist 1/k? = 0%/¢2, und da 02 — 0 mit wachsendem n folgt die Behauptung. (J

Anmerkungen:
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(i) Esist Var(Y, z;/n) = Var(Y, z:;)/n?; die Bedingung (5.8) besagt, dass Var(>, z;)
langsamer wachsen soll als 1/n? kleiner wird. Eine hinreichende, wenn auch nicht
notwendige Bedingung hierfiir ist, dass die Varianzen O',L-z kleiner oder gleich einer
gewisse Konstanten sind.

(ii) Die praktische Bedeutung von (5.9) ist, dass dann fiir hinreichend grofles n P(|z—
fi| <€) =~ 1ist, bzw. dass ein Intervall (1—e, pu+¢€) angegeben werden kann, in dem
X mit einer vorgegebenen Wahrscheinlichkeit, etwa .95, liegt. Dieser Sachverhalt
wird spater noch néher ausgefiihrt.

Mit wachsendem n wird also die Wahrscheinlichkeit, dass £ von @ um mehr als ein
vorgegebenes € > (0 abweicht, immer kleiner, und dabei wird nicht einmal vorausgesetzt,
dass die X; die gleiche Verteilung haben oder stochastisch unabhéngig sind. Fiir die
folgende Aussage ist aber die paarweise stochastische Unabhéngigkeit Voraussetzung:

Satz 5.2.2 (Tschebyscheff) Es sei X1, X2, X3, eine Folge paarweise stochastisch
unabhéingiger zufilliger Verdnderlicher, deren Varianzen o? der Bedingung

0, <C, firalle i=1,2,3,--- (5.10)

geniigen, wobei C eine Konstante ist. Weiter sei wieder

1 « 1 «
T= 52% = EZ“" (5.11)
=1 =1

Dann gilt fiir alle e > 0
1i_>m P(lz—nl<e) =1 (5.12)

Beweis: Es geniigt wieder, (5.6) zu betrachten. Wegen der paarweisen stochastischen
Unabhéngigkeit ist fiir jedes n

9 B 1 " nC C
=V = =V E i < —= = — 1
o ar(a:) ar 4 x - (5 3)

Mit € = ko folgt wieder 1/k* = o%/e?, und da C/n — 0 fiir n — oo folgt aus (5.13)
0% —= 0 fiir n — 0. 0

Der Satz von Tschebyscheff kann als Spezialisierung des vorangegangenen Satzes
von Markov aufgefat werden. Der folgende Satz ist eine weitere Spezialisierung des
Satzes von Markov auf Bernoulli-Variable:

Satz 5.2.3 (Poisson) Gegeben sei eine Folge stochastisch unabhdngiger Versuche, in
denen jeweils entweder das zufillige Ereignis A oder A eintritt; dabei sei py, die Wahr-
scheinlichkeit von A im k-ten Versuch. Weiter sei X,, die Anzahl der ”Erfolge” (Auf-

treten von A) in den ersten n Versuchen. Dann gilt

X, 1«
pPl|=2_= )

< e> =1 (5.14)
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Beweis: Der Beweis erfolgt ebenfalls durch Rekurs auf (5.6). Man setzt wieder € = ko,
und es ist 02 = (3, 02)/n? = >, pr(1 — p)/n. Nun ist oy = pr(1 — pi) maximal fiir
pr =1/2, d.h. o2 < 1/2 fiir alle k, so dass 1/k? = >, pr(1 — pg)/(ne?) < 1/(2ne®) — 0
fiir n — oo. g

Das erste Gesetz der groflen Zahlen ist das sogenannte schwache Gesetz der grofien
Zahlen. Die bekannteste Form dieses Gesetzes Zahlen geht auf Bernoulli zuriick:

Satz 5.2.4 (Bernoulli) Gegeben sei eine Folge von Bernoulli-Versuchen (d.h. die Er-
gebnisse der Versuche sind stochastisch unabhdngig voneinander, in jedem Versuch wird
entweder A oder A auf und p(A) = p = konstant). Es sei X,, die Anzahl der ”Erfolge”,
d.h. die Hiufigkeit, mit der A beobachtet wurde. Dann gilt fiir jedes € > 0

lim P (
n—oo

Xn
on —p‘ < e> =1 (5.15)

n

Beweis: Der Beweis wird wieder durch Anwendung von (5.6) gefiihrt. Es ist 02 =
Var(X,/n) = Var(X,)/n? = np(1 — p)n® = p(1 — p)/n, und mit € = ko folgt wieder
1/k? = p(1 — p)/(ne?) — 0 fiir n — oo. O

Der Tschebyscheffsche, der Poissonsche und der Bernoullische Satz folgen durch Spezia-
lisierung des Satzes von Markov. Nach Satz 5.2.3 miissen die p(A) nicht gleich grof sein,
nach Satz 5.2.2 kénne die p,, durch beliebige arithmetische Mittel ersetzt werden, und
nach Satz 5.2.1 miissen die zufélligen Verdnderlichen noch nicht einmal stochastisch un-
abhingig sein. Im Falle stochastischer Abhéngigkeit mufl aber sichergestellt sein, dass
(5.8) gilt. Satz 5.2.4 liefert eine Rechtfertigung fiir den Schlufl von den relativen Héufig-
keiten eines Ereignisses auf dessen Wahrscheinlichkeit, denn (5.15) heifit ja, dass fiir
hinreichend groles n X,,/n ~ p. Diese Aussage muf} aber genauer betrachtet werden.
Tatséchlich bedeutet (5.15) nur, dass fiir eine hinreichend grofie Anzahl n von Versu-
chen unter identischen Bedingungen, wobei n fest gewéhlt ist, die Wahrscheinlichkeit
der Giiltigkeit der einzelnen Ungleichung |X,,/n — p| < € grofer als 1 —n wird fiir jedes
e > 0 (Gnedenko (1978) , p. 209); eine analoge Aussage gilt fiir die vorangegangenen
allgemeineren Sétze. Wie Feller (1968), p. 203 ausfiihrt kann diese Ungleichung aber
nicht fiir jede Folge von n Versuchen gelten, da ja der Stichprobenraum auch eine Folge
mit genau n ”Erfolgen” enthélt. Man hat noch zu zeigen, dass die Wahrscheinlichkeit
fiir alle diejenigen Folgen, fiir die die Ungleichung nicht gilt, vernachldssigbar ist. Dafl
dies nun tatsédchlich der Fall ist, ist die Aussage des Starken Gesetzes der grofsen Zahlen:

Satz 5.2.5 Gegeben sei eine Folge X1, Xo, ... von zufilligen Verdnderlichen mit iden-
tischem Erwartungswert p. Dann gilt

lim P (X, —pu) =1. (5.16)

n—oo

Beweis: Der Beweis setzt den Begriff der Konvergenz einer Folge von zufilligen Verdnder-
lichen &, gegen eine zufillige Verénderliche £ voraus, auf den hier nicht eingegangen
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werden kann, vergl. etwa Gnedenko (1978), wo auch der Beweis des Satzes geliefert
wird. 0

Anmerkung: Die Aussage (5.16) ist, dass die Konvergenz von X,, gegen u fast sicher
gilt; man erinnere sich, dass das sichere Ereignis die Wahrscheinlichkeit 1 hat, aber ein
Ereignis mit Wahrscheinlichkeit 1 nicht notwendig sicher ist, — sondern eben i. A. nur
fast sicher ist. O

Die Gleichungen (5.15) und (5.16) liefern, wie die {ibrigen, keine sehr scharfen
Abschétzungen, sie sind vielmehr als eine grundsétzliche Aussage zu verstehen. Fiir nu-
merische Abschitzungen ist der im folgenden Abschnitt behandelte Satz von DeMoivre-
Laplace besser geeignet.
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5.3 Grenzwertsiatze

5.3.1 Der Poissonsche Grenzwertsatz

Viele statistische Fragestellungen fiihren auf die Binomialverteilung

PUx = k) = ()=, (5.17)

die die Wahrscheinlichkeit der Anzahl von k ”Erfolgen” bei n Bernoulli-Versuchen an-
gibt. Dabei ist p = p(A) die Wahrscheinlichkeit eines Erfolges, d.h. des Ereignisses
A, und p ist fiir alle Versuche konstant ist; weiter sind die Versuche stochastisch un-
abhéngig. Nun erweist sich die Berechnung der Binomialkoeffizienten (Z’) fiir groflere
Werte von n, etwa fiir n > 30, als sehr ldstig, so dass man nach Approximationen
fir P(X = k|n,p) sucht. Die Poisson- und die Normalverteilung kommen dann als
Naherungsverteilungen in Frage.

Satz 5.3.1 (Poisson) Die zufillige Verinderliche X sei binomialverteilt mit den Pa-
rametern n und p. Firn — oo, p— 0, np — A, 0 < A € R folgt dann

A

P(X =kln,p) — e ok

(5.18)

Beweis: vergl. Feller (1968), p. 153 O

Gelten die in Satz 5.3.1 angegebenen Bedingungen, so bedeutet (5.18), dass fiir
hinreichend grofies n und hinreichend kleines p der Wert von P(X = k|n,p) in guter
Niherung durch e *\*¥/k! gegeben ist.

Beispiel 5.3.1 Fiir eine Untersuchung im Rahmen der klinischen Psychologie werden
psychiatrische Patienten mit einem bestimmten, aber seltenen Merkmal M gesucht;
aus langjdhrig erhobenen Statistiken weifl man, dass der Anteil dieser Patienten an
der Gesamtpopulation psychiatrischer Patienten p = .05 betrdgt. Das Merkmal tritt
unabhéngig von anderen Eigenschaften auf. Im ¢rtlichen Landeskrankenhaus befinden
sich gerade 50 Patienten. Wie grof§ ist die Wahrscheinlichkeit, X =2, X =5, X =10
Patienten mit dem Merkmal M zu finden?

Man kann davon ausgehen, dass X binomialverteilt ist mit den Parametern p = .05,
n = 50. Folglich ist

P(X=2) = <Z> 052.95% = 261
P(X=5) = (Z) 055.95% = 066

P(X =10) = <ﬁ)> 0510.95% = 000129.
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Die entsprechenden Poisson-Approximationen sind, mit A = np = 2.5,

_952.52
P(X=2) ~ e* T:.2565z.26
_952.5°
P(X=5) ~ e~ S .0668 ~ .067
2,510
P(X = 10) -5 o = 0002157 ~ .0002.
Fir X =2 und X =5 ist die Approximation recht gut, fiir X = 10 nicht so sehr; das
Verhéltnis zwischen n und p ist noch nicht optimal. O

Als Bedingung dafiir, dass P(k|\) = e *\*/k! eine approximierende Verteilung fiir die
Binomialverteilung ist, wurde vorausgesetzt, dass p klein ist. Die Poisson-Verteilung
ist deshalb auch als Verteilung fiir seltene Ereignisse oder als Gesetz fiir kleine Zahlen
(v. Bortkiewicz, 1898) bezeichnet worden. Diese Bezeichnung ist etwas irrefithrend.
Denn es muf} nicht nur p klein, sondern auch n grof3 sein, und der Wert von A =
pn = E(X) = Var(X) (vergl. (4.9.27) und (4.9.28)) mufl nicht klein sein. Ob man
die Anzahl der Verkehrsunfille in einer Woche eine kleine Zahl nennt ist vielleicht
Geschmacksache, aber sie ist in guter Naherung Poisson-verteilt (Abweichungen von der
Poisson-Verteilung kommen zum Teil durch die verschiedenen Parameter der einzelnen,
am Verkehrsgeschehen beteiligten Personen zustande). Da bei Poisson-verteiltem X
die Varianz Var(X) mit E(X) = X wéchst kann in speziellen Féllen der Wert von X
durchaus von dem, was man "klein” nennt, abweichen.

5.3.2 Der DeMoivre-Laplacesche Grenzwertsatz

Die im Folgenden behandelte Approximation fiir (5.17) gilt zunéchst fiir andere Rand-
bedingungen als die, die fiir die Poissonsche angenommen wurden. Es gilt der

Satz 5.3.2 (DeMoivre-Laplace) Es sei X binomialverteilt mit den Parametern n und

p und es gelte
_Xyp—np _ Xo—mnp

) z2 )
\/1Pq ALy

mit ¢ =1 —p. Dann gilt fiir n — oo

21

P(np + z1y/npq < X < np + z2v/npq) — F(z2) — F(21) (5.19)
mat
Fla) = —— /e < ZQ)dz i=1,2 (5.20)
i) = i S T e ’
Vor o TP\ T2
Beweis: Feller (1968), p. 186. O

Die Bedeutung dieses Satzes liegt darin, dass fiir hinreichend grofies n die Differenz
F(z3) — F(z1) eine gute Niherung fiir die Wahrscheinlichkeit auf der linken Seite von
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(5.19) darstellt. Um zu sehen, unter welchen Bedingungen diese Nédherung gut ist, sollen
zunédchst diejenigen Werte von X bestimmt werden, firr die P(X = k) in (5.17) einen
maximalen Wert annimmt.

Beispiel 5.3.2 Es soll noch einmal die Situation in Beispiel 5.3.1 betrachtet werden:
das Merkmal M komme bei 40 % aller Patienten vor. Es seien nun 30 Patienten vor-
handen. Wir kénnen davon ausgehen, dass die Anzahl der Patienten in einer Stichprobe
binomialverteilt ist, d.h.

n

P(X =k) = <k> 4k 6"k = 30.

Wie grof3 ist nun die Wahrscheinlichkeit, dass mindestens 5 der 30 Patienten das Merk-
mal M haben?

Gesucht ist P(X >5) =1 — P(X <4). Exakt ist P(X <4) durch

P(X <4)= 24: <31<? > 4k 30—k

k=0

gegeben. Der Wert kann auch iiber die Normalverteilung abgeschétzt werden, d.h. durch
P(Z <z(4)~P(X <4). Esist z2(4) = (4 —30 x .4)/4/30 x .4 x .6 = —2.981. In der
Tabelle findet man P(Z < —2.981) = .0014.

Die Approximation kann natiirlich auch fiir die Berechnung der Wahrscheinlichkeit
einzelner X-Werte verwendet werden. Wiinschen man P(X = k) zu berechnen, so muf}
man beriicksichtigen, dass P(X = k) = P(X < k) — P(X < k — 1), und damit hat
P(X =k) =~ F(z;) — F(z_1). Es sei z.B. wieder n = 30, und gewiinscht sei P(X =
10). Der exakte Wert geméf der Binomialverteilung ist = .2304. Zur Approximation
durch die GauB-Verteilung miissen nun die z-Werte z19 = (10 — 12)/2.683 = —.745,
z9g = (9 —12)/2.683 = —1.12; aus der Tabelle findet man F(—.745) — F'(—1.12) =
228 — 131 = .097. In diesem Fall ist der Wert fiir n noch zu klein, um eine gute
Approximation zu liefern. (I

Satz 5.3.3 Es bezeichne [a], a € R, diejenige grifite natiirliche Zahl j € N, die kleiner
als o ist. Dann gilt
Emaz = [(n + 1)p]. (5.21)

Beweis: Zum Beweis werde der Quotient @ = P(X =k — 1)/P(k = k) betrachtet. Es
ist

()P A=) M k(1 —p)

(k1 —p)n=Fk (n—k+1)p

nun ist P(X =k —1)/P(X = k) <1, d.h. aber P(X =k —1) < P(X = k), genau
dann, wenn k(1 — p) < (n — k + 1)p, und letztere Ungleichung gilt genau dann, wenn
k—kp <np—kp+p, dh. wenn k < (n+ 1)p. Fiir £ > (n+ 1)p wird also P(X = k)
wieder kleiner als P(X =k — 1), und damit ist die Behauptung bewiesen. ([l

Q=
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Aus Fellers Beweis von Satz 5.3.3 folgt, dass die Anndherung besonders gut ist fiir
Werte von k in der Nachbarschaft von (n + 1)p bzw. von np, dem Erwartungswert von
X. Weiter ist die Ann&herung der Wahrscheinlichkeit in der Nachbarschaft von 1/2
schon fiir kleinere n gut im Vergleich zu Anndherungen fiir die Wahrscheinlichkeiten,
wenn p naher bei 1 oder bei 0 liegt.

Aus (5.21) folgt

P <z1 < Aom zg> = F(z) — F(z). (5.22)
np(l —p)

Es sei nun z = (X —np)/+/np(1 — p); dann ist X = y/np(1 — p)+np, d.h. X ist eine li-
neare Funktion von z. Gemés (5.21) hat z die GauBsche Dichte f(2) = exp(—22/2)/v/2m,

und da nach (5.20) die Dichte von X durch die von z angendhert werden kann, hat man
nach (5.21) dann

B 1 ox _(X —np)?
fo(X) = N D ( ) ) : (5.23)

Nimmt nun X einen Wert in der Nachbarschaft von np oder (n+1)p an, so ist z—np ~ 0
und es ist, fiir hinreichend grofles n,

1
V2Zrmp(l—p)

Fiir binomialverteiltes X ist bekanntlich F(X) = np, Var(X) = np(1 — p). Fiir gege-
benes p wachsen also F(X) und Var(X) linear mit n; fiir n — oo werden diese beiden
Parameter selbst unendlich. (5.22) zeigt, dass X fiir jedes n linear skaliert wird mit dem
Skalenfaktor a,, = 1/,/0,, und der additiven Konstanten b, = —np/,/o,. Fiir jedes n
geht man also von X iiber zum standardisierten Wert z,, = a, X + b,, fiir den jeweils
E(zp) =0 und Var(z,) = 1 gelten. Wir kénnen nun die Differenz der Werte von z,, fiir
X =k und X =k — 1 in Abhéngigkeit von n betrachten:

fo(X) = (5.24)

k:—npik—l—np_k:—npik—npi 1 .
v 1Pq Vv 1pq v/ 1Pq Vv 1Pq v 1Pq

d.h. die zu benachbarten Werten gehtérenden standardisierten Werte riicken mit wach-
sendem n immer dichter aneinander; auf diese Weise kann die diskrete Variable X durch
eine stetige approximiert werden.

Die Wahrscheinlichkeit, dass X innerhalb der Grenzen np 4+ 2/np(1 — p) liegt, ist
angendhert F'(2) — F(—2) = .9545; fiir die Grenzen np £+ 34/np(1 — p) ergibt sich néhe-
rungsweise eine Wahrscheinlichkeit von F'(3) — F(—3) = .9973, d.h. die Wahrschein-
lichkeit, dass X auflerhalb dieses Intervalles liegt, ist ~ .0027. Diese Ergebnisse mag
man mit den Abschétzungen z.B. aufgrund der Ungleichung von Tschebyscheff (vergl.
die Anmerkungen zum Satz 4.9.3) vergleichen; es war ja

P (IX = npl > 3v/mp(1 = p)) < 11,

0, fir n— oo
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d.h. die Tschebyscheffsche Ungleichung liefert nur die obere Grenze .111 fiir diese Wahr-
scheinlichkeit. Die Approximation durch die GauB-Verteilung ist genauer.

Die Anndherung einer Binomial- durch eine Gauflverteilung ist am besten fiir Werte
von p nahe bei 1/2; fiir Werte nahe bei 0 oder 1 mufl der Wert von n erhtht werden, um
eine gleich gute Anndherung zu erzielen. Allgemein kann man sagen, dass die Annéihe-
rung gut ist, wenn np(1— p) groB ist. Ist nun p klein, so liegt es nahe zu vermuten, dass
eine Poisson-Approximation besser als die Gaufl-Approximation ist. Fiir die Poisson-
Approximation ist aber der Wert von A charakteristisch, und man kann umgekehrt
vermuten, dass fiir grofles A die Gaufl-Verteilung ebensogut zur Annéherung benutzt
werden kann, d.h. dass die Poisson-Verteilung wiederum durch die Gauf-Verteilung
angendhert werden kann. Diese Vermutung wird durch den folgenden Satz bestétigt.

5.3.3 Der Zentrale Grenzwertsatz

Satz 5.3.4 (Zentraler Grenzwertsatz) Es seien X1, Xo, - - -, X, stochastisch unabhingi-
ge zufdllige Verdnderliche mit Dichten f;(X;), Erwartungswerten E(X;) < oo und Va-
rianzen o2 < oo fiir alle i, und es sei X = X1 + -+ X, p = E(X), 0? = Var(X).
Fiir n — oo gilt dann fir die Dichte der Summe X

1) = e (U1 (5.25)

202

falls die Bedingungen
(i) o} + -+ 02 — oo, und
fii) [, 2% fiw)da < C,

C eine Konstante, fir alle i erfillt sind.

Beweis: Der Beweis ist nicht kurz und kann in Feller (1968) nachgelesen werden. [

Die hier angegebenen Bedingungen fiir eine Approximation durch die Normalver-
teilung sind nicht die allgemeinsten, vergl. Billingsley (1979). Die Voraussetzung der
stochastischen Unabhéngigkeit der X; mufl ebenfalls nicht in aller Strenge gefordert
werden (Hoeffding, 19..)

Der Satz von DeMoivre-Laplace kann als Spezialfall des zentralen Grenzwertsatzes
aufgefafit werden. Sind X; und X, stochastisch unabhingig und Poisson-verteilt mit
den Parametern A; und Ao, so kann gezeigt werden, dass die Summe X; + X5 ebenfalls
Poisson-verteilt ist mit dem Parameter A\; + Ao. Daraus folgt, dass die Summe von n
stochastisch unabhéngigen Poisson-verteilten Variablen wiederum Poisson-verteilt ist
mit dem Parameter \; + - - - + \,,. Gleichzeitig erfiillen aber stochastisch unabhéngige
Poisson-verteilte Variablen die Vorausetzungen des zentralen Grenzwertsatzes, d.h. fiir
n — oo wird die Summe stochastisch unabhéngiger Poisson-verteilter Variablen nicht
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nur Poisson-verteilt sein, sondern gleichzeitig approximativ normalverteilt, und zwar
wird die Ann&herung durch die Normalverteilung um so besser sein, je grofler n ist.

Gemif Beispiel 2.4.5 ist die Summe zweier exponentialverteilter Variablen gamma-
verteilt. Allgemein ist die Summe X von n exponentialverteilten Variablen mit gleichem
Parameter A eine gamma-Verteilung mit der Dichte f(z) = A" exp(—Ax)/n!. Da fir
exponentialverteilte Variable die Bedingungen des Zentralen Grenzwertsatzes gelten,
ist X mit steigendem n aproximativ normalverteilt. Die gamma-Verteilung strebt also
fiir n — oo gegen eine Normalverteilung.

Es seien nun X7 und X5 zwei normalverteilte zuféllige Verdnderliche. Der Quo-
tient Y = X;/X3 ist aber nicht normalverteilt, sondern Cauchy-verteilt. Die Cauchy-
Verteilung hat weder einen Erwartungwert noch eine Varianz, und damit erfiillen Cauchy-
verteilte Variablen nicht die Bedingungen des Zentralen Grenzwertsatzes. In der Tat
kann gezeigt werden (vergl. Kendall und Stuart (1969)), dass die Summe Cauchy-
verteilter Variablen ebenfalls Cauchy-verteilt und eben nicht normalverteilt ist. Dieses
Beispiel macht deutlich, dass man nicht ohne weiteres annehmen kann, dass die Sum-
me zufilliger Verdnderlicher angenéhert normalverteilt ist, wenn nur die Anzahl der
Summanden hinreichend grof3 ist.

Die Binomial-, die Poisson- und die Normalverteilung kénnen in vielerlei Hinsicht als
die Basisverteilungen der Wahrscheinlichkeitstheorie betrachtet werden (Feller, 1968).



Kapitel 6

Die Verteilung extremer Werte

6.1 Einfiihrung

Die Frage nach der Verteilung extremer Werte ergibt sich in verschiedenen Fragestel-
lungen:

1. In einer Untersuchung wird eine Stichprobe von n Mewerten 1, - - - , x,, erhoben.
Dabei kénnen - relativ zur Grofle der meisten der gemessenen z-Werte, sehr grofie
oder sehr kleine Werte auftreten. Die Frage ist dann, ob diese Werte ” Ausreifler”
sind, also moglicherweise aufgrund fehlerhafter Messung gewonnen wurden, oder
ob sie bei dem gegebenen Stichprobenumfang mit eine gewissen Wahrscheinlich-
keit erwartet werden konnen.

2. Ein System besteht aus n Komponenten, und es arbeitet fehlerhaft oder gar nicht,
wenn mindestens eine dieser Komponenten fehlerhaft arbeitet. Es gibt verschiede-
ne Moglichkeiten, die fehlerhafte Funktionsweise der Komponenten durch zufélli-
ge Verédnderliche und deren Extrema auszudriicken, so dass die hier beschriebene
Situation der Struktur nach mit der unter 1. genannten identisch ist; so kann
man etwa die Zeitdauern ¢; bis zum Versagen der i-ten Komponente betrachten.
Die Dauer bis zum Versagen des Systems ist dann durch die kleinste der Zeiten
t;, d.h. durch deren Minimum, gegeben. Beispiele mit psychologischen Entspre-
chungen dieses Paradigmas werden weiter unten gegeben. Allgemein kann man
Fragestellungen, die sich auf Situationen dieser Art beziehen, mit dem Begriff
Zuverldssigkeit oder Reliabilitdt verbinden.

Bevor erlauternde Beispiele gegeben werden, sollen einige Grundbegriffe eingefiihrt wer-
den, die die Formulierung der Beispiele vereinfachen.

Mit X4 werde das Maximum, mit X_ werde das Minimum der z1,--- , z, bezeich-
net, d.h. es sei

Xp+ =max(x1,-- ,x,), Xp— =min(xq,- - ,x,) (6.1)

Es werde angenommen, dass die x;, 1 < ¢ < n stochastisch unabhingig voneinander
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sind. Dann kénnen allgemeine Ausdriicke fiir die Verteilung von X, und X,,_ ange-
geben werden.

Es sei
Gn(z) = P(Xpt+ <x) (6.2)

und
H,(z) = P(X,- <) (6.3)

Das Maximum der z; ist sicher kleiner als x, wenn alle x; kleiner als x sind. Es sei
F; die Verteilung von x;. Dann ist also wegen der angenommenen stochastischen Un-
abhéngigkeit der x;

Gn(z) =P (ﬂ{xi < x}) =[] Fi@). (6.4)
=1 i=1

Sind die F; iiberdies identisch, d.h. sind die z; i.i.d.-verteilt (independent and identically
distributed), so ergibt sich daraus sofort

Gn(z) = F™(z). (6.5)

Um die Verteilung des Minimums X, herzuleiten, kann man zunéchst die Wahrschein-
lichkeit betrachten, dass X,_ grdfler als x ist. Dazu miissen alle x; grofler als x sein,
genau dann ist ja auch das Mimimum der z; grofler als z. Es ist aber

n

P(X,_>z)=P (ﬂ{az > x}> =[] - Fi(x))
=1

i=1
Daraus folgt sofort fiir die Verteilung von X,,—, d.h. fiir H,(x)

n

Hy(z) =1 - [[(1 - Fi()) (6.:6)
=1
und im i.i.d.-Fall
Hp(z) =1—(1—F(x))" (6.7)

Zur Illustration sollen einige Beispiele betrachtet werden.

Beispiel 6.1.1 Ein gegebener Intelligenztest sei so geeicht, dass fiir eine betrachtete
Population der durchschnittliche 1Q F(X) = p den Wert 1 = 100 und die Varianz
der IQen den Wert 02 = 100 hat. Weiter seien die IQ-Werte normalverteilt. Man kann
nun den Bereich von IQ-Werten charakterisieren, innerhalb dessen 95 % der 1Q-Werte
liegen. Es ist 1.960 + = 1.96 x 10 + 100 = 119.6, und —1.960 + 1 = 80.4, so dass

P(80.4 < X < 119.6) = .95

Wihlt man nun eine Person zufillig aus, so wird ihr IQ mit der Wahrscheinlichkeit .95
innerhalb der Grenzen (80.4, 119.6) liegen, d.h. die Wahrscheinlichkeit, eine Person mit
einem IQ grofler als 119.6 zu wihlen, betragt nur .025; ebenso ist die Wahrscheinlichkeit,
dass sie einen 1Q kleiner als 80.4 ist, nur .025.
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Es werde nun eine zuféllige Stichprobe von 50 Personen gebildet. Ist x; der 1Q der
i-ten Person, so hat man eine Stichprobe

T1,L2, " ,Tn, n =250

von MeBwerten. Man kann jetzt fragen, wie grofl die Wahrscheinlichkeit ist, dass das
Maximum dieser Werte grofler als 119.6 ist, bzw. wie grofl die Wahrscheinlichkeit ist,
dass das Minimum kleiner als 80.4 ist. Nach (6.5) findet man sofort

F9(119.4) = .975%° = 282

d.h. mit der Wahrscheinlichkeit 1 — F"(z) = 1 — .282 = .718 ist das Maximum X, |
der x; grofler als 119.6; diese Wahrscheinlichkeit ist deutlich grofler als .025, der Wahr-
scheinlichkeit, bei einmaligem ”Ziehen” aus der Population einen Wert grofler als 119.4
zu erhalten.

Fiir die Wahrscheinlichkeit, dass das Minimum X,,_ kleiner als 80.4 ist, ergibt sich
nach (6.7)
1—(1—F(80.4) =1~ (1—-.025)% = .718

Die Wahrscheinlichkeit, dass das Minimum der x; kleiner als 80.4 ist, ist also wieder-
um erheblich grofler als .025; der Wert dieser Wahrscheinlichkeit entspricht dem der
Wahrscheinlichkeit, dass das Maximum grofler als 119.6 ist. Diese Entsprechung folgt
aus der Symmetrie der Normalverteilung.

Es werde noch der Fall betrachtet, dass die Stichprobe nur den Umfang n = 25
habe. Dann ergibt sich
Go5(119.6) = .975% = 531

und
Hy5(80.4) = 1 — .975%° = .469

Bei dieser kleineren Stichprobe ist die Wahrscheinlichkeit, dass das Maximum und das
Minimum auflerhalb des Intervalls (80.4, 119.6) liegen, also kleiner als im Fall n = 50.
Man kann deshalb vermuten, dass die Varianz einer Stichprobe im allgemeinen grofier
wird, je grofler ihr Umfang ist; mit grofer werdendem Umfang wird ja die Wahrschein-
lichkeit des Auftretens besonders grofler und besonders kleiner Werte grofier. Die Frage,
um wieviel die Stichprobenvarianz mit steigendem n gréfler wird, ist damit aber noch
nicht beantwortet, schlieflich ist die Stichprobenvarianz s? ja eine Schiitzung der Popu-
lationsvarianz o2, die mit grofier werdendem n immer niher bei o2 liegen wird. Dieses
scheinbare Paradox wird aufgelost, wenn man die Verteilungen von X, und X,,_ be-
trachtet, denn diese Verteilungen spezifieren, um wieviel groffer das Maximum als 119.6
bzw. um wieviel kleiner das Minimum als 80.4 sein wird. Die Wahrscheinlichkeit, dass
Xnt > 119.6 und X,,— < 80.4 ist, kann grof} sein. Die Frage ist, ob sie mit zunehmen-
dem Wert von n nicht nur wahrscheinlicher werden, sondern auch dem Betrag nach von
diesen Werten immer mehr abweichen. (I

Die Verteilungen der Extrema kann man sich anhand der Ausdriicke (6.2) und (6.3)
verdeutlichen. Zur Illustration sollen die Verteilungen fiir die Maxima und Minima einer
normalverteilten zufélligen Verénderlichen betrachtet werden, die den Erwartungswert
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Abbildung 6.1: Maxima normalverteilter Variablen
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= 100 und die Standardabweichung o = 10 haben moge (vergl. Beispiel 6.1.1). Die
folgende Abbildung 6.1 zeigt die Verteilung der Maxima fiir (i) n = 25 (Gas(z)), (ii)
n = 50 (dies ist die mittlere der Verteilungen auf der rechten Seite der Abbildung), und
(iii) fiir n = 100 (G'100(z)). Die Verteilung G1(z) ist die Verteilung fiir X. Man sieht,
dass die Verteilungen der Maxima rechts von der Verteilung G1(x) = F(z) liegen. Je
grofer der Wert von n, desto mehr riickt die Verteilung der entsprechenden Maxima
nach rechts; - allerdings entspricht der Betrag, um den sie nach rechts rutscht, nicht
dem 2-dimen Zuwachs von n: der Betrag, um den die Verteilung fiir n = 50 von der

Abbildung 6.2: Minima normalverteilter Variablen
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fir n = 25 entfernt ist, ist ungefdhr genau so grofl wie der, um den die Verteilung
fiir n = 100 von der fiir n = 50 entfernt ist. Zudem werden die Verteilungen mit zu-
nehmendem Wert von n steiler, d.h. die Varianz der Verteilungen der Maxima wird
mit steigendem Wert von n kleiner. Die Maxima nehmen so gut wie nie Werte grofier
als 135 an. Mit steigendem Wert von n kann man also einigermaflen sicher sein, dass
fiir die gegebenen Werte von p und o das Maximum zwischen 120 und 135 liegt, aber
die Gesamtstichprobenvarianz wird deswegen nicht beliebig grofier, denn die Masse der
Werte der Stichprobe wird nach wie vor im Mittelfeld um p liegen. Die Verteilung des
Maximums gibt an, in welchem Bereich das Maximum einer Stichprobe liegen wird,
aber nicht, wie hiufig extreme Werte in der Stichprobe auftreten werden. Dies impli-
ziert, dass s? tatsichlich gegen o2 strebt. Diese Betrachtung impliziert natiirlich, dass
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Abbildung 6.3: Dichten der Maxima (standard-)normalverteilter Variablen

Dichten

analoge Betrachtungen fiir die Minima gelten. Zur Illustration werden in Abbildung 6.2
die entsprechenden Verteilungen fiir die Minima gezeigt. Diese Verteilungen entspre-
chen denen der Maxima; diese Eigenschaft der Verteilungen der Extrema ergibt sich
aus der Symmetrie der Normalverteilung, fiir nichtsymmetrische Verteilungen ist die
Entsprechung der Maxima- und Minimaverteilungen nicht gegeben.

Die Dichtefunktion fiir die Maximaverteilung ergibt sich sofort durch Differentiation
von G (x) = F™(x): es ist

_ dGa(X)

» 2 np@)r (@), ) = (63)

Zur weiteren Verdeutlichung werden in Abbildung 6.3 noch die Dichten der Maxima
gezeigt: die linke Verteilung ist die Dichte der Variablen X, d.h. es ist n = 1, und die
Dichten auf der rechten Seite entsprechen den Werten n = 25, n = 50 und n = 100.
Generell gilt, dass die Dichten der Maxima nicht mehr symmetrisch sind; die Verteilun-
gen sind linkssteil. Die Maxima der Dichten riicken zwar nach rechts (entsprechend der
Tatsache, dass die Verteilungsfunktionen fiir steigenden Wert von n nach rechts riicken,
gleichzeitig haben die Dichten mit steigendem Wert von n eine kleiner werdende Va-
rianz; dies wird schon dadurch sichtbar, dass die Maxima der Dichten mit steigendem
Wert von n groBer werden. Da das Integral iiber die Dichte (d.h. die Fliche unter der
Kurve) stets gleich 1 sein muB, bedeutet dieses Anwachsen des Maximalwertes von f,,,
dass die Dichten schmaler werden, also eine kleinere Varianz reflektieren. Die Maxima
werden also mit steigendem n in einem immer schmaler werdendem Bereich liegen. Man
sieht weiterhin, dass der Modalwert dieser Dichten langsam gegen den Wert x = 130
wandert und dass gréflere Werte sehr schnell unwahrscheinlich werden. Man muf} sich
noch einmal verdeutlichen, dass es sich bei diesen Dichten um die Dichten der Maxima
handelt, sie zeigen eben nur, in welchem Bereich der z-Skala das Mazimum einer Stich-
probe tatséchlich liegen wird. Dies ist tatséchlich der Extrembereich der urspriinglichen
Dichte f(z). Werte von X grofler als 135 haben eine Wahrscheinlichkeit nahe bei Null,
und dementsprechend treten sie eben auch nur als Maxima einer Stichprobe auf. Daf}
sie bei grofler werdendem n tatséchlich in einer Stichprobe gefunden werden, driickt
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nur den Sachverhalt aus, dass auch Ereignisse mit kleiner Wahrscheinlichkeit beob-
achtet werden, wenn man ihnen nur hinreichend oft die Chance gibt, aufzutreten. Die
Gesamtvarianz der Stichprobe wird dadurch nicht oder kaum erhoht.

Die Dichten fiir die Minima der Stichproben sind, wie die Verteilungsfunktionen fiir
Minima, analog zu denen der Maxima und miissen deswegen nicht weiter diskutiert
werden.

Zur weiteren Illustration werde noch kurz die Verteilung der Extrema von exponenti-
alverteilten Variablen betrachtet. Dazu kann man eine Situation betrachten, die analog
zu der unter Punkt 2. angesprochenen ist. Dort wurde das Minimum der Zeiten ¢; als
die Zeitdauer bis zum Ausfall des Gesamtsystems genannt. Man kann sich aber auch ein
System aus unabhéngig voneinander und parallel arbeitenden Komponenten vorstellen,
das eine Aufgabe dann beendigt hat, wenn alle Komponenten ihre (Teil-)Aufgabe be-
endet haben.! Die Zeiten bis zur Beendigung der Teilaufgaben seien unabhingig und
identisch verteilt. In Abb. 6.4 werden links die Dichten fiir n = 1, n = 10, n = 102,

Abbildung 6.4: Dichten und Verteilungen der Maxima exponentialverteilter Variablen,
(a) n =1, (b) n =10, (c) n = 100, (d) n = 1000, (e) n = 10000.
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n = 103 und n = 10* gezeigt, rechts die zugehorigen Verteilungsfunktionen der Maxima.
Fiir steigenden Wert von n riicken die Dichten und die entsprechenden Verteilungen
weiter nach rechts; der ungefihr Gleichabstand sollte nicht tduschen, denn n wichst
ja wie n¥, k = 1,2,..., — der Abstand zwischen den Verteilungen auf der z-Achse fiir
steigenden Wert von n wird tatséchlich kleiner.

Beispiel 6.1.2 Es sei x; die Hohe der i-ten Flut an der ostfriesischen Kiiste. X ist
sicherlich eine zuféllige Verénderliche; bei Sturm bzw. Springfluten kénnen die Bauern
hinter den Deichen nur hoffen, dass x; hinreichend klein wird, damit die Deiche nicht
iiberspiilt werden. Umgekehrt muf} sich der Deichgraf fragen, wie hoch die Deiche sein
miissen, damit die Wahrscheinlichkeit, dass sie nicht iiberflutet werden, hinreichend
grof} ist. Es sei X, = max(x1, -+ ,2,), und n ist natiirlich sehr gro (man will ja
mindestens fiir die néchsten 20 oder 30 Jahre sicher sein). Es sei zg die Deichhohe;
dann soll also
P(X+ < wo) ~1

'Ein Lehrer fihrt erst dann mit dem Unterricht fort, wenn alle Kinder ihm zuhéren.
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Abbildung 6.5: Minima exponentialverteilter Variablen , (A) Dichten, (B) Verteilungs-
funktionen; (a) n =1, (b) n =10, (c) n = 20, (d) n = 40, (e) n = &0.
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gelten. Aus Kostengriinden muf3 zg so niedrig wie moglich, aber natiirlich so hoch wie
notig angesetzt werden. Man konnte vermuten, dass xg um so gréfler sein muf, je langer
der Zeitraum ist, fiir den man Sicherheit verlangt. Es zeigt sich aber allgemein, dass
xo nicht beliebig mit n wéchst, sondern gegen einen Grenzwert strebt. Dieser 148t sich
aus der Verteilung lim,, o, F™(z0,) bestimmen, d.h. lim,_,+ xo, = xg. Die Fluthdhen
sind sicher nicht exponentialverteilt; das in Abbildung 6.4 illustrierte Prinzip gilt auch
fiir andere Verteilungen. O

Es ist noch von Interesse, sich die Verteilung der Minima exponentialverteilter Variablen
anzusehen?; sie sind in Abbildung 6.5 fiir die Werte n = 1,3, 10,25 gegeben. Je groBer
der Wert von n, desto mehr wandert die Verteilung nach links, wobei aber der Betrag,
um den sie nach links wandert, schnell sehr klein wird. Die Verteilung der Minima hat
eine andere Form wie die der Maxima; dies ist eine Konsequenz der Tatsache, dass die
Exponentialverteilung asymmetrisch ist.

Generell 148t sich also sagen, dass zwar die Verteilungen des Extremums mit stei-
gendem n zwar immer weiter nach rechts bzw. nach links wandern, aber um stets
kleiner werdende Betriage. Damit werden aber die Verteilungsfunktionen der jeweiligen
Extrema fiir verschiedene Werte von n einander auch zunehmend &hnlicher. Man kann
deswegen vermuten, dass sie gegen eine Grenzverteilung (limiting distribution) konver-
gieren. Die Grenzverteilung fiir die Maxima bzw. fiir die Minima wére dann durch

G(z) = lim G,(z), H(z)= lim H,(x) (6.9)

n—oo n—oo

definiert. Wie das Beispiel der Exponentialverteilung zeigt, sind die Grenzverteilungen
fiir Maxima und Minima nicht notwendig von &hnlicher Form. Die Frage ist, ob fiir eine
gegebene Verteilungsfunktion F'(z) tatsichlich solche Grenzverteilungen existieren und
wie sich die Grenzverteilungen fiir verschiedene Ausgangsverteilungen F' unterscheiden.
Die iiberraschende, auf Fisher und Tippet (1928) zuriickgehende Antwort ist, dass
es zumindest fiir i.i.d. Variable nur drei solche Grenzverteilungen fiir Maxima, und
dementsprechend auch nur drei Grenzverteilungen fiir Minima, gibt. Die Verteilung

2Der Lehrer beginnt mit dem Unterricht, sobald das erste Kind ihm zuhért.
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der Maxima (Minima) von Variablen mit verschiedenen Verteilungen F' kann also durch
die gleiche Grenzverteilung gegeben sein. Die Menge der Verteilungen mit der gleichen
Grenzverteilung heifit der Attraktionsbereich dieser Grenzverteilung. Die meisten der
gingigen Verteilungen gehoren einem der drei Attraktionsbereiche an; eine Ausnahme
ist z.B. die Poisson-Verteilung. Sie gehort keinem Attraktionsbereich an, wie Gnedenko
(1943) gezeigt hat, d.h. die Verteilung der Maxima der Poisson-Verteilung konvergiert
nicht mit steigendem Wert von n gegen eine der drei moglichen Grenzverteilungen.

Die Grenzverteilungen sind als Extremwertverteilungen bekannt. Sie sind fiir viele
Betrachtungen von Interesse, nicht nur dann, wenn man etwa die Verteilung der extre-
men Werte einer Stichprobe diskutieren mochte, und auch nicht nur dann, wenn man
es mit i.i.d. Variablen zu tun hat. Die unter Punkt 2. angesprochenen Reliabilitatsfra-
gen implizieren héufig, dass die zu betrachtende Verteilung der Melwerte durch eine
Extremwertverteilung gegeben ist und nicht etwa durch eine Normalverteilung. Im fol-
genden Abschnitt sollen die Extremwertverteilungen vorgestellt werden.

6.2 Extremwertverteilungen als Grenzverteilungen

6.2.1 Grenzverteilungen fiir Maxima

Wie im vorigen Abschnitt gezeigt wurde, riicken die Verteilungen F™ mit gréfler werden-
dem Wert von n nach rechts. Dies heifit, dass fiir einen gegebenen Wert G,, = F"(x) = p,
0 < p < 1 ein Wert = benétigt wird, der um so grofler ist, je grofler n ist. Hilt man
dagegen x fest und 148t n wachsen, so strebt F"(x) natiirlich gegen Null. Damit F™
mit wachsendem n nicht gegen Null strebt, mufl man eben fiir jeden Wert von n einen
Wert x, von x wihlen, der entsprechend weiter rechts liegt als der Wert z, fiir den
F(z) = p > 0. Da die Verteilungen F™ mit steigendem n zwar weiter nach rechts
riicken, aber der Betrag, um den sie nach rechts riicken, mit steigendem n auch im-
mer kleiner zu werden scheint und sich die Verteilungen F™ auch immer mehr dhneln
- diese Beobachtung legt ja die Vermutung der Existenz einer Grenzverteilung nahe -
scheinen sich auch die Bereiche von x-Werten, auf denen die F™ definiert sind, immer
mehr anzunéhern. Eine Moglichkeit, diese Bereiche zu definieren, besteht darin, x fiir
jedes n geeignet zu skalieren. Dem entsprechend macht man die folgende

Annahme: Es sei F(z) = p, 0 < p < 1. Fiir jeden Wert von n existieren von p
unabhdngige Zahlen a, und b, derart, dass

F"(anz + by) = p. (6.10)

Die Zahlen a,, und b,, heilen Normierungskonstanten; sie sind fiir eine gegebene Vertei-
lung F' charakteristisch. Sie miissen aber gewissen allgemeinen, d.h. von der Verteilung
F unabhéngigen Kriterien gentigen. So ist klar, dass F'(x,,) = F(ay, + b,) immer né&her
bei 1 liegen muf, damit F"(a,z + by,) = p ist. Die Folgen {a,,} und {b,} miissen also
so gewahlt werden, dass

F(apz +b,) — 1 firn — o0, lm F"(apz+b,) = G(z), (6.11)

n—oo
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wobeil G(z) die in (6.9) gegebene Grenzverteilung ist. Hieraus ergibt sich ein erster
Ansatz, G(z) zu charakterisieren. Fiir eine beliebige Zahl a gilt ja a = €'°8¢, log der
natiirliche Logarithmus. Also kann man auch

F"(anx + bn) — enlogF(anx+bn)

schreiben. Fiir wachsendes n strebt F(anz + by) gegen 1, und damit log F'(an,x + by,)
gegen Null. Es sei z eine beliebige reelle Zahl; man kann die Funktion log z in eine
Taylor-Reihe entwickeln, und fiir z < 1, aber hinreichend nahe bei 1, gilt dann

logz~ —(1—2) (6.12)

Dann folgt
lim e "1=Flan+ba)) — G(z) (6.13)

n—o0

Da der Limes durch den Grenzwert des Exponenten n(1— F(a,z +b,,)) bestimmt wird,
kann man den in dieser Gleichung ausgedriickten Sachverhalt auch so ausdriicken, dass

lim n(1 — F(apz +by)) = —u(z), G(z)=e @ (6.14)

n—o0

gelten muf}. In anderen Worten, die Grenzverteilung G ist, fiir alle , durch den Grenz-
wert u(z) definiert.

Die Frage ist nun, ob die {ay}, {b,} fiir eine gegebene Verteilung F eindeutig
festliegen. Hierzu gilt ein Satz von Khintchine:

Satz 6.2.1 Es sei {F" = F,} eine Folge von Verteilungsfunktionen und a, > 0, by,
seten Normierungskonstanten, so dass

Fy(anx + by) — G(x).

Dann gilt fir die Folgen oy, > 0, B, und die Verteilungsfunktion G*(z) die Aussage

Fo(anx + Bn) = G*(x) (6.15)
dann und nur dann, wenn
In L g5p, Pnbn (6.16)
Qp, Gn
und
G*(z) = G(ax +b) (6.17)

Beweis: Leadbetter et al. (1983), p. 7.

Die Aussage dieses Satzes ist, dass die Normierungskonstanten eindeutig bis auf eine
lineare Transformation sind, und dass sich die Grenzverteilungen, wenn sie fiir eine
Ausgangsverteilung F' existieren, eindeutig bis auf eine lineare Transformation von x
sind. Die Beziehung (6.17) bedeutet, dass die Grenzverteilungen Elemente der in der
folgenden Definition charakterisierten Verteilungen sind:
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Definition 6.2.1 Die Verteilung G heiffit max-stabil, wenn firn = 2,3,--- Konstante
an > 0, by, existieren derart, dass

G"(apr +by) = G(x) (6.18)
Gilt fir die zwei Verteilungen G1 und Go die Beziehung
Ga(x) = Gi(azx + b) (6.19)

fiir reelle Zahlen a > 0 und b, so heiffen die Verteilungen G1 und Go vom gleichen Typ.

Offenbar ist eine Verteilung max-stabil, wenn G™ und G vom gleichen Typ sind. Der
folgende Satz geht auf Fisher und Tippett (1928) zuriick:

Satz 6.2.2 FEs sei G eine maz-stabile Verteilung. Dann ist G durch eine der folgenden
drei Verteilungstypen definiert:

exp (—e™"), —o0 < x <00 Typ I: Extremwertverteilung
07 €T > 0 ] .
G(x) = exp (—27%) 2 <0 a>0 Typ II: Weibull
exXp (_(_:C)a) ) Tz < 0 )
1, >0 a>0 Typ III: Pareto

(6.20)
Ist ungekehrt G eine Extremwertverteilung, so folgt, dass sie auch maz-stabil ist. Dann
gilt

Beweis: Leadbetter et al. (1983), p. 10.

Die Aussage des Satzes ist, dass F" fiir gegebene Verteilung F' gegen eine der drei Ver-
teilungstypen konvergiert, falls F™ iiberhaupt gegen eine Grenzverteilung konvergiert.
Die Frage ist nun, wie man feststellt, dass F™ gegen eine der drei Verteilungen konver-
giert. Dazu mufl zunéchst der Bereich gekennzeichnet werden, auf dem F' definiert ist.
Es sei

ap = inf{z|F(x) > 0}, wp =sup{z|F(z) <1} (6.21)

Dabei ist inf{z|F'(z) > 0} das Infimum der Menge der x-Werte, auf denen F'(x) > 0 ist,
d.h. ap ist der kleinste z-Wert, fiir den F' noch grofer als 0 ist. Mit sup{z|F'(z) < 1}
ist das Supremum der Menge der x-Werte, fiir die F'(x) < 1 ist, d.h. wp ist der grofite z-
Wert, fiir den F' < 1 ist. Die folgende Definition spezifiert eigentlich nur eine Redeweise,
soll aber dennoch wegen ihren allgemeinen Gebrauchs explizit eingefiihrt werden:

Definition 6.2.2 F" konvergiere gegen eine Grenzverteilung. Dann gehort F zum At-
traktionsbereich (domain of attraction) dieser Grenzverteilung.

Der Attraktionsbereich einer Grenzverteilung ist also die Menge der Verteilungen F,
fiir die F™ gegen eben diese Grenzverteilung strebt. Die Menge der iiberhaupt existie-
renden Grenzverteilungen kann also in vier disjunkte Teilmengen zerlegt werden: drei



6.2. EXTREMWERTVERTEILUNGEN ALS GRENZVERTEILUNGEN 183

Teilmengen korrespondieren zu den drei Attraktionsbereichen der Grenzverteilungen,
die vierte Teilmenge umfafit diejenigen Verteilungen, die zu keinem der Attraktions-
bereiche gehoren. Dafl die Attraktionsbereiche tatséchlich disjunkt sind, geht aus dem
folgenden Satz 6.2.3 hervor. In diesem Satz werden Eigenschaften von Verteilungen
F genannt, anhand derer entschieden werden kann, gegen welche der drei moglichen
Grenzverteilungen F™ konvergiert, wenn letztere tiberhaupt gegen eine solche Vertei-
lung konvergiert.

Satz 6.2.3 Die Verteilung F' gehdre zum Attraktionsbereich einer Grenzverteilung. Ein
Attraktionsbereich ist durch bestimmte Eigenschaften definiert, die nur den Verteilun-
gen, die zu diesem Bereich gehdren, eigen sind, d.h. diese Eigenschaften sind notwendig
und hinreichend fiir die Zugehorigkeit zu einem dieser Bereiche. Es sei

'yn—inf{xF(x) 21—1}.
n

Typ I: Es existiert eine streng positive Funktion g(t) derart, dass

L 1-F(+xg(t)
dn 02

fiir alle reellen x.

Typ II: Es ist wp = oo und es gilt

. 1=F(te)
S G (6.23)
Typ III: Es ist wp < oo und es gilt
1-F —xh
lim (wr = wh) =2z% «a>0, fir allex >0 (6.24)

h—0 1—F(wF—h)

Liegt eine Verteilung F' vor, deren Grenzverteilung vom Typ I ist, so gilt

/oo(l—F(u))du<oo
0

und die Funktion g ist durch

g(t) = /th 11:11;‘((1:)) du, firt<wpg (6.25)

gegeben. Die Normierungskonstanten fir die einzelnen Typen sind durch die folgenden
Ausdriicke gegeben.:

Typ I: Qp = g('Yn)v by, = Yns
Typ II:  ap = vy, b, =0, (6.26)
Typ 1II: a, = wp — Yn, bn = wr;

Dabei ist die Funktion g durch (6.25) gegeben.
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Beweis: Leadbetter, Lindgren und Rootzen (1983), p. 17.

Will man also den Typ der Grenzverteilung fiir eine gegebene Verteilungsfunktion
F finden, so mufl man untersuchen, welche der in Satz 6.2.3 aufgefiihrten Eigenschaften
fiir F' gelten; das Vorgehen wird anhand der Beispiele in Abschnitt 6.2.2 illustriert.

Anmerkungen: Es sei kurz angemerkt, wie die Grenzverteilungen angewendet werden:

1. Allgemein zur Approximation der Wahrscheinlichkeit, dass bei n unabhéngigen
Versuchen der maximale beobachtete z-Wert kleiner als x,, ist:

P(X, <a,)~Gz)=G (mna_ b") , (6.27)
mit
Ty = anx + by, bzw.z = (x, —by)/ay

2. Zur Bestimmung des Wertes x,,, der mit einer vorgegebenen Wahrscheinlichkeit
P(X4 < z,) bei n Versuchen nicht iiberschritten wird. Diese Art Fragestellung
ergibt sich z.B. bei Reliabilitdtsuntersuchungen: welche Deichhohe z, wird bei
n Hochwassern mit einer Wahrscheinlichkeit von - etwa - .99 in den néchsten
10 Jahren (man rechne sich den entsprechenden n-Wert aus!) nicht iiberspiilt?
Welche Reaktionszeit wird mit einer Wahrscheinlichkeit von .95 bei 1000 Versu-
chen nicht iiberschritten? Welcher 1Q ist mit der Wahrscheinlichkeit .95 bei einer
Stichprobe von 500 Personen maximal?

3. Die Grenzverteilungen kénnen auch ohne expliziten Bezug auf Verteilungsfunk-
tionen F' als Verteilungen von zufélligen Verédnderlichen betrachtet werden. Sie
werden etwa in bestimmten Modellen von Beurteilungsprozessen angewandt: man
nimmt an, dass sich Urteile u. U. an Extremwerten orientieren, kennt aber die
Verteilung F' nicht und nimmt deswegen gleich an, dass die Urteile etwa durch
die Doppelte Exponentialverteilung (Typ I) gegeben sind.

6.2.2 Beispiele fiir die Verteilung von Maxima
Beispiel 6.2.1 F sei durch die Exponentialverteilung
F(t) =1 —exp(—At)
gegeben. Gesucht ist die Grenzverteilung fiir
Xy =max(x1,-- ,xy)

Es wird zuerst der Typ der Grenzverteilung G bestimmt. Es ist wp = 0o, folglich kann
G nicht vom Typ III sein, da dieser Typ wr < oo voraussetzt. Weiter ist

1 — F(tr)  exp(—Atw)

T—F®  epan 70
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mithin kann G nicht vom Typ II sein. Also mul G vom Typ I sein. Um die Normie-
rungskonstanten zu bestimmen, mufl die Funktion g bestimmt werden. Nach (6.25)
ergibt sich

e 1
g(t) = e/\t/ e Mdu = v fiir alle ¢
t

und
Yp = inf{z|l — e >1—1/n} = inf{z|l/n > e *}

so dass —logn = —Az, d.h.

1
Tn = N\ ogn
Dann folgt
1 1
an =7, by, = Xlogn, (6.28)
Also gilt

1 1 "
F'"(apx +b,) = (1 — exp <—)\ <)\ZL‘ + " log n>>>

— (1 - exp(—z —logn))" = (1 _ i)
G(x) = exp (—e ™)

Q

Man sieht, dass F™(a,z+b,) unabhingig vom Parameter \ wird; das muf so sein, da ja
G(z) unabhéngig von A ist. Gibt man allerdings den Wert von z,, = a,x + b, vor (man
mochte etwa wissen, wie gro3 die Wahrscheinlichkeit ist, dass bei 500 Versuchen die
maximale Reaktionszeit nicht grofler als 1 Sekunde ist), so mufl man G((zy, — by,)/ay)
berechnen, und in diese Berechnung geht dann der Wert von A ein, denn es ist

po T by, _ Tn— (1/X)logn — e, —logn

an, 1/A

In der Tat ist ja x ein Wert aus dem Wertebereich von F', der unter anderem durch den
Wert des Parameters A spezifiert wird, wahrend x,, ein Wert aus dem Wertebereich von
F™ ist, und der wird mit wachsendem n unabhingig von A, wie aus der Konvergenz
gegen G(z) deutlich wird. In Abbildung 6.6 wird links die Verteilung der Maxima von
10 exponentialverteilter Variablen und rechts die von 30 ebenso verteilten Variablen
(jeweils A = 1) zusammen mit der Approximation durch die Doppelte Exponentialver-
teilung gezeigt. Man sieht, dass die Approximation bereits fiir n = 10 sehr gut ist und
fiir n = 30 sind die "wahre” Verteilung F™ und die Approximation G((X4 — by)/ay),
praktisch identisch. O

Beispiel 6.2.2 Es wird eine Stichprobe von n Personen gebildet. Jede Person P,
i=1,---,n, besitzt das Merkmal M (etwa: Aggressivitit) zu einem gewissen Ausmafy
x;. Man ist an der Wahrscheinlichkeit, dass der maximale Wert X = max(x1, -+, 2y,)
der Ausprigungen z; nicht grofler als ¢, ist. Die z-Werte seien in der Population nor-

malverteilt mit dem Erwartungswert F(x) = pu und der Varianz o2.
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Abbildung 6.6: Approximation der Verteilung der Maxima exponentialverteilter Varia-
blen

Abbildung 6.7: Maxima standardnormalverteilter Variablen II, (a) n = 10, (b) n =
5000. Gestrichelte Funktion: Approximation durch die doppelte Exponentialverteilung

exp [— exp(—(z — bn)/an)].
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Es wird zunéchst der Typ der Grenzverteilung bestimmt. Da wp = co kann G nicht
vom Typ IIT sein. Es ld8t sich zeigen, dass G vom Typ I ist (Leadbetter et al. (1983),
p. 15), und dass fiir die Standardnormalverteilung die Normierungskonstanten durch

1 loglogn + log 47

anfm, by, = v/2logn — N (6.29)
gegeben sind; die Details dieses Nachweises sind ein wenig ldnglich und sollen deswegen
hier iibergangen werden. Die Abb. 6.7 zeigt die Verteilung des Maximums einer N (0, 1)-
verteilten Variablen bei einem Stichprobenumfang von (a) n = 10 und (b) bei n = 5000.
Eine Kurve ist dabei die "wahre” Verteilung, d.h. F", die zweite ist die Approximation
durch die Grenzverteilung G((x — by,)/ay) (gestrichelt). Offenbar riickt die Verteilung
mit steigendem n nach rechts, entsprechend der Tatsache, dass mit groflerem n auch die
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Wabhrscheinlichkeit extremer Werte grofier wird; die Verteilung wird aber auch steiler,
d.h. die Varianz der Extreme wird kleiner. Die approximierende Verteilung G ist zwar
in beiden Féllen nahe an F™ und zeigt vor allem einen &hnlichen Verlauf wie F", bei
der Bestimmung der Wahrscheinlichkeiten ergeben sich aber gleichwohl Fehler. Dies
entspricht der Tatsache, dass die Konvergenz von F™ gegen G bei der Normalverteilung
ausgesprochen langsam verlauft.

Es sei nun X ~ N(u,o?)-verteilt. Dieser Fall wird wegen z = (x — u)/o leicht auf
den eben betrachteten N (0, 1)-Fall zuriickgefiihrt. Es ist

F'(apz +by) = F"((n) = G(2), z=(x—p)/o

Da z = (¢, — bn)/an wird G im Bereich der (,-Werte dargestellt, allerdings fiir die
entsprechenden z-Werte. Es sei angemerkt, dass fiir die Gauf-Verteilung die Appro-
ximation durch die Doppelte Exponentialverteilung fiir steigende n auflerordentlich
langsam ist.

Es soll noch angemerkt werden, dass die Lognormalverteilung ebenfalls die Doppel-
te Exponentialverteilung als Grenzverteilung hat. Die Normierungskonstanten ergeben
sich aus denen der Normalverteilung:

/

a, = anexp(—by), b, = exp(by,) (6.30)

wobei a, und b,, die Normierungskonstanten der Normalverteilung sind. (Il

Beispiel 6.2.3 Pareto-Verteilung Es sei nun die Verteilung
Flz)=1-Kz™® a>0, K>0 z>K/® (6.31)
gegeben; dies ist die Pareto-Verteilung. Die Dichtefunktion der Pareto-Verteilung ist

dF K
fly= LD _ oF

x> x0. (6.32)

Offenbar ist f(z) maximal fiir x = x¢ und fillt fir alle x > 2y monoton gegen Null,
und zwar um so schneller, je grofler der Wert von « ist. fir K = .75 und a = .25
bzw. o = .75 ist die Verteilung in Abbildung 6.8 gegeben. Diese Verteilung zeichnet
sich dadurch aus, dass sie langsam gegen 1 strebt; je kleiner der Wert von « ist, desto
langsamer geht sie gegen 1.

Gegeben sei weiter eine Stichprobe von n Werten, die jeweils nach (6.31) verteilt
sind, und es soll die Grenzverteilung fiir P(X; < (,,) bestimmt werden. Es ist wp = oo,
also kann die Verteilung nicht vom Typ III sein. Man findet

1— F(tr)
1—-F(t)

—

woraus folgt, dass sie vom Typ II ist, d.h.

G(zr)=0firz <0, G(z)=exp(—z %) firx>0, a>0
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Abbildung 6.8: Pareto-Dichten und Verteilungdfunktionen, K = 1, (a) a = .25, (b)
a =45, (¢c) a=.75.
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Abbildung 6.9: Pareto-Verteilungen, K = 1, a = .45, fiir n = 10 und n = 100. Wahre
und approximierende Verteilungen werden praktisch identisch.
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Es ist
Yo = inf{x|F(xz) > 1—1/n}.

Fiir 1 — Kz~® =1—1/n folgt Kz~ = 1/n, also v, = (Kn)"/?, so dass
an =Y = (Kn)V/*, b, =0

nach (6.26). O

Ein Beispiel fiir die Typ III Grenzverteilung ist diese Verteilung selbst; man mag sich
die Verhiltnisse zur Ubung selbst klar machen.

Beispiel 6.2.4 Gesucht ist die Grenzverteilung von X = max(zy, - ,zy), wenn F
durch die Cauchy-Verteilung

1 1
F(z)= -+ —tan 'z (6.33)
2 7w

gegeben ist; diese Verteilung ergibt sich u.a. als Verteilung des Quotienten zweier

Normalverteilter Grofien, vergl. Abschnitt 4.11.2 In Abbildung 6.10 ist die Cauchy-
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Abbildung 6.10: Die Cauchy-Verteilung im Vergleich zur Standardnormalverteilung (ge-
strichelt)

0,8
0,6
04

0,24

Gauss- bzw. Cauchy-Verteilung

0,0

Abbildung 6.11: Die Verteilung der Maxima der Cauchy-Verteilung fiir n = 50 und
n = 500
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Verteilung zusammen mit der Gauss-Verteilung (N (0,1)) dargestellt. Man sieht, dass
die Cauchy-Verteilung wesentlich langsamer gegen 1 bzw. gegen 0 geht, als die Normal-
verteilung. Es ist dieses Verhalten an den "Enden”, dass die Grenzverteilung fiir die
Cauchy-Verteilung bestimmt. Bei dieser Verteilung ist wrp = oo, also kann die Grenz-
verteilung nicht vopm Typ III sein. Angenommen, sie ist vom Typ I; dann muf sie die
Bedingung [;°(1 — F(z))dz < oo erfiillen. Es ist aber

[e.e]

[Ta-r@ya—a-re s [Tt

die Bedingung ist also nicht erfiillt, mithin kann die Grenzverteilung nicht vom Typ III
sein. Damit bleibt nur noch die Grenzverteilung vpm Typ II iibrig. In der Tat, es gilt

 1—-F(tz) .. 1+t 1
Iim ———~ =lim——% =2
h—0 1 —F(t)  h—01+ (tz)?

d.h. die Grenzverteilung ist vom Typ II mit o = 1:

G(z) = exp (—x*a) , a>0, x>0 (6.34)
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und es ist
T

a, = tan (5 - E) (6.35)
Die Verteilungen der Maxima zweier Stichproben von n = 50 und n = 500 i.i.d. Cauchy-
verteilten Werten werden zusammen mit ihrer Approximation durch die Grenzvertei-
lung in Abbildung 6.11 dargestellt; die Approximation ist exzellent, — die wahre Vertei-
lung und ihre Approximation durch eine Grenzverteilung kénnen nicht unterschieden

werden. O

6.2.3 Grenzverteilungen der Minima

Ist X+ = max(xy1, -+ ,2y,), so sieht man leicht, dass
X_ =min(xy,- - ,zy) = —max(—xy,- -+, —Tp) (6.36)

Diese Beziehung legt nahe, dass die Grenzverteilungen fiir die Minima sich aus denen fiir
die Maxima herleiten lassen. Aus (6.7) ist bekannt, dass die Verteilung des Minimums
durch

Hp(x) =1— (1 - F(z))"

gegeben ist. Fiir gegebenes x, 0 < F(z) < 1 folgt

lim (1 — F(z))" = 0

n—oo

d.h. dass die x wieder in geeigneter Weise normiert werden miissen, damit H,, > 0 sein
kann. Offenbar mufl 1 — F'(x) gegeben 1 streben, damit (1— F(x))" einen Wert ungleich
Null annimmt, so dass F'(x) in geeigneter Weise gegen Null streben mufl. z muf also
durch 6, = ¢, + d,, ersetzt werden, wobei die Normierungskonstanten ¢, und d,, derart
sein miissen, dass

H(z) = lim 1—(1— F(caz +dp))", 0< H(z) <1 (6.37)

n-s00
erfiillt ist. Nun ist
H,=1—(1—-F(cpx +dy))" =1—exp(nlog(l — F(cpz +dy)))
und fiir F(cpz + dy,) — 0 folgt
log(l1 — F(cpx +dy)) = —F(cpz + dy),

so dass
H, =1—exp(—nF(cpx +dy)) (6.38)
und
lim nF(c,z +d,) = v(z)

n—oo
ist endlich; dies heif3t, dass sich die Grenzverteilung in der Form

H(x) = exp(—v(z)) (6.39)

darstellen 1a8t. Es gilt der folgende
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Satz 6.2.4 Es sei X_ = min(z1,--- ,x,) und die z; seien i.i.d. verteilt. Die Grenzver-
teilungen sind dann durch

1 —exp(—e”) , —00 < x < 0 Typ I:
FExtremwertverteilung
_ _(_ —Q
H(x) = i exp (—(=2)7%), ;’: i 8 a>0 Typ II: Pareto
1 —exp(—z%), x>0 ) .
0, 2 <0 a>0 Typ II1: Weibull

(6.40)

Beweis: Es ist
—X_ =max(—x1, -, —Tp)

P<_X__dn<x> = 1—P<_X__dn2x>
Cp, Cn

_ 1_P<X+dn§_x)

Cn

= 1-Hy(—=2)

und

Andererseits ist
Hy(z)=1-Gn(—z), lim G, =G

n—o0

so dass sich die Grenzverteilungen

lim H, = H

n—oo

aus den Grenzverteilungen G ergeben. FEinen detaillierteren Beweis findet man in Lead-
better et al. (1983), p. 29. O

Es bleibt noch festzustellen, wie die Grenzverteilung der Minima fiir eine gegebene
Verteilung zu ermitteln ist:

Satz 6.2.5 Es sei x1,--- ,x, eine Stichprobe von i.i.d. verteilten Grdfien mit der Ver-
teilungsfunktion F. Die Grenzverteilung fiir X_ gehort zu

Typ I, wenn fiir endliches a, fSF F(x)dx < oo, fir alle x,

_ F(t+ar(t) _ 1
tgranp BT e, r(t)= 0] /aF F(z)dx (6.41)

erfillt ist. Die Normierungskonstanten sind dann durch

dp, =sup{z|F(z) < =}, ¢ =r(dy) (6.42)

S|
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Typ II, wenn ap = —oco und es existiert eine Konstante v > 0, so dass fir alle x
. F(tx) .
AR T (6.43)

gilt; die Normierungskonstanten sind dann durch

1
Cp = Sup {m|F(x) < } , dp=0 (6.44)
n
Typ I, wenn fir ap > —o0,
. F(aF — l/tl‘) _
1 — L =7 0 6.45
2o Flap—1/5) 0 *S (6.45)
gilt. Die Normierungskonstanten sind dann durch
1
Cp = Sup {x|F(a:) < } —ap, d,=ap (6.46)
n

gegeben.

6.2.4 Beispiele fiir die Verteilung von Minima

Beispiel 6.2.5 Es sei wieder eine Stichprobe von Messungen z;, 1 < i < n gege-
ben, und die z; seien i.i.d. N(u,o?)-verteilt. Gesucht ist die Verteilung von X_ =
min(xy, -, Ty).

O

Beispiel 6.2.6 Die z1,--- ,x, seien nun i.i.d. exponentialverteilt mit dem Parameter
A. Gesucht ist die Grenzverteilung H (z) fiir das Minimum dieser Werte.

Es ist ap = 0 > —o0, also kann die Grenzverteilung nicht vom Typ II sein. Die
Bedingung fiir die Weibull-Verteilung (Typ III) ist leichter zu iiberpriifen als die fiir
Typ I, also wird sie zuerst iiberpriift. Es ist, fiir z < 0,

lim F(ap —1/tx) —  lim F(—1/tzx)
t——o00 F(Ozp—l/t) t——o00 F(—l/t)
—  lim 1 —exp(—A/tz)
t——oo 1 —exp(—A/t)
1 -1+ )\t
im ————
t—w—o0 1 —14M\/t
At 1

torbo Mz

Dies ist aber die Charakterisierung fiir die Grenzverteilung Typ IIT mit v = 1, d.h. die
Grenzverteilung der Minima exponentialverteilter Variablen ist selbst eine Exponen-
tialverteilung. Dieses Ergebnis kann man natiirlich direkt aus Satz 6.2.5 ablesen: die
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Grenzverteilungen sind ja minimum-stabil, d.h. sie sind ihre eigenen Grenzverteilungen,
und die Exponentialverteilung ist ein Spezialfall der Weibull-Verteilung mit v = 1. Die
Normierungskonstante ¢, ergibt sich dann nach (6.46) gemé&f

1
l—exp(—Az)=—, z=¢,
n

11 1 1
e, = —lo S
A & n

In Abbildung 6.5 wird die Verteilung der Minima exponentialverteilter Variablen illu-
striert; es ist deutlich, dass es sich dabei wieder um Exponentialverteilungen handelt.
0

d.h.

Beispiel 6.2.7 Die Weibull-Verteilung ist bei Anwendungen duflerst beliebt; als moti-
vierendes Paradigma werden dabei oft Ankerketten genannt. Eine solche Kette besteht
aus, sagen wir, n Gliedern. Die Stérke der Glieder ist aber, wegen der unvermeidlichen
Zufilligkeiten bei der Fertigung, eine zufillige Grofle, und man kann annehmen, dass
die Stérken der Glieder identisch und unabhéngig verteilt sind. Die Starke muf} gréfier
als —oo sein, also kann die Verteilung der Stédrke der Kette nicht vom Typ I sein. Die
Stérke der Kette ist gleich der Stérke des schwichsten Gliedes. Dies heifit aber, dass die
Verteilung der Stirke der Kette gleich der Verteilung von X_ = min(xy, -+ ,x,) ist,
wobei x;, 1 <17 < n, die Stirke des i-ten Gliedes ist. Aber die Verteilung von X _ ist in
diesem Fall notwendig vom gleichen Typ wie die Verteilung der x;, und da Stérke nicht
negativ sein kann und ap > —oo und X > 0 nur von der Weibull-Verteilung erfiillt sind,
muf die Verteilung der Stérke von Anker- (und anderer) Ketten die Weibull-Verteilung
sein.

Der Verteilungstyp ist hier durch ein logisches Argument gefunden worden; spezielle
mathematische Annahmen wurden nicht gemacht. Die Wahl spezieller Verteilungsfunk-
tionen ist also keine mehr oder weniger plausible Beliebigkeit in einem mathematischen
Modell. Es muf} aber jedesmal sorgfiltig {iberlegt werden, ob das Ankerkettenparadig-
ma auch tatséchlich auf andere Situationen iibertragen werden kann. So nimmt man
z.B. in der Psychophysik oft an, dass Neurone (oder allgemeiner: ”"Kanile”) einen Sti-
mulus unabhéngig voneinander entdecken. Das System ”bricht” (= entdeckt, d.h. bietet
dem Stimulus keinen Widerstand mehr an), wenn mindestens ein Kanal den Stimulus
entdeckt, wenn also der empfindlichste (der ”schwichste”) Kanal den Stimulus meldet.
Also mufl die Wahrscheinlichkeit des Entdeckens durch die Weibull-Verteilung gegeben
sein, - oder vielleicht doch nicht? O

Beispiel 6.2.8 Es werde noch die Grenzverteilung des Minimums von unabhéngig und
identisch Cauchy-verteilten Variablen betrachtet. Sie ergibt sich wegen der Symmetrie
der Cauchy-Verteilung sofort aus der fiir das Maximum, denn es ist ja

PX_ < —-z)=PXy>z), >0

so dass

H(z) =1 - exp (;) (6.47)
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mit
Cn = ap = tan " (5 — E) (6.48)

6.3 Unabhéingige, nichtidentisch verteilte Variablen

Man kann noch den Fall betrachten, dass die x;, 1 < ¢ < n zwar alle den gleichen Ver-
teilungstyp haben, die jeweiligen Verteilungen aber nicht die gleichen Parameter haben.
So kann man den Fall haben, dass die z; zwar alle normalverteilt sind, sich aber hin-
sichtlich ihres Erwartungswertes p; unterscheiden; es wird wieder die Unabhéngigkeit
der z; angenommen. Dieser Fall 148t sich auf den i.i.d.-Fall zuriickfithren. So ist

n

P(Xy <z)= HFi(amCC +bni), Fi(z)=P (Z < ;M> (6.49)
i=1

und es ist Z ~ N(0,1), X; ~ N(ui, o). Da die Normierungskonstanten von den Para-

metern der Verteilung F; abhéingen kénnen, miissen sie geeignet indiziert werden. Es

ist
H Fi(an;x + bp;) = exp (Z log F,)

i=1 =1
und da log F; — 1, damit P(X; < z) nicht degeneriert, ergibt sich wegen log F; =~
—(1-F)

n

lim P(Xy <) = lim exp (— 21(1 — Fy(apiz + bm)> : (6.50)
1=

Nun strebt, nach (6.14), n(1—F(an,z+b,)) gegen einen Grenzwert —u(x). Hier schreibt

man dementsprechend

lim n(1 — Fapia 4 b)) = —ug(z), Gy(x) = e %@ (6.51)

n—oo

und wegen
1
1-—- Fi<am'x + bni) = n(l - Fi(aniw + bm));

erhilt man fiir die Summe in (6.50)

n n 1

1— Fi(apx + by;) = n(1l — Fi(ap;x + bp;)—

> F )= X nl1 - i )
Die Summe auf der rechten Seite kann dabei unter Umstdnden durch ein Integral er-
setzt werden, dessen genaue Form vom Typ der Grenzverteilung einerseits, und von
den speziellen Normierungskonstanten sowie weiteren Annahmen iiber die Gréfen, die
die zufélligen Verdnderlichen X; reprisentieren, andererseits abhingt. Allgemein gilt
jedenfalls fiir die Approximation von [[, Fj(x):

H Fz(x) A exp (— Z ui(amx + bm);) (6.52)
=1

=1

wobel u;(an;x + by;) die Form der Grenzverteilung fiir F; ist.



Kapitel 7

Elemente der Theorie
stochastischer Prozesse

7.1 Allgemeine Begriffe

Die meisten der in der Psychologie betrachteten Merkmale von Personen sind nicht kon-
stant in der Zeit. So gibt es systematische Schwankungen der Stimmung, aber auch von
spezifischeren Merkmalen; die Periodizitdten der Schwankungen kénnen von miniitlich,
stiindlich, téglich circadiane Rythmen iiber monatliche bis zu Jahresrythmen gehen
(Sinz, ...). Ihnen iiberlagert sind im allgemeinen noch zuféllige Schwankungen. Misst
man nun das Ausmaf} etwa an dngstlichkeit eimal vor und einmal nach einer Therapie,
so ist klar, dass die Variabilitédt dieser Messungen grofl sein kann im Vergleich zu sol-
chen, bei denen die systematische zeitliche Variation explizit erfaflt wird. Man wird also
eine zufillige Verédnderliche X als von der Zeit abhéingig betrachten miissen. Dies fiihrt
zum Begriff des stochastischen Prozesses. Hierbei betrachtet man nicht nur eine zufilli-
ge Verdnderliche X, sondern eine Familie X; von zufélligen Variablen. Die zufilligen
Verédnderlichen dieser Familie konnen sich alle z.B. hinsichtlich ihres Erwartungswertes
p und ihrer Varianz o2 unterscheiden; 4 und o2 konnen etwa Funktionen der Zeit sein,
so dass man p(t) und o2(t) schreiben kann. Man ist offenbar gut beraten, z.B. die Wir-
kung irgendwelcher experimenteller Variablen oder ”Behandlungen” nicht nur durch
einzelne zufillige Verdnderliche, sondern durch Familien X; von zufilligen Verédnder-
lichen zu représentieren; einige Details solcher Repréisentationen sollen im Folgenden
und in spéteren Kapiteln gegeben werden.

Es ist im Vorangegangenen implizit angenommen worden, dass die betrachteten
Merkmale kontinuierlich in der Zeit variieren. Es gibt aber Situationen, in denen eine
andere Beschreibung naheliegt. So wird man bei vielen Betrachtungen dazu gefiihrt, das
Auftreten bestimmter Ereignisse in der Zeit oder im Raum zu zéhlen. So kann man bei
Untersuchungen zur Struktur des Gedéachtnisses die Assoziationen einer Versuchsperson
(Vp) zu einem Oberbegriff notieren und dabei aufi#hlen, wie sich die Hiufigkeiten von
Assoziationen in aufeinanderfolgenden Zeitabschnitten verdndern. Ebenso kann man die
Zeiten zwischen den einzelnen Assoziationen bestimmen. Die duflerung einer Assoziati-
on kann als ”Ereignis” bezeichnet werden, und wir betrachten also das Auftreten von

195
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Ereignissen in der Zeit. Die Ereignisse treten nicht kontinuierlich, sondern zu diskreten
Zeitpunkten auf, und die Folge der Ereignisse kann wieder als ein stochastischer Prozess
(die &uBlerung einer Assoziation kann nicht exakt fiir einen bestimmten Zeitpunkt vor-
ausgesagt werden, ebensowenig die Anzahl solcher Ereignisse in einem Zeitabschnitt)
aufgefafit werden, aber jetzt eben in diskreter Zeit. Weitere Beispiele fiir stochastische
Prozesse in diskreter Zeit erhélt man bei der Betrachtung von Unfillen innerhalb be-
stimmter Zeitabschnitte, bei der Betrachtung sozialer Akte psychiatrischer Patienten
innerhalb einer Woche, etc.

Der Begriff des stochastischen Prozesses soll nun genauer definiert werden, damit
die Anwendungen auf psychologische Fragestellungen weitgehender illustriert werden
konnen.

Es werde zunéchst an den Begriff der zufélligen Verédnderlichen erinnert. Gege-
ben sei ein Wahrscheinlichkeitsraum (2, A, P), wobei Q ein Stichprobenraum, d.h. eine
Menge von Elementarereignissen ist, A ist eine o-Algebra und P ist ein Wahrschein-
lichkeitsmaf}. Dann heifit bekanntlich die Abbildung X : Q — R eine (reelle) zufillige
Veriinderliche, wenn P(X(w) € B) = P(w € X }(B)) mit X~ 1(B) € A, B C R. Die
Verteilungsfunktion von X ist durch

F(z)=P(X <z)=P(X € (—o0,x]) (7.1)

gegeben. Die Dichte von X ist durch

flz) = (7.2)

gegeben.

Definition 7.1.1 Mit X; = {X(t), t € I} werde eine Familie von zufilligen Verénder-
lichen bezeichnet, wobei I ein Intervall aus R ist. Die Familie X; heif$t stochastischer
Prozel, wenn die X(t) € X; einen gemeinsamen Wahrscheinlichkeitsraum (§2,A, P)
haben. Fiir jedes w € Q heifit die Abbildung t — X (t,w) eine Realisierung oder Tra-
jektorie von X;. Ist die Menge I C R abzdhlbar, so heifft X, stochastischer Prozefl mit
diskreter Zeit, ist I C R dberabzdhlbar, so heiffit X; stochastischer Prozefl mit stetiger
Zeit.

Ist X(t,w) € RY, d €N, so heifit X; ein d-dimensionaler Prozef. X (t,w) reprisen-
tiert dann einen Vektor zufdlliger Funktionen.

Anmerkung: d-dimensionale Prozesse werden insbesondere dann betrachtet, wenn
stochastische dynamische dynamische Systeme diskutiert werden. Fiir das Folgende ist
es hinreichend, d = 1 anzunehmen; alle Begriffsbildungen iibertragen sich auf den Fall
d>1.

Fiir festes w € Q ist X (¢,w) eine Funktion der Zeit. Diese Funktion ist zuféllig inso-
fern, als sie ebenfalls von dem eben zufillig auftretenden w abhéngt. Diese Abhéngigkeit
von w bedeutet noch nicht, dass X (¢,w) irreguldr aussieht, sie kann auch eine Gerade
iiber einem bestimmten Intervall sein. Die Abhéngigkeit von w kann sich u. U. nur auf
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die Werte der Parameter der Geraden X = at + b, t; < t < to, auswirken, d.h. etwa
a = a(w), b = b(w). Im allgemeinen wird man aber nicht nur die Menge der Geraden
zulassen, sondern alle Funktionen iiber einem Intervall [t1,¢2], und damit eben auch
die ”zerknitterten”. Man kann auch den Wert von ¢ festhalten; dann ist X (¢,w) eine
von w abhingige zufillige Verénderliche. Welche Interpretation man fiir X (¢,w) wéhlt
- als Funktion der Zeit fiir zufillig gewédhltes w oder X als von w anhéngige zufillige
Veranderliche fiir gegebenes t - hiéingt im Prinzip nur davon ab, welche der beiden Auf-
fassungen die gerade vorliegende statistische Fragestellung leichter handhabbar macht.

Ist ein expliziter Bezug auf w nicht notwendig, wird einfach X (t) statt X (¢,w)
geschrieben.

Beispiel 7.1.1 Im Rahmen hirnphysiologischer Untersuchungen werden unter bestimm-
ten Bedingungen EEG-Verldufe erhoben. Misst man an einer bestimmten Schédelposi-

tion unter bestimmten Bedingungen, so werden die Potentialverldufe bei wiederholten

Messungen unter identischen Bedingungen - kontinuierliche Messungen wahrend eines

Zeitraumes At - nicht identisch sein, sondern sich durch zufillige Fluktuationen un-

terscheiden. Der Verlauf des Potentials wihrend des Intervalls A kann als Trajektorie

eines stochastischen Prozesses betrachtet werden. Diese Trajektorie ist eine von vie-

len moglichen, sie ist eine Realisierung w aus der Menge {2 der iiberhaupt méglichen

Trajektorien.

Nehmen wir fiir den Moment an, dass das Potential X nur zu den Zeitpunkten
ty = t,ta,tg, - ,t, = t + At gemessen werden kann. Die Messungen liefern dann
Realisierungen der zufélligen Verénderlichen X = X (¢1), Xo = X(t2), .-+, X5 = X (tn);
es sind dies die Werte der Trajektorie X (t, w), die wihrend eines MeBabschnittes der

Léange At auftritt. O
Es sei I, = {t1,---,ty} eine endliche Menge von Werten aus I und es sei P(I,)
die gemeinsame Verteilung der zu den t;, ¢ = 1,--- ,n korrespondierenden zufélligen

Verdnderlichen X7, - - -, X,,. Weiter sei {I,,} die Menge der moglichen Mengen von n
(Zeit-)Punkten aus I. Dann heifit {P([,,)} die Familie der endlich-dimensionalen Ver-
teilungen des stochastischen Prozesses X;. Viele den stochastischen Prozess beschrei-
benden statistischen Groflen lassen sich tiber diese Familie bestimmen. Die wichtigsten
dieser statistischen Groflien werden in der folgenden Definition eingefiihrt:

Definition 7.1.2 Fir festes t € I ist F(x;t) = P(X(t) < z) die Verteilungsfunktion
von X (t), und f(x;t) = dF(z;t)/dx die dazu korrespondierende Dichtefunktion. Dann
18t

u(t) = BX(0) = [ af(@itido (73)
die Mittelwertsfunktion von X;, und

[e.e]

R(t1,t2) = E[X(t1), X(t2)] = / x12of (21, 23 t1, ta)dx1dTo (7.4)

—00

die Autokorrelationsfunktion von Xi; dabei ist f(x1,x9;t1,t2) die gemeinsame Dichte
von X1, Xo. Die Grife

Kov(ty, t2) = E[(X(t1) — p(t1))(X(t2) — p(t2))] = R(t1,t2) — p(t1)u(ts)  (7.5)
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heifit Kovarianzfunktion. Dementsprechend ist die Varianz von Xy durch
o?(t) = Kou(t,t) = R(t,t) — p2(t) (7.6)
erkldrt.

Fiir t; = to nimmt R(t1,t2) ein Maximum an. Um dies zu sehen, betrachte man
E[(X(t1) = X(t2))*] = E[X?(t1)] + E[X?(t2)] — 2E[X (t1) X (t2)] > 0

Nun ist aber E[X?(t1)] = R(t1,t1), E[X2(t2)] = R(t2,t2), E[X(t1), X (t2)] = R(t1tz),
und es folgt
R(tl, tl) + R(tg, tg) > 2R(7f1, tg) (77)

fiir alle t1 # to. Fiir to — t1 bzw. to — t1 folgt dann die Gleichheit der beiden Ausdriicke,
und dies heift ja, dass R(t1,t2) nicht grofler als R(tq,t1) oder R(t2,t2) werden kann.

Definition 7.1.3 Es seien X; und Y; zwei stochastische Prozesse; dann heifst
Ray (b1, t2) = EIX(1)Y (t2)] (7.8)

Die Kreuzkorrelation der Prozesse X; und Y;.

Definition 7.1.4 Es sei X; = {X(t), t € (—00,00)} ein stochastischer Prozess. X
heifit stationér, wenn fir jede endliche Menge I,, = {t1, - ,t,} die gemeinsame Ver-
teilung von { X, 415, s Xt,+t,} von to unabhdngig ist. X; heifit stationdr im weiten
Sinne, wenn gilt: (i) E(X%(t)) > oo, (ii) u = BE(X(t)) = konstant, (iii) Kov(s,t) hingt
nur von der Differenz t — s ab.

Fiir die Autokorrelation R(t1, t2) bedeutet Stationritdt und Stationéritéit im weiten
Sinne, dass R(t1, t2) = R(t2 — t1) = R(7) gilt, d.h. R héngt nur von der Differenz
T = tg — t1, nicht aber von den Werten ¢; und t9 ab. Die Beziehung (7.7) 148t sich dann
Al

R(0) = max R(7) (7.9)

T

spezifizieren.

Definition 7.1.5 Der stochastische Prozess Xy = {X(t),t € I} sei stationdr. Lassen
sich alle Statistiken des Prozesses (Mittelwertsfunktion, Autokorrelationsfunktion, etc.)
bereits aus einer Trajektorie X (t,w) berechnen, so heifst der Prozef§ ergodisch.

Die Ergodizitéit eines Prozesses ist fiir empirische Untersuchungen von grofler Bedeu-
tung, da man eben im allgemeinen nur eine Trajektorie des Prozesses beobachten und
deshalb nur sie zur Berechnung von Statistiken heranziehen kann. Dieser Punkt wird
insbesondere bei der Betrachtung von Zeitreihen wieder aufgenommen werden.

Die Eigenschaften eines stochastischen Prozesses lassen sich weiter durch Bezug
auf den Energiebegriff beschreiben. Um diesen Zusammenhang zu verdeutlichen, sei
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daran erinnert, dass viele Funktionen sich als iiberlagerung von Sinus-Funktionen dar-
gestellt werden kénnen; dazu mufl nur die Amplitude |F(v)| und die Phase ¢(v) fiir
jede Frequenz v geeignet gewihlt werden; wie im Anhang hergeleitet wird, konnen diese
beiden Grofilen durch Berechnung der Fourier-Transformierten F'(v) bestimmt werden.
Wir nehmen an, dass die Fourier-Transformierte auch fiir jede Trajektorie X (t) des
stochastischen Prozesses X; berechnet werden kann, dass also

= / h X (t)e ™dt, (7.10)

i = +/—1, existiert. F(v) ist im allgemeinen eine komplexe Zahl, F(v) = Fi(v) +
iF5(v), wobei Fy der Real- und F, der Imaginirteil von F' ist. F; und Fj sind jeweils
reelle Funktionen von v. Die Amplitude fiir die Frequenz v ergibt sich gemaf |F(v)| =
F{(v) + F3 (v), und ¢(v) = tan™ ' [Fa(v)/F1(v)].
Weiter kann man jeder Trajektorie X (¢) entsprechend bestimmter Begriffsbildungen
in der Physik eine ”Energie” zuordnen, ndmlich

E= / t)2dt, (7.11)

Ist F(v) die zu X (t) gehorige Fourier-Transformierte, so gilt Parsevals Theorem, dem-

zufolge
E = / (t)|2dt = / |F(v)dv. (7.12)

Da X (t) = X (t,w) eine zuféllig gewéhlte Funktion ist, sind die GréBen F(v), |F(v)|,
¢(v) und E zufillige Verdnderliche und haben deshalb moglicherweise einen Erwar-
tungswert. Wir sind insbesondere an der durchschnittlichen Energie der Trajektorien
und damit des Prozesses X interessiert. Es ergibt sich nun, dass sich die durchschnitt-
liche Energie des Prozesses als Fourier-Transformierte der Autokorrelation R(7) (bei
einem stationdren Prozefl) darstellen l#8t. Dies sieht man wie folgt:

Es sei F’ die zu F" konjugiert komplexe Zahl, d.h. es sei F = Fy(v) —iFy(v); dann ist
|F(v)]? = F'F. Ebenso kann man X (t) voriibergehend als komplexe Funktion auffassen
und X X fiir | X (¢)|? schreiben. Nun ist |F(v)|? durch

/ X(u)e_i”“du/ X (v)e™? dv

gegeben (dabei ist die Integrationsvariable ¢ formal durch w und v ersetzt worden, um
Verwechslungen zu vermeiden). Dann gilt aber

/ X —wudu/ X wvdv — / / X(u)X*(v)e_w(“_”) dudv.

Da F(v) eine zufillige Verénderliche ist, muf auch |F(v)|? eine zufillige Verinderliche
sein, mithin kann man den Erwartungswert von |F(v)|? bilden, und da e=*(*~?) keine
zufillige Verédnderliche ist, folgt

. / h / " BX (W)X (0))e ) dudv., (7.13)

oo 2
IF()]2 = FW)F(v) = ’/_ X(t)e~™dt| =
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Aber E(X(u)X(v)) = R(u — v), R die Autokorrelation eines stationdren Prozesses
(vergl. Definition 7.1.4). Diese Beziehung sollte gezeigt werden. Damit hat man

Definition 7.1.6 FEs sei X, ein stationdrer ProzefS und F(v) seien die Fourier-Transformierten
der Trajektorien X (t) von X;. Dann heifit

S(v) = E(]F(u)\Z) = / R(t)e‘i”tdt (7.14)
die Spektraldichtefunktion des stochastischen Prozesses Xy.

Die Spektraldichtefunktion ist also die Fourier-Transformierte der Autokorrelations-
funktion. Dann kann man R(7) als inverse Transformation von S(v) darstellen:

R(t) = % /_ S d. (7.15)

Aus der Definition von R folgt aber, dass R(0) = o2 die Varianz des Prozesses X;, und
geméB (7.15) ist dann
1 oo
o? = R(0) / S(v)dv; (7.16)

:% .

o2 gleicht also der durchschnittlichen Energie des Prozesses (vergl (7.12) und (7.14).

Beispiel 7.1.2 Es sei X; ein stationidrer Prozefl mit der Autokorrelationsfunktion

oX(t)=0% T=
R(T):{O’() T (7.17)

Dies bedeutet, dass beliebig benachbarte Werte von X (¢) stochastisch unabhéngig und
damit unkorreliert sind. Man iiberlegt sich leicht, dass ein solcher Prozef} in der Natur
kaum auftreten kann, denn jeder an die Gesetze der Physik gekoppelte Prozefl benttigt
Zeit fiir eine Verdnderung, und die Forderung, dass die Werte X (t) und X (¢ + ¢€) fiir
€ > 0 beliebig klein unkorreliert sind fiir alle ¢ € I bedeutet ja, dass die Trajektorien
von X; sich beliebig schnell verindern kénnen. Soweit psychische Prozesse eine physi-
kalische Basis haben gelten diese Bemerkungen auch fiir psychische Prozesse. Prozesse
mit der Autokorrelation (7.17) heilen dann auch generalisierte Prozesse. Es zeigt sich
aber, dass generalisierte Prozesse hiufig gut als erste Anndherung an die tatsédchlichen
Prozesse gewihlt werden kénnen; ihre angenehmen mathematischen Eigenschaften be-
deuten dabei eine wesentliche Vereinfachung des formalen Aufwandes bei der Diskussion
der Daten. Dazu werde die zu (7.17) gehorende Spektraldichtefunktion betrachtet. Es

ist -
Sv) = 02/ R(t)e ™tdt = o2, (7.18)

—0o0
d.h. aber S(v) = o2 ist eine konstante fiir alle v. Dies bedeutet, dass jede Frequenz
v gleich viel Energie zur durschnittlichen Energie beitrdgt. Hat man eine Lichtquel-
le, in der jede Wellenléinge (Frequenz) mit gleicher Energie vorkommt, so erhélt man
bekanntlich weifles Licht. In Analogie hierzu spricht man dann auch von X; als von



7.1. ALLGEMEINE BEGRIFFE 201

einem weiflen Rauschen; das Wort Rauschen erinnert dabei an das durch Zufallspro-
zesse im Radio oder Telefonhorer auftretende Rauschen, und es ist weifs, weil es wie
das weifle Licht alle Frequenzen mit gleicher Energie enthélt. Die Annahme weiflen
Rauschens ist iiberall dort angebracht, wo die Spektraldichte {iber einem hinreichend
breiten Frequenzband angenéhert konstant ist. (I

Der in Beispiel 7.1.2 beschriebene Prozefl des Weilen Rauschens ist ein Spezialfall, der
nicht fiir fiir alle Prozesse als angenéherte Beschreibung gewihlt werden kann. Im all-
gemeinen sind benachbarte Werte X (¢) und X (¢ + At) in einem von At abhéngendem
Ausma$ korreliert, d.h. die Werte X (¢) und X (¢ + At) sind stochastisch abhéngig. Man
kann nun, zur weiteren Dikussion der Abhéngigkeiten zwischen Werten von X (t) zu
verschiedenen Zeitpunkten t1,--- ,t,, vom Begriff der bedingten Verteilung Gebrauch
machen. Dazu fafit man X; = X(¢1), Xo = X(2), -+, X5, = X (¢,,) als zufillige Verénder-
liche auf. Die Abhéngigkeiten lassen sich dann iiber die bedingten Dichten

fl@1, - an)
fxla"'vxkxk 1" & = 7.19
( | + TL) f($n+1>"' 7xn) ( )
behandeln.
Beim Weiflen Rauschen sind die x,,,--- , 21 alle stochastisch unabhéingig voneinan-
der, so lange nur die ty,--- ,t, verschieden sind. Das Weifle Rauschen fluktuiert also

mit der héchstmoglichen Geschwindigkeit. Bei Prozessen mit Abh#ngigkeiten zwischen
den z; ist die Geschwindigkeit der Fluktuationen dann geringer. Es liegt nahe, ein
Ma#B fiir diese Geschwindigkeit zu suchen; intuitiv ist klar, dass ein solches Mafl mit
der Autokorrelation zusammenhéngen muf}; da diese ja die Korrelationen der X (¢) fiir
benachbarte Zeitpunkte angibt. Ein solches Mafl kann wie folgt konstruiert werden.

Es seien X (t) die Trajektorien des Prozesses Xy, und es werde angenommen, dass
sie zumindest fast iiberall differenzierbar sind. Fiir eine spezielle Trajektorie sei dann

Y (t) = dX(t) = X'(t); (7.20)
dt

Y'(t) ist wieder eine Funktion von ¢, und da X (t) eine zufillige Funktion ist, mufl auch

Y (t) eine zufillige Funktion sein. Ist also X; = {X(t), t € I'} ein stochastischer Prozef}

mit differenzierbaren Trajektorien, so ist Y; = {Y'(t), t € I} ebenfalls ein stochastischer

ProzeB3, dessen Trajektorien eben die Differentiale der Trajektorien X (¢) sind.

Wir suchen nun die Autokorrelationsfunktion des Prozesses Y;. die Autokorrelation
von Xy ist R(t1,t2) = E[X (t1)X (t2)]. Die Kreuzkorrelation der Prozesse X; und Y; ist
dann Ry, = E[X (t1)X'(t2)]. Nun ist

E X(tl)X(t2 te) = X(t2)| _ Raalti,tzt¢) - Rm(tl,tz),

€ €

und fiir € — 0 wird hieraus

ORys(t1,1
Ray(t1, ts) = 8&;2). (7.21)
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Ebenso kann man

X(tl + 6) - X(tl)X,(t) _ ny(tl + E,tQ) - Rmy(tl,t2)

€ €

E

bilden, und fiir ¢ — 0 folgt hieraus

Ry (t1,1
Ry, 1) = 2 1:12) (7.22)

Aus (7.21) und (7.22) folgt dann

82sz (tla t2) .

Ryy(tlth) = atlatg )

(7.23)
damit ist die Autokorrelation des Prozesses Y; = {X'(t)|t € I} aus der Autokorrelation
des Prozesses X; = {X(¢)|t € I} durch zweifache partielle Differentiation ableitbar.
Insbesondere sei nun der Prozefl X; stationér, dann gilt ja R(t1,t2) = R(7), T = to —t1.
Dann folgt insbesondere

2 T
Ryy(r) = - LT, (7.24)
Fiir 7 = 0 folgt dann
2
Ryy(0) =~ TR0 _ g2 = mpc ), (7.25)

d.h. Ry, (0) ist die Varianz o, des Prozesses Yy = {X'(t)|t € I}. Ist o groB, so heiBt
dies, dass die Varianz der Verdinderungen X'(t) der Trajektorien ds Prozesses X; grofl
ist, dass die Trajektorien X (¢) des Prozesses X, also stark fluktuieren bzw. dass die
X (t) keinen sehr regelméfligen Verlauf haben. Die Spektraldichte von Y; ist nun wieder
durch die Fourier-Transformierte von R, gegeben, und die durchschnittliche Energie
des Prozesses Yy ist durch Ry, (0) gegeben. Gemaflt (7.25) ist aber R,,(0) auch mit
Eigenschaften des Prozesses X; verbunden. Diese Verbindung soll noch etwas elaboriert
werden.

Es sei X stationér; dann ist R(t1,t2) = R(7) mit 7 = t9 — t1. R ist maximal fiir
7 =0, und weiter gilt
R(—7) = R(71); (7.26)

dies folgt leicht aus der Stationéritdt. Nun ist einerseits

S(v) = /R(T)e_m dv /2,
so dass umgekehrt

R(T) = /S(Z/)ei”Tdu/Qw
geschrieben werden kann. Dann ist andererseits

dR(t)
dr

R(r) = / S(W)e" dv /27
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und
2
R'(1) = dR(7) f(;—) = /(iV)QS(V)eiVTdT/27T = —/VQS(V)e“’TdT/QW,
T
so dass E(R(r)
T I Y S
— T —ooV S(v)dv (7.27)

folgt. Das Integral kann nun als zweites Moment der Spektraldichte S(v) des Prozesses
X; aufgefafit werden. Dies fithrt zu der

Definition 7.1.7 Es set Xy ein stochastischer Prozess mit differenzierbaren Trajekto-
rien, und es sei Yy = {X'(t)|X'(t) = dX (t)/dt, t € I}. Dann heifit

B d’R,» (1)

Yo 1= BI(X'()] = - 25

=—R"(0) (7.28)
7=0

das zweite Spektralmoment des stochastischen Prozesses X;.

Natiirlich ist Ay = 05. Notwendige Bedingung dafiir, dass das zweite Spektralmoment Ay
existiert, ist die Differenzierbarkeit von R(7) an der Stelle 7 = 0. In Zusammenhang mit
dynamischen Modellen werden allerdings oft spezielle Prozesse, die Diffusionsprozesse
diskutiert, die nirgends differenzierbare Trajektorien haben. Man betrachtet hier einen
anderen Begriff als das zweite Spektralmoment:

Definition 7.1.8 Es sei X; ein stationdrer Prozef$ mit nicht notwendig differenzier-
baren Trajektorien und der Autokorrelationsfunktion R(t). Dann heifit

1 S
Tecor = -R(O)/o R(T) dr (729)

die Korrelationszeit des Prozesses.

Beispiel 7.1.3 Gegeben sei ein stationérer stochastischer Proze X; mit der Auto-
korrelationsfunktion R(7) = exp(—a7?), a > 0. Fiir groBe a geht R(7) schnell gegen
Null, d.h. die Trajektorien fluktuieren schnell; fiir kleines o fluktuieren sie langsam.
Es ist dR(7)/dr = —2a7R(7), und d?R(7)/dr? = —2aR(7) + 40?72 R(7). Dann ist
d’R(7)/dr?|;—0 = —2aR(0). Aber R(0) = 1, so dass das zweite Spektralmoment durch
A = 2« gegeben ist.

Nun sei X; ein Prozefl mit nicht differenzierbaren Trajektorien und der Autokorre-
lationsfunktion R(7) = 02¢~", a > 0. Die Korrelationszeit ist

1 o0 1 [ 11
cor — 57N dr = — TYdr = ——.
T, R(0) /0 R(T)dr = /0 e T =

Wieder gilt, dass 7., um so kleiner ist, je grofler « ist. Will man das zweite Spektralmo-
ment A berechnen, so mufl die zweite Ableitung bestimmt werden. Es ist dR(7)/dT =
—aR(7), d?R(1)/dr?® = o®R(7) und d?R(7)/dT?|;—0 = 0?a® > 0. Es ist aber

B d*R(T)

A=
dr?

Y

7=0
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so dass A < 0 wire. Offenbar macht die Berechnung des zweiten Spektralmoments hier
keinen Sinn. 0

In (7.8) war die bedingte Dichte
f(xla" : ,l’n)

f(@pq, - an)

f(xla" : 7$k|xk+17”' 7:1:71) =

eingefiihrt worden. Hieraus ergibt sich ein fiir die Anwendung der Theorie stochastischer
Prozesse wichtiger Spezialfall, der durch eine eigene Definition charakterisiert werden
soll:

Definition 7.1.9 Es sei X; ein stochastischer Prozef§ und es gelte fiir jedes n und
<ty <--- <ty

P(x(ty) < 2nlt(tar), - 2(t1)) = P(a(tn) < zplz(ta_1)). (7.30)

Dann heifst X, Markov-Prozef3.

Insbesondere Markov-Prozesse lassen sich oft durch iibergangswahrscheinlichkeiten cha-
rakterisieren. Es sei p(z, t; z¢.tg) die Wahrscheinlichkeit, dass der Prozefl zur Zeit ¢ den
Wert (Zustand) x = x(t) annimmt, wenn er zur Zeit to < t den Wert (Zustand)
xo = x(tp) angenommen hat. p(x,t;xo,t9) heiBt auch iibergangswahrscheinlichkeit.
p(x, t; 0, to) ist eine bedingte Dichtefunktion. Es gilt sicherlich

p(z,t; x0,t0) = 6(x — x0) fur t — to, (7.31)

wobei § die Dirac-Delta-Funktion ist, d.h. es ist 6 (x —x¢) = 0 fiir z # 2o und §(z—xz¢) =
o fiir = x¢ unter der Nebenbedingung [ d(x — zo)dz = 1. Da p(z,t;z0,t0) eine
Dichtefunktion ist, muf3 dariiber hinaus

/ p(x,t;20,t0) dr =1 (7.32)

— 0o
gelten.
Es sei tg < t1 < t. Dann gilt die Chapman-Kolmogorov-Gleichung:

o0

p(x,t;mo,tg):/ p(x, t;x1,t1)p(x1, t1; 20, to) day. (7.33)

—0o0

Die Gleichung ist eine direkte Konsequenz von (7.29). Denn sei tg < t1 < t2, und sei
p(z(t2), z(t1), x(to)) die Wahrscheinlichkeit, dass der ProzeB zu den Zeiten t¢, t; und 2
die Werte x(to), (t1) und x(t2) annimmt. Nach dem Satz iiber bedingte Wahrschein-
lichkeiten gilt dann

p(x(t2), z(t1), 2(to)) = p(x(t2)]x(tr), x(to))p(x(tr)|z(to))-
Aber die Markov-Eigenschaft bedeutet, dass p(z(t2)|z(t1), z(to)) = p(x(t2)|z(¢1)) und
mithin
p(@2,t2; 21, 11520, t0) = p(w2, t2; 1, t1)p(T1, 813 T0, o)



7.2. ZAHLPROZESSE 205

Andererseits ist

o0

p(ivz,tz;SUo,to):/ p(x2, to; o1, t1; To, to)dw1;

—00

setzt man den vorangehenden Ausdruck fiir den Integranden ein, so erhilt man die
Chapman-Kolmogorov-Gleichung.

Die Markov-Annahme unterliegt auch der Beschreibung dynamischer Systeme durch
deterministische Differentialgleichungen. Ist nimlich x(t) = (z1(¢),--- ,2,(¢))" der Zu-
standsvektor eines solchen Systems, so ist es im allgemeinen durch eine Differentialglei-
chung der Form & = f(z,t) beschreibbar, wobei f ein geeignet gewéhlter Vektor von
Funktionen ist. Die Beschreibung durch eine solche Differentialgleichung besagt, dass
die Verédnderung & des Zustandsvektors durch den momentanen Wert x(t) und den einer
eventuell auf das System einwirkenden ”Stor” funktion ist. Der Markov-Prozef§ kann als
Verallgemeinerung einer solchen Konzeption von Systemen fiir den Fall, dass zuflli-
ge Efekte beriicksichtigt werden miissen, aufgefa3t werden. Die Annahme allerdings,
dass Verdnderungen momentan wirken und vergangene Zeitpunkte keine Rolle spielen
sollen, kann genau genommen nur eine Approximation sein, da jede Verdnderung Zeit
benétigt. Die Markov-Annahme stellt deshalb eine Idealisierung dar, deren Vorteil ei-
ne erhebliche Erleichterung der mathematischen Analyse der jeweils interessierenden
Prozesse ist. Der Nachteil, eben nur eine Approximation an die Wirklichkeit zu sein,
spielt praktisch keine Rolle, wenn der Einflufl der Vergangenheit im Vergleich zu der
interessierenden Zeitskala verschwindend klein ist.

7.2 Zihlprozesse

In vielen empririschen Untersuchungen werden Folgen von Ereignissen betrachtet. So
ist man in manchen neurophysiologischen Untersuchungen an der Folge der Aktionspo-
tentiale (Spikes), die von einem Neuron erzeugt werden, interessiert. In Untersuchungen
zur Gruppendynamik protokolliert man die Folge bestimmter sozialer Handlungen, die
im Verlauf einer sozialen Interaktion vorkommen. In entwicklungspsychologischen Un-
tersuchungen ist man an der Folge bestimmter Spielhandlungen unter gegebenen Bedin-
gungen interessiert. Allgemein betrachtet man dann Folgen von Ereignissen, iiber deren
Eintreten keine deterministischen Aussagen gemacht werden kénnen und die in diesem
Sinne zufillig sind. Eine bestimmte Ereignisfolge kann dann durch die Trajektorie X (¢)
eines stochastischen Prozesses représentiert werden: X (¢) gibt die Anzahl der Ereignis-
se, die bis zu dem Zeitpunkt ¢ eingetreten sind, an. Die X (f) gehoren dementsprechend
zu einem Zdhlprozefs. Man kann die Ereignisse auch durch Punkte auf der Zeitachse
reprasentieren; dementsprechend ist dann auch die Rede von einem Punktprozefl. Wir
beginnen mit einer formalen Definition dieser Klasse von stochastischen Prozessen.

Definition 7.2.1 Der stochastische Prozef Xy = {X (t), t € I} heif$t ZahlprozeB, wenn
fir die Trajektorien die folgenden Aussagen gelten:

(i) X(t)>0
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(i) X(t) €N, d.h. X(t) hat stets den Wert einer natirlichen Zahl
(iii) ﬂiT’ t1 < tg st X(tl) < X(tQ)

() firt; <t ist X (t2) — X (t1) die Anzahl der Ereignisse im Intervall (t1,12].

Offenbar ist ein Zahlprozefl ein stochastischer Prozel in stetiger Zeit, denn die Ereig-
nisse konnen zu einem beliebigen Zeitpunkt eintreten.

Die Definition des Z&hlpozesses enthéilt noch keine Aussagen iiber die Wahrschein-
lichkeit, mit denen bestimmte Trajektorien auftreten kénnen. Eine Einschrankung der
Menge der moglichen Wahrscheinlichkeitsmafle ergibt sich, wenn bestimmte Forderun-
gen beziiglich der Abhéingigkeiten zwischen den Anzahlen der Ereignisse bzw. der Zei-
ten zwischen Ereignissen — dies sind die Zwischenzeiten (interarrival times) — gestellt
werden. Solche Forderungen werden in der folgenden Definition formuliert:

Definition 7.2.2 Es sei X; ein Zdhlprozefs. Sind die Anzahlen von Ereignissen in
beliebigen, nichtiberlappenden Zeitintervallen stochastisch unabhdngig, so heifit X; ein
ProzeB mit unabhéngigen Zuwéchsen. Hdingt die Verteilung der Anzahlen in einem
Intervall At von der Linge des Intervalles ab, so heifst X; ein Prozefl mit stationdren
Zuwéchsen.

Fiir einen Prozefl X; mit stationdren Zuwichsen ist also die Verteilung der Anzahl von
Ereignissen in (¢, to] die gleiche wie in (t1 + to, t2 + to], to > 0.

Zahlprozesse lassen sich gelegentlich iiber die Verteilung der Zeiten zwischen den
einzelnen Ereignissen, den sogenannten Zwischenzeiten, charakterisieren. Tritt ein Er-
eignis zur Zeit t1, das néchste zur Zeit to ein, so ist T = t9 — t; die zugehorige Zwi-
schenzeit. Im allgemeinen konnen die Zwischenzeiten 17, T, - - - stochastisch abhingig
oder stochastisch unabhingig sein, und sie kénnen alle die gleiche Verteilung oder ver-
schiedene Verteilungen haben. Die im folgenden definierte Klasse von Verteilungen ist
fiir Anwendungen der Theorie der stochastischen Prozesse von grofier Wichtigkeit.

Definition 7.2.3 Es sei X; ein ZdhlprozefS mit den Zwischenzeiten T1,T5,--- Sind
die T; stochastisch unabhdingig und identisch verteilt (i.i.d.), so heifst X; auch Erneue-
rungsprozefl (Renewal process ).

Ereignisse werden deshalb auch Erneuerungen genannt. Diese Redeweise ergibt sich aus
bestimmten Fragestellungen, aufgrund der die Theorie entwickelt wurde: man betrach-
tet Maschinen oder Organismen, bei denen nach zufillig verteilten Zeiten Teile defekt
und erneuert werden.

Es seien T1,Th, - - - Zwischenzeiten bei einem Zahlprozef3. Dann ist
n
Su=>_T,, n>1, SH=0 (7.34)
i=1

die Zeit bis zum ersten Eintreten des n-ten Ereignisses, und

X(t) = max(n|S, <t), (7.35)
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d.h. die Trajektorien von X; sind fiir jedes ¢t durch den maximalen Wert n € N definiert,
fiir den die Summe S,, der Zwischenzeiten kleiner oder gleich t ist; nach Verstreichen
von T; erhoht sich X (¢) um 1 an der Stelle ¢ = S,, und behélt diesen Wert bei, bis T;41
verstrichen ist.

7.2.1 Der homogene Poisson-Prozef3

Der Poisson-Prozef3 ist ein stochastischer ProzeB, der als Ausgangspunkt fiir die Model-
lierungen vieler zufélliger Prozesse gewihlt werden kann und der deshalb von zentraler
Bedeutung fiir die Theorie der stochastischen Prozesse ist. Er reflektiert in einem be-
stimmten Sinn die ”reine Zufilligkeit” des Auftretens zufilliger Ereignisse, wie bei der
Diskussion der Eigenschaften der Zwischenzeiten deutlich werden wird.

Definition 7.2.4 Es sei X; = {X(¢)[0 < t} ein Zihlprozefl. X; heifst homogener
Poisson-Proze3 mit der Rate A, A > oo, wenn

(i) X(0) =0 fir alle X(t) € X,
(i) X¢ hat unabhingige Zuwdichse

(iii) die Anzahl der Ereignisse in einem Intervall der Linge At ist Poisson-verteilt
mit dem Parameter AAt, d.h.
AAL)F
P(X(t+At)—X(t)=k) = e_’\At(k'), k=0,1,2,--.
Statt "homogener Poisson-Prozefl” wird héufig auch einfach ”Poisson-Prozefl” gesagt;
gemeint ist dann stets der homogene Prozefl, im Unterschied zum weiter unten defi-
nierten inhomogenen Poisson-Prozes.

Aus (iii) folgt unmittelbar, dass P[X (¢t + At) — X(¢) = k] unabhéngig von ¢ ist,
denn die rechte Seite, exp(—AAt)(AA%)*/k! hiingt ja nur von At ab. Also miissen die
Zuw#chse bei einem homogenen Poisson-Prozefl auch stationér sein. Durch eine analoge
Betrachtung sieht man, dass der Poisson-Prozefl auch ein Markoff-Prozef} ist.

Verteilung der Zwischenzeiten: Es werde zunéchst die Verteilung der Zwischen-
zeiten betrachtet. Die Zwischenzeiten bilden eine Folge {T}, k > 1} von zufilligen
Veranderlichen. Um die Verteilung von T} zu bestimmen, betrachtet man das zufélli-
ge Ereignis {77 > t}. Dieses tritt dann und nur dann ein, wenn kein Ereignis im
Intervall [0,¢] eingetreten ist, denn 77} ist ja die Zeit bis zum ersten Auftreten eines
Ereignisses. Also ist P(Th7 > t) = P(X(t) = 0), und nach Definition 7.2.4, (iii) ist
P(X(t) = 0) = e~ . Damit gilt aber

P(Ty <t)=1—e™, (7.36)

d.h. Ty ist exponentialverteilt mit dem Erwartungswert E(T1) = 1/X. Jetzt mufl die
Verteilung von T bestimmt werden. Dazu betrachte man P(T5 > t|T) = s); es gilt

P(Ty > t|T1 = s) = P(kein Ereignis in (s, s + t]|Th = s)
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P(kein Ereignis in (s, s+ t]) = e M

denn nach Definition 7.2.4, (ii) sind die T; stochastisch unabhéingig, und nach (iii) muf
P(Ty > t|Ty = s) = e~ gelten, da ja die Linge des Intervalles gleich ¢ ist. Also ist Tb
ebenfalls exponentialverteilt mit dem Erwartungswert 1/A. Damit gilt

Satz 7.2.1 Die Zwischenzeiten 11, T5,--- eines Poisson-Prozesses sind unabhdngig
und identisch exponentialverteilt mit dem Erwartungswert E(T) = 1/ und der Varianz
Var(T) = 1/)2.

Der Poisson-Prozef} ist also sicherlich ein Erneuerungsprozef. Die stochastische Un-
abhéngigkeit bedeutet wie die Stationaritit, dass der Prozefl nach jedem Ereignis wieder
neu started. Die Eigenschaften der Exponentialverteilung sind bereits in Abschnitt 4.2
diskutiert worden; die mit dieser Verteilung assoziierte Hazardfunktion A = konstant
bedeutet weiter, dass auch die Wartezeiten auf das jeweils néchste Ereignis bei jedem
Zeitpunkt, bis zu dem das néchste Ereignis nocht nicht eingetreten ist, neu starten.
Dieser Sachverhalt definiert die "reine Zufélligkeit”, von der eingangs die Rede war
(vergl. auch Abschn. 4.2.3, p. 123).

Es sei
n
537
i=1

die Wartezeit bis zum n-ten Ereignis. S, ist die Summe exponentialverteilter Variabler
und ist mithin Gamma-verteilt (vergl. Abschnitt 4.3, Satz 4.3.1), p. 125; mit ¢ = S,
gilt

)\n
'(n)

ft) = 2" texp(=At), mit I'(n)= /0 " exp(—€)dE.

Beispiel 7.2.1 (Spike-Folgen) Bei Untersuchungen zur Funktionsweise einzelner Neu-
rone hat man die Zeiten zwischen den Spikes gemessen. Man stellt dann fest, dass sie
in guter Ndherung stochastisch unabhéngig und exponentialverteilt sind. Dementspre-
chend kann die Folge von Spikes, die ein Neuron erzeugt, wiederum in erster Naherung,
als Poisson-Prozef} betrachtet werden.

Ezakt wird diese Art der Betrachtung aber nicht sein, denn dabei wird die Re-
fraktérzeit des Neurons vernachlissigt. Auflerdem sind die Zwischenzeiten nicht stets
exponentialverteilt. Gelegentlich fand man, dass die Normal-(Gauf-)Verteilung eine
bessere Beschreibung lieferte, oder die Gamma-Verteilung der Ordnung 2 (Summe zwei-
er unabhéngiger, exponentialverteilter Variablen). Auch multimodale Verteilungen sind
beobachtet worden. Einen iiberblick iiber die Befunde findet man in Sampath und Sri-
nivasan (1977) O

Beispiel 7.2.2 (Absolute Wahrnehmungsschwelle) In Untersuchungen zur Funktions-
weise des menschlichen Auges kann man die Absolutschwelle bestimmen; dies ist die
Lichtmenge, die man (in vollsténdig dunkel-adaptiertem Zustand) bendtigt, um iiber-
haupt eine Lichtwahrnehmung zu haben. Es scheint so zu sein, dass 2 bis 7 Lichtquanten
in der Zeiteinheit (1 ms) auftreten miissen, damit es zur Lichtempfindung kommt. Die
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Abschétzung dieser Anzahl beruht auf der Tatsache, dass der Flufl von Lichtquanten als
ein Poisson-Prozef} reprisentiert werden kann, d.h. dass die Anzahl der Lichtquanten
in einem Zeitintervall At Poisson-verteilt ist. Die Lichtintensitit wird dabei duch den
Parameter A (der hier nicht die Wellenlédnge des Lichts darstellt!) repriisentiert. Weitere
Details findet man in Baumgartner et al. (1978). O

Beispiel 7.2.3 In einer Fabrik arbeiten Personen an Maschinen, und gelegentlich kommt
es zu Unfillen. Man kann annehmen, dass ein Unfall, den eine Person erleidet, die Wahr-
scheinlichkeit, dass eine andere Person einen Unfall hat, sich nicht &ndert und dass die
”Wartezeit” zwischen den Unfillen exponentialverteilt ist. Dies bedeutet z.B., dass die
Wartezeit 7 bis zu einem Unfall exponentialverteilt ist. Der Zeitpunkt eines Unfalls ist
dann wieder der Anfang der exponentialverteilten Wartezeit bis zum néchsten Unfall.
Dann ist die Anzahl k = X (t), t = 71 + - - - + 7%, der Unfille, die eine Person bis zum
Zeitpunkt t erleidet, ein Poisson-Prozef.

Die Annahmen wirken nicht sehr realistisch; psychologisch ist plausibel, dass das
Erleiden eines Unfalls sich u.a. so auswirkt, dass die Person vorsichtiger, vielleicht auch
unsicherer wird. Dieser Verhaltensédnderung entspricht eine Verdnderung der Parameter
des Prozesses, und die Annahme der Unabhingigkeit aufeinanderfolgender Ereignisse
(Unfille) ist vermutlich verletzt. Trotzdem ist der Poisson-Prozefl hiufig eine gute erste
Naherung. (I

Beim Poisson-Prozef sind die Ereignisse nicht in der Zeit gleichverteilt. Es kann zu
H&ufungen von Ereignissen kommen; aus diesen Hiufungen darf man nicht schlieffen,
dass sich die Bedingungen, unter denen die Ereignisse beobachtet werden, geédndert
haben. Man verdeutlicht sich diesen Sachverhalt, indem man sich vorstellt, dass man
Sandkorner auf eine Tischplatte rieseln 148t. Dabei wird es rein zufillig zu Haufun-
gen von Sandkornern an bestimmten, aber zufillig auftretenden Stellen kommen (man
erinnere sich hier an das Beispiel 77, p. 77, iiber Besetzungswahrscheinlichkeiten).
Das gleiche gilt fiir die Rosinen in einem Kuchen: dort findet man ebenfalls gele-
gentlich Anh&ufungen von Rosinen. Man spricht von Poisson-Klumpungen (Poisson-
Clusterings).

Gelegentlich beobachtet man Prozesse, die sich als additive iiberlagerung von Pro-
zessen auffassen lassen. Dies gilt z.B. fiir die Unfille, die man insgesamt in eine Fabrik
zahlt. Ist die Anzahl der Unfille, die ein einzelner Arbeiter erfahrt, Poisson-verteilt, so
ist die Gesamtzahl der Unfille die Summe der einzelnen Unfallhdufigkeiten.

Es 148t sich nun zeigen, dass die Summe von Poisson-Prozessen wieder ein Poisson-
Prozef ist:

Satz 7.2.2 Gegeben seien n stochastisch unabhdngige Poisson-Prozesse mit den Para-
metern A1, Ao, -+, A, und es sei Xy die additive tberlagerung der Prozesse. Dann ist
X ein Poisson-Prozef$ mit dem Parameter A = Ay + - - - + A\,

Beweis: Es sei T} die Zeit des ersten Auftretens eines der beim Prozefl X; betrachteten
Ereignisse. Dann ist 77 = 111, d.h. das Ereignis ist aus dem ersten Prozef3, oder T7 =
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Ty2, d.h. es ist aus dem zweiten, etc. Dann ist {7} > t} genau dann, wenn {77; >
tNTe >tN---NThy, > t}. Wegen der stochastischen Unabhéngigkeit der Prozesse sind
die T1; ebenfalls stochastisch unabhingig, mithin ist

n
P{Tu >tNTiz >tN---NTy, > t}) = [[(1 - P(Tu < 1)),
=1

so dass
n
P(T1 >t) :P({Tu >tNTe>tN---NTiy, >t}) = exp <—ZAJ> .
=1

Dies heifit aber gerade, dass X; ein Poisson-Prozel mit dem Parameter

A= zn:)\,-
=1
0

Findet man also, dass ein Zahlprozef3 ein Poisson-Prozef ist, so ist es vorstellbar,
dass der Prozef} sich additiv aus stochastisch unabhéngigen Poisson-Prozessen zusam-
mensetzt; dieser Sachverhalt kann fiir inhaltliche Interpretationen interessant sein. So
gibt es z.B. viele Ereignisse, die zu einem Unfall fithren. Nehmen wir einmal an, E;
sei ein Ereignis der i-ten Klasse, die einen Unfall nach sich ziehen, und die E;, i = 1,

- ,n folgen jeweils einem Poisson-Prozel. Der stochastische Prozef3, der die Unfille
beschreibt, ist als iiberlagerung dieser Prozesse zu verstehen; die Unfille konnen jeweils
verschiedene Ursachen haben.

Dieses Argument 148t sich verallgemeinern. Die Folge der Ereignisse F; muf nicht
notwendig ein Poisson-Prozef} sein. Man kann auch annehmen, dass die E; unabhéngi-
gen und identischen Erneuerungsprozessen allgemeinerer Art entsprechen: die Zwi-
schenzeiten miissen also nicht exponentialverteilt sein. Man kann sogar die Forderung,
dass die F; durch Erneuerungsprozesse beschreibbar sind, fallenlassen, und statt dessen
allgemeine Punktprozesse betrachten; dies sind Prozesse, bei denen Folgen von Ereignis-
sen betrachtet werden, ohne dass die Zwischenzeiten identisch oder unabhéngig verteilt
sind. Basierend auf Arbeiten von Palm hat Khintchine (1960) gezeigt, dass die iiber-
lagerung einer grofien Zahl stationédrer Punktprozesse auf einen Poisson-Prozef fiihrt.
Kann man also einen gegebenen stochastischen Prozef3 durch einen Poisson-Prozefl be-
schreiben, so kann man aufgrund dieser Tatsache wegen der Vielzahl der Mechanismen,
die auf einen Poisson-Prozef3 fithren, noch nicht auf einen speziellen Mechanismus, die
Folge erzeugt, zuriickschlieBen. Nimmt man, ohne weitere Spezifizierung der Mechanis-
men, die einem Prozef} zugrundeliegen, einen Poisson-Prozefl an, so kann diese Annah-
me durchaus von deskriptivem Wert sein, ohne gleichzeitig eine Charakterisierung des
Mechanismus zu liefern.

Man findet aber ebenfalls Beispiele, wo ein homogener Poisson-Prozef} keine addqua-
te Beschreibung liefert. Die bereits erwidhnten Spike-Folgen bei Neuronen, aber auch
Folgen von Unféllen zeigen gelegentlich Abweichungen vom Poisson-Prozef3. Eine erste
Verallgemeinerung ist der inhomogene Poisson-Prozef.
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7.2.2 Der inhomogene Poisson-Prozef}

Beim homogenen Poisson-Prozef} ist die Rate A eine Konstante. Es liegt nahe, als erste
Verallgemeinerung A als Funktion der Zeit aufzufassen:

Definition 7.2.5 Es sei X; ein Zdhlprozefs. X; heif$t nichtstationédrer oder inhomoge-
ner Poisson-Prozef mit der Intensitétsfunktion A(t), ¢ > 0, wenn die folgenden Bedin-
gungen erfillt sind:

(i) X(0) =0 fir alle X(t) € X;
(ii) X; hat unabhingige Zuwdichse

(iii) @(h) == P(X(t+h) — X(t) > 2) = o(h)
(iv) P(X(t+h) — X(t) =1) = A()h + o(h).

Dabei bezeichnet o(h) eine beliebige Funktion ¢, die fiir h — 0 schneller gegen 0 geht
als h selbst, d.h. ¢ heifst o(h), wenn limy_op(h)/h = 0.

Es 148t sich nun zeigen, dass nun P(X(t) < k) durch

t () dr)E
P(X(t)<k)=-exp <—/0 )\(T)dT) (fo)\(k!M) (7.37)

gegeben ist. Die Mittelwertsfunktion ist dementsprechend

m(t):/o A(T)dT; (7.38)

Die Wahrscheinlichkeit (7.4) kann man sich leicht plausibel machen: dazu betrachtet
man die Ereignisse als Zufallspunkte im Zeitintervall (0,7"). Die Wahrscheinlichkeit,
dass ein Punkt von n in ein Intervall der Linge At € (0,7") fallt, sei p = At/T. Sind
die Punkte alle stochastisch unabhéngig, so ist die Wahrscheinlichkeit, dass & Punkte
in das Intervall der Lange At fallen, durch die Binomialverteilung gegeben. Ist nun n
groff und At/T klein, so kann hierfiir die Poisson-Verteilung angenommen werden; dies
fithrt zum homogenen Poisson-Prozef3. Statt p = (to — t1)/T, At = to — t;, kénnen wir
nun fordern, dass eine ”Dichte” funktion A(¢) existiert derart, dass p = fttf A(T)dT ist.
Dann ergibt sich sofort (7.4).

Es soll noch die Autokorrelationsfunktion des Poisson-Prozesses angegeben werden.
Es werde zunichst der homogene Prozef betrachtet (vergl. Papoulis (1965), p. 285).

Es sei ta > t1. Dann ist X (t2) — X (¢1) eine zufillige Verdnderliche mit der Verteilung

Atz — t)]*

P[X(t2) — X(t1) = k] = exp(=A(t2 — t1)) ——

und dem Erwartungswert

E[X(t2) — X(t1)] = A(t2 — t1) (7.39)
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und dem zweiten Moment
E[X(tg) — X(tl)]2 = )\Z(tg — t1)2 + )\(tQ — tl). (7.40)

Es sei nun t; > to > t3 > t4. Die zufilligen Verdnderlichen X (t2) — X (¢1) und
X(t4) — X(t3) sind dann stochastisch unabhingig, da sie die Anzahl von Ereignissen
in nichtiiberlappenden Zeitintervallen représentieren. Deshalb ist der Erwartungswert
ihres Produktes gleich dem Produkt ihrer Erwartungswerte, so dass

B[(X(t2) = X(t1))(X (ta) — X (t3)] = A (t2 — t1)(ta — t3). (7.41)

Nun gelte to > t4 > t; > t3; dann iiberlappen sich die Intervalle und (7.8) gilt nicht.
Es ist

X(t) = [X(t2)—X X
X(ta) = X(t3) = [X(ta) — X(t)] +[X(t1) — X(t3)]

Setzt man dies in (7.6) und (7.7) ein, so erhélt man
B[(X(t2) — X(t1))(X (ta) — X (t3)] = N*(ta — t1)(ta — t3) + A(ta — t1). (7.42)

Es folgt sofort
E(X(t) = Xt (7.43)
und
Mg+ Ntpty, tp >t
R(tp, tq) = (7.44)
My + N2tpty, tp <t

Dabei folgt (7.10) aus (7.6), und (7.11) folgt aus (7.9), wenn man ¢, = to, t; = t4 sowie
tl == t3 = 0 setzt.

Das Resultat iibertrigt sich auf den inhomogenen Fall, wenn nur A(¢2 — t1) durch
ﬂ? A(t)dt ersetzt wird. Dann ist

B(X(t) = /0 A()dr (7.45)

und fiir t5 >t
t1

R(tz, tl) = )\(T)dT <1 +

to

0 0

)\(T)d7'> . (7.46)
Ist ein Poisson-Prozefl inhomogen, so sind die Zuwéchse zwar unabhéngig, aber nicht
mehr stationér. Dies bedeutet, dass die Wahrscheinlichkeit von Ereignissen zu bestimm-
ten Zeiten grofler sein kann als zu anderen. Betrachtet man z.B. die Folge von Unfillen
wihrend einer Woche, so mag diese Folge durch einen Poisson-Prozef3 beschreibbar
sein. Montags und Freitags konnen aber u.U. Haufungen auftreten, die die Annahme
eines homogenen Poisson-Prozel ungerechtfertigt erscheinen lassen. Ein inhomogener
Prozess ist moglicherweise die bessere Beschreibung. Wihrend der Ski-Saison beobach-
tet man Haufungen von Unféllen insbesondere nachmittags nach von den Skifahrern

eingelegten Pausen. Dies geht auf eine erhohte Miidigkeit einerseits, andererseits auf
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die im Laufe des Tages zunehmende Neigung mancher Skifahrer, geistige Getridnke zu
sich zu nehmen, zuriick. Ein inhomogener Poisson-Prozef} ist vermutlich eine bessere
Beschreibung als ein homogener.

Die Definition 7.2.5 enthélt explizit keine Annahmen iiber das Wahrscheinlichkeits-
maf} des Prozesses; die Gleichung (7.37), p. 211, folgt aus den Annahmen. Die An-
nahmen haben den Vorteil, dass man gelegentlich aufgrund inhaltlicher Betrachtungen
zu Aussagen der Form (i) bis (iv) kommen kann und dann schlieffen kann, dass der
betrachtete Prozef ein Poisson-Prozefl sein muf.

Beispiel 7.2.4 (Rekorde) Beobachtet werde eine Folge von zufilligen Verdnderlichen
Y1, Ys, - --. die identisch und unabhéngig verteilt seien. Dabei sei Y; = Y (t;), t; Zeit-
punkte. Die Y; haben die Dichte f und die Verteilungsfunktion F', und damit die Ha-
zardfunktion \(¢t) = f(¢)/(1 — F(t)).

Man kann nun den Begriff des Rekords einfithren: Ein Rekord kommt zur Zeit ¢ = ¢,
vor genau dann, wenn Y, > max (Y, -+ ,Y,_1) ist; Yo = —o0. Y}, heiBt dann Rekord-
wert. Es sei X (t) die Anzahl der Rekordwerte, die die bis zur Zeit ¢ erreicht wurden.
Dann ist X; = {X(¢), t > 0} ein Zé&hlprozeB. Das Ereignis, das hier gezéhlt wird, ist
das Auftreten eines Wertes, der grofler als alle vorangegangenen ist. Gesucht ist nun
das Wahrscheinlichkeitsmaf fiir den Prozef3 X;.

Dazu betrachtet man das Intervall (¢, ¢ + h). Ein Rekord tritt auf zwischen ¢ und
t + h nur dann, wenn X (¢t + h) > X (¢) ist. Fiir die Hazardfunktion gilt dann also

P(ty € (t,t+ h)[tn > t) = A(t)h + o(h).

Nach Definition 7.2.5, p. 211, (iv) charakterisiert dies aber den inhomogenen Poisson-
Proze (und fiir A(f) = A = konstant den homogenen). Das Auftreten von Rekorden
kann also allgemein durch einen inhomogenen Poisson-Prozefl beschrieben werden, wenn
nur die stochastische Unabhéngigkeit der Zwischenzeiten der urspriinglichen Ereignisse
angenommen werden kann. Damit ist auch die Verteilung der Zeiten zwischen den
Rekorden gegeben. O

Beispiel 7.2.5 Ehe- und andere Partner streiten gelegentlich miteinander. Es seien
Y1,Ys,--- die Zeiten zwischen den einzelnen Streits. Ein Rekord friedlichen Zusam-
menlebens tritt dann auf, wenn die letzte Zwischenzeit Y,, ldnger als alle anderen ist;
T; =Y,, n > 1ist dann der i-te Rekord. Macht man die — vereinfachende — Annahme,
dass die Y}, stochastisch unabhéngig und identisch verteilt sind, so wird tiber die T; ein
vermutlich inhomogener Poisson-Prozef erzeugt. Gelegentliche Haufungen der Rekor-
de, d.h. das gelegentliche Auftreten immer langer werdender Zwischenzeiten — muf also
noch nicht notwendig als Verbesserung des ehelichen Klimas gewertet werden, denn der
Zufall zieht bereits solche Haufungen nach sich. Genauere Aussagen lassen sich ma-
chen, wenn eine bestimmte Hazardfunktion fiir die Zwischenzeiten Y}, d.h. die Zeiten
zwischen den ehelichen Auseinandersetzungen, angenommen werden kann. Fiir Y; = y
gelte insbesondere

AMy) = aBy?t, a>0, B>0. (7.47)
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Dies ist die Hazardfunktion der Weibull-Verteilung (vergl. Definition 2.3.2, p. 61, Glei-
chung (2.30), p. 61), und Beispiel 6.2.7, p. 193, d.h. es soll gelten

P(Y; <y)=1—exp (—ayﬂ) . (7.48)

Fiir 8 > 1 steigt A(y) mit wachsendem ¢. Die Zeit bis zum n#chsten Rekord ist aber
durch

P(X(t) <y) = exp (— /Oy A(T)dT>

gegeben; wird nun A(7) grofer fir alle 7, so wird P(X(t) < y) kleiner, d.h. aber die
Absténde zwischen den Rekorden werden kleiner. Dem entspricht, dass nach (7.16)
P(Y < y) fiir festes y eher bei 1 liegt, wenn [ grofler ist, als bei kleinerem Wert von
5. Dieses wiederum bedeutet, dass die Ehestreits schneller aufeinander folgen; kleinere
Abweichungen der Zwischenzeiten nach oben bedeutet also auch schneller aufeinander-
folgende Rekorde. Fiir § < 1 kehrt sich die Betrachtung um, im Vergleich zum Fall
B > 1 lassen Rekorde langer auf sich warten, und dafiir sind die Zeiten zwischen den
Kréchen von vornherein grofier.

Man muf} hier bedenken, dass die Weibull-Verteilung nicht aus einen spezifischen
Modell der Interaktion zwischen (Ehe-)Partnern gefolgert wurde, sondern dass sie ein-
fach aufgrund ihres héufig guten ”Fits” an entsprechende Daten gewihlt worden ist.
Damit ist gemeint, dass empirische Daten dieser Verteilung haufig gut entsprechen. In
einem theoretisch anspruchsvolleren Modell wird man aber versuchen, die Hazardfunk-
tion und damit die Verteilung der Zwischenzeiten aus den psychologischen Annahmen
zu deduzieren. O

In bezug auf Unfille lassen sich Betrachtungen anstellen, die zu denen in Beispiel 3.10.1,
p- 116, analog sind. In der Tat findet man nun hiufig, dass die Unfallzahlen selbst sich
nicht gut durch einen homogenen oder allgemeiner inhomogenen Poisson-Prozef3 be-
schreiben lassen. Betrachtet man z.B. Unfille in einer Fabrik in einem Zeitabschnitt
bestimmter Lénge, so erhélt man oft eine bessere Charakterisierung der Haufigkeits-
verteilung, wenn man letztere als eine Mischung von Verteilungen, insbesondere von
Poisson-Verteilungen, auffasst: fiir jede Person ist die Anzahl der Unfille zwar Poisson-
verteilt, aber die Personen haben verschiedene Parameter. Eine Diskussion solcher Ver-
teilungen findet sich in Kendall und Stuart (1969), p. 129.

Zum Abschluf} sollen einige aus Poisson-Prozessen abgeleitete Prozesse betrachtet
werden.

7.2.3 Der zusammengesetzte Poisson-Prozef3; Shot-Noise

Vielfach kann der interessierende stochastische Prozef§ als aus iiberlagerungen von Ef-
fekten resultierend betrachtet werden, die durch zuféllig auftretende Impulse ausgelost
werden; man denke etwa an die Schocks, die wahrend einer Autofahrt durch unvor-
hergesehene Verkehrssituationen bewirkt werden und die durch sie erzeugten Adrena-
linausschiittungen. Die Folge der Schocks kann hiufig als Poisson-Prozefl beschrieben
werden. Wir benétigen zunéchst die
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Definition 7.2.6 Es sei Xy ein Poisson-ProzefS und € > 0 sei eine reelle Zahl. Dann
heifit der Prozef3 Yy = {Y (t),t > 0} mait
X(t - X(t
vt = 2t = X (7.49)

€

wobei X (t) eine Trajektorie des Poisson-Prozesses ist, ein Poisson-Inkrement-Prozef.
Weiter seien t; die zufilligen Zeitpunkte, zu denen sich die Trajektorien X (t) jeweils
um 1 erhéhen; die t; heiffen Zufallspunkte (Papoulis, (1965)). Weiter werde der Prozef
Zy ={Z(t), t > 0} dessen Trajektorien durch

_dX(t)

Z(t) = =2~ =lm Y (t) (7.50)

definiert werden, gebildet. Z; heifst dann Poisson-Impuls-Prozef3.

Es sei X (t+ €) — X(t) = k die Anzahl der Ereignisse in (¢,t + €). Dann ist Y (t) = k/e
und es folgt

PY(t) = kfe) = e (A]:!)k (7.51)

und fiir die Mittelwertsfunktion E(Y (¢)) erhélt man daraus sofort
1 1
E(Y(t) = EE(X(t +¢€)) — EE(X(t)) =\ (7.52)

Die Autokorrelation von Y; ergibt sich durch leichte Rechnung (vergl. Papoulis (1965),
p. 287)

AQ, ‘tl — tg’ > €

R(t1,t2) = (7.53)

D T R
Der Impulsprozefl kann auf die folgende Weise dargestellt werden. Es sei d(t) die Dirac-
Delta-Funktion, d.h. §(¢) = 0 fiir ¢ # 0 und 6(¢) = oo fiir t = 0, [ (¢)dt = 1. Dann 148t
sich eine spezielle Trajektorie von Z; durch die Summe

Z(t) =Y 6(t—t) (7.54)

darstellen, wobei die t; die zum Poisson-Prozefl geh6renden Zufallspunkte sind. Nach
(7.22) ist Z; ein ProzeB, dessen Trajektorien durch Folgen von Impulsen gegeben sind,
die zu den zufilligen Zeiten t; eintreten. Es gilt

E(Z(t)) =\, R(tl, tg) =\ + )\(5(1‘51 — tg). (755)
Dies folgt aus (5.2.9) und (7.21), indem man e gegen Null streben lafit.

Definition 7.2.7 Es sei h(t) eine beliebige reelle Funktion, die der Bedingung h(t) =0
fir t <0 gentigt. Der stochastische Prozef$ Sy mit den Trajektorien

s(t) = Zn: h(t —t) (7.56)
=0

heif$t Shot-Noise.
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Shot-Noise wurde zuerst im Zusammenhang der Erkldrung des durch thermische Be-
wegungen der Elektronen in Elektronenrohren erzeugten Rauschens beschrieben. Das
Eintreffen eines Elektrons zur Zeit ¢; (d.h. eines Impulses zur Zufallszeit t;) erzeugt
einen Effekt h(t —t;), der sich als "Rauschen” duflert. Dafl der Shot-Noise-Prozefl auch
auflerhalb der Elektronik von Interesse ist, wird gleich verdeutlicht werden. Ist der zu
den t; korrespondierende Poisson-Prozefl homogen, so gelten fiir die Mittelwertsfunkti-
on etc. die folgenden Aussagen (vergl. Papoulis (1965), p. 561)

e}

h(t)dt, E(s*(t)) = \? [/Oo h(t)dtr + A/Oo R2(t)ydt  (7.57)

—00 —0o0

B(s(t)) = )\/

" R(r) = N2 [ /_ Z h(t)dt] i /_ Z h(@)h(t + a)da. (7.58)

Die Beziehungen in (7.25) sind auch als Campbells Theorem bekannt. Aus (7.26) ergibt
sich das Power-Spektrum des Shot-Noise geméf3

S(w) = 20N\ H(0)8(w) + A H (iw)[? (7.59)
mit ¢ = +/—1, und H ist die Fourier-Transformierte von h. Hat der Poisson-Prozef3

keine konstante Intensitét A, sondern ist er inhomogen, so folgt

Bs(t)) = / T At - T)dr (7.60)

—0o0

und die Autokovarianz ist durch

C(t1,t2) = /OO AT)h(t1 — 7)h(te — T)dT (7.61)

—00

gegeben.

Definition 7.2.8 Es sei Xy ein Poisson-Prozef$ und es seien & unabhdngige und iden-
tisch verteilte zufillige Verdnderliche. Weiter sei ny = X (t), d.h. n, sei die Anzahl der
FEreignisse bis zur Zeit t. Dann ist Uy = {U(t)|t > 0} mit

Ui =S¢ (7.62)
=1

ein zusammengesetzter Poisson-Prozef3.

Es ld8t sich zeigen (Ross (1983), p. 39, dass die Mittelwertsfunktion eines zusammen-
gesetzten stochastischen Prozesses durch

E(X (1)) = ME(Y) (7.63)

und die Varianz durch
Var(X(t)) = ME(Y?) (7.64)

gegeben ist.
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Beispiel 7.2.6 Ein Autofahrer fahrt auf der Autobahn von A nach B. Wihrend der
Fahrt treten zufillig immer wieder unvorhergesehene Situationen auf, die eine Schock-
wirkung insofern haben, als sie im Autofahrer eine Adrenalinausschiittung bewirken.
Es werde angenommen, dass die Schocksituationen als Poisson-Prozel X; auftreten,
und &; sei die beim i-ten Schock ausgeschiittete Adrenalinmenge. Dann ist

Y (1)
ut)=>y &
=1

die Gesamtmenge von Adrenalin, die aufgrund der Schockwirkungen ausgeschiittet wur-

de.

U(t) ist eine Trajektorie eines zusammengesetzten Poisson-Prozesses. Es sei noch
einmal hervorgehoben, dass U(t) die Gesamtmenge des ausgeschiitteten Adrenalins ist,
nicht aber die Gesamtmenge des zur Zeit t im Kdrper befindlichen Adrenalins. Um
diese zu repréisentieren, mufl man bedenken, dass das Adrenalin auch wieder abgebaut
wird. Es sei t; ein Zeitpunkt, zu dem ein Schock eintritt, der eine Adrenalinausschiitung
nach sich zieht. Der Verlauf des Adrenalinspiegels kann u.U. durch eine Funktion h(t)
(Impulsantwort) abgebildet werden. Man kann nun die Folge der Schocks durch

Z(t) =) aié(t —t;) (7.65)

i
repréisentieren. a;0(t — t;) ist also ein Schock zur Zeit t; mit der Intensitdt a;. Den
tatsdchlichen Adrenalingehalt zur Zeit ¢ kann man dann durch

S(t) = a;h(t —t;) (7.66)

darstellen. S(t) ist Shot-Noise charakterisierbar. O

7.2.4 Geburts- und Todesprozesse
Reine Geburtsprozesse

Gegeben sei ein Zéhlproze X; = {X (¢),t > 0}, wobei X (¢) die Anzahl der Elemente
in einer sich entwickelnden Population zur Zeit ¢t angebe.

Es sollen stochastische Prozesse betrachtet werden, die die Entwicklung bzw. das
Wachstum einer Population repréisentieren. Man mag an eine Baktierienkultur denken:
nach einer zufillig verteilten Zeit teilt sich ein Bakterium, aus einem werden zwei, und
so fort. Aber auch die Ausbreitung von Infektionen oder Geriichten 143t sich als ein
solcher Wachstumsprozef§ betrachten. Ein besonders einfach strukturierter Prozefl ist
der folgende:

Definition 7.2.9 Es sei Xy = {X(t),t > 0} ein Zihlprozef3, wobei X (t) den Umfang
einer Population zur Zeit t reprisentiere; X (t) = n, n € N, bedeutet, dass es zur Zeit
t gerade n Elemente in der Population g¢ibt. Zu zufilligen Zeitpunkten t; erhdhe sich
X(t) um 1, d.h. X(t;) = X(t)+1, ti—1 <t < t;. Die Zwischenzeiten T; = t; —t;—1 seien
exponentialverteilt mit dem Parameter ;. Dann heifst X; ein reiner Geburtsprozes.
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Anmerkung: Fiir \; = ) eine Konstante ist X; ein Poisson-Prozef3. Der Poisson-Prozef3
ist also ein Spezialfall eines reinen Geburtsprozesses.

Insbesondere kann jedes Element der Population stochastisch unabhéngig von den
anderen ein neues Element erzeugen:

Definition 7.2.10 FEs sei X; ein reiner Geburtsprozefs, bei dem jedes Element der
Population stochastisch unabhdngig von den anderen ein neues Element erzeugen kann
und wobei der Parameter fiir die Wartezeit bis zu einer solchen Erzeugung gleich A
ist fir alle Elemente. Dann heiffit X; ein Geburtsprozefl mit linearer Geburtsrate, oder
Yule- bzw. Yule-Furry-Proze83. (Yule (1924); Furry (1937))

Es sei X; ein Yule-Prozefl und die Population habe den Umfang n erreicht. Wir betrach-
ten die Wahrscheinlichkeit, dass in einem Zeitintervall der Lénge h ein neues Element
erzeugt wird. Fiir jedes Element ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein neues Element
innerhalb der Zeitspanne h gebildet wird, durch 1 — e~*"* gegeben. Die Wahrschein-
lichkeit, dass kein neues Element erzeugt wird, ist dann (e )" = ¢, Dann ist die
Wahrscheinlichkeit des Ereignisses Ag = {mindestens ein Element wird erzeugt},

P(A()) =1- 6_n/\h.

Nun sei A, = {gerade ein Element wird wihrend der Dauer h gebildet}, und h sei
klein in dem Sinne, dass P(Ap) ~ P(A}), d.h. die Wahrscheinlichkeit, dass 2 oder mehr
Elemente erzeugt werden sei, vernachléssigbar klein, und 1 —exp(—nAh) ist in beliebig
guter Naherung die Wahrscheinlichkeit, dass gerade ein Element erzeugt wird. Dies
bedeutet aber gerade, dass der Parameter fiir die n-te Wartezeit durch n\ gegeben ist.
Weiter ist aber auch exp(—nAh) ~ 1 — nAh, und es folgt fiir das Ereignis A = {ein
Element wird gebildet}

P(A) = 1— (1 —nAh) =nAh. (7.67)

Dieser Ausdruck ist niitzlich, wenn man p,(t) := P(X(t) = n), die Wahrscheinlichkeit,
dass die Population zur Zeit ¢ den Umfang n angenommen hat, bestimmen will. Um sie
zu bestimmen, betrachtet man p,(t + h). Dies ist also die Wahrscheinlichkeit, dass die
Population zur Zeit t+h den Umfang n hat. Das (zufillige) Ereignis { X (t4+h) = n} kann
nun auf zwei Weisen zustande kommen: entweder es ist X (¢) = n und zwischen ¢ und
t+h verdndert sich der Wert von X (¢) nicht, oder es war X (t) = n—1 und und der Zeit
zwischen ¢ und ¢+ h erhoht sich der Wert von n—1 auf n, so dass ebenfalls X (t+h) = n.
Die Wahrscheinlichkeit, dass n wiahrend der Zeit zwischen ¢ und ¢t+h unverdndert bleibt,
ist P(kein Element wird erzeugt) = 1 — P(mindestens ein Element wird erzeugt), und
nach (7.67) ist dann P(kein Element wird erzeugt) = 1 — nAh. Also ist

Pult+ h) = pa()(1 = nAR) + p1 (E)(n — AR+ o(R) (7.68)
Wegen p,(t)(1 — nAh) = p,(t) — nAhp,(t) folgt dann
pn(t + h) - pn(t) = pn—l(t) (n - 1)>‘h - n)‘hpn(t) + O(h)

und
pn(t + h) - pn(t)

= pn-1(t)(n — 1A = nApu(t) + o(h). (7.69)
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Fiir h — 0 folgt

dpn (1)
dt

= Py(1) = —nApa(t) + (n— DApu_i(t), p(0) =00 (7.70)

Dies ist eine Differential-Differenzengleichung fiir p,(¢), und man verifiziert durch Ein-
setzen, dass dann fiir eine anfingliche Gréfle k£ der Population

pn(t) = <Z : ;) e~kM (1 — g kMyn—k (7.71)

gelten muB; eine Herleitung von (7.71) aus (7.70) wird im Anhang gegeben'. Dies ist
der Ausdruck fiir die negative Binomialverteilung. Ist zum Zeitpunkt ¢ = 0 die Grofle
der Population gleich 1 (es gibt nur eine infizierte Person), so wird aus (7.71)

pn(t) = e_)‘t(l — e_)‘t)”_l; (7.72)

dies ist die geometrische Verteilung. (7.71) und (7.72) liefern die Wahrscheinlichkeit
dafiir, dass die Population zum Zeitpunkt ¢ den Umfang n hat. Man findet

E[X(t)] = E[X(t) — X(0)] + k = ke (7.73)

Var[X(t)] = Var[X (t) — X(0)] = keM(eM — 1). (7.74)

wobei k wieder der Umfang der Population am Anfang ist.

Beispiel 7.2.7 In der Theorie der Ausbreitung von Infektionen (Epidemiologie) gilt
der Yule-Furry-Proze als ”triviales” Modell (Frauenthal (1980), p. 25; analog hierzu
mag man es als triviales Modell fiir die Ausbreitung von Geriichten bezeichnen. Um zu
sehen, dass das Modell ”trivial” ist, betrachte man die Annahmen iiber die Ausbreitung
einer Infektionskrankheit, die auf den Yule-Furry-Prozef fithren:

Al: Gegeben sei eine Population mit konstantem Umfang N, d.h. es gibt keine Ge-
burten, Todesfille, Zu- oder Abwanderungen.

A2: Eine Person (allgemein: ein Element) aus der Population hat ein Merkmal A (ist
mit dem Geriicht infiziert), oder A (ist nicht infiziert)

A3: A wird durch Kontakt weitergegeben, wobei es keine latente Phase gibt

A4: Alle Personen (Elemente) der Population sind gleich infizierbar, und alle Infizier-
ten sind gleich ansteckend.

Damit der Ausbreitungsprozef als reiner Geburtsprozefl betrachtet werden kann, mufl
dariiber hinaus N = oo gefordert werden, denn es wird bei einem reinen Geburtsprozefl
ja keine obere Schranke fiir die Anzahl der erzeugten Elemente gesetzt. Hat man diese
Forderung akzeptiert, so sieht man, dass die Annahmen Al bis A4 den Annahmen, die
zu einem Yule-Furry-Prozef fiithren, dquivalent sind, und nach (7.73) erhélt man als
durschnittliche Zunahme der Infizierten eine Exponentialfunktion. (7.73) ist identisch

! Anhang hierfiir wird noch geliefert!
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mit dem Wachstumsgesetz, dass man erhélt, wenn man ein deterministisches Modell
der Infektionsausbreitung formuliert: Ausgehend von den Annahmen Al bis A4 sei
X (t) die Anzahl der Infizierten zur Zeit ¢, und es sei b die durchschnittliche Anzahl von
Kontakten noch Infizierbarer, die zu einem neuen Infizierten pro Zeiteinheit und pro
bereits Infiziertem in der Poplation fithren. Dann gilt

X(t+h) = X(£) + bhX (1),

woraus

X(t+h)— X(t)
h
folgt. Fiir A — 0 erhélt man dann die Differentialgleichung

= bX(t)

dX(t)
—= =bX(t 7.75
P =X (), (7.75)
die bekanntlich die Losung
X(t) = z,eM (7.76)

hat; dies entspricht (7.73). Dabei ist zyp = X (0), und b entspricht dem Parameter A in
(7.73). Die Tatsache, dass das deterministische Modell gerade mit der Mittelwertsfunk-
tion des stochastischen Modells (d.h. des Yule-Furry-Prozesses) iibereinstimmt, gilt
iibrigens nicht notwendig fiir deterministische Modelle und ihre stochastischen &dqui-
valente. Als Beispiel werde das klassische einfache epidemische Modell (Frauenthal)
betrachtet.

Ein unbeschrinktes Wachstum der Anzahl der Infizierten ist eine unplausible In-
plikation der Annahmen Al — A4, deshalb soll nun N < oo gefordert werden. Es sei
weiter A(t) die Anzahl der ansteckbaren Elemente zur Zeit ¢, und (3 sei die durchschnitt-
liche Anzahl von Kontakten zwischen ansteckbaren und bereits infizierten, die zu einer
neuen Ansteckung pro Zeiteinheit pro bereits infiziertem Element pro ansteckbarem
Element fithren. Dann ist N = S(¢t) + X (¢), und weiter folgt dX (¢t)/dt = 5S(t)X (),
dS(t)/dt = —pS(t) X (t). Aber S(t) = N — X (t), so dass

dX (1)

—= = BX (B - X(1). (7.77)

Dies ist die logistische Gleichung, und sie hat die Losung

xo exp(N St)
X(t) 1 —z0(1 —exp(Npt))/N
Zo

= 7.78

exp(—NpBt)(1 — z9/N) + xo/N (7.78)

Fiir t — oo strebt nun exp(—Npt) gegen Null, so dass X (¢) gegen N strebt. Das

(deterministische) Modell impliziert also, dass am Ende alle Elemente der Population
infiziert sind.

Frauenthal (1980), p. 34, diskutiert weiter die stochastische Version des klassischen
Modells. A(t) sei wie vorher die Anzahl der Infizierbaren zur Zeit ¢, und es sei Sh die
Wabhrscheinlichkeit eines Kontaktes zwischen einem bestimmten infizierbarem Element



7.2. ZAHLPROZESSE 221

und einem bereits infizierten, der zu einem neuen infizierten Element wihrend des
kleinen Intervalles h fiihrt. Es sei weiter

pi(t) = PIX(t) = kN A(t) = N — k.

Nach (7.62) gilt nun fiir einen reinen Geburts- (hier: Ansteckungs-) Proze pl (t) =
Pl (t) = —nApn(t) + (n — 1)App—1(t). Dabei représentiert n\ den Fall, bei dem keiner
der Infizierten die Krankheit weitergibt. Hierfiir mufl nun Sk(N — k) eingesetzt werden.
Analog dazu hat man fiir (n—1)\ jetzt 5(k—1)(n—k+1) einzusetzen; dieser Ausdruck
beschreibt den Fall, bei dem einer der k — 1 bereits Infizierten die Krankheit an einen
Nichtinfizierten weitergibt. (7.62) nimt dann die Form

Pi(t) = =Bk(n — k)pr(t) + Bk — 1)(N — k + 1)pp_1(2) (7.79)

an. Diese Differentialgleichung ist nichtlinear im Index k, und es gibt keine Moglichkeit,
die Losung in geschlossener Form anzuschreiben. Es gelingt dementsprechend auch
nicht, die Mittelwertsfunktion E(X (¢)) in geschlossener Form darzustellen. Es 148t sich
jedoch zeigen, dass d?E(X (t))/dt?> — 3?(N—3)(N—1) fiir t — oo, und dies gilt nicht fiir
das deterministische Modell (7.76). Erst fiir N — oo gleichen sich die deterministischen
und die stochastischen Versionen einander an. O

Reine Todesprozesse

Beim Yule-Furry-Prozefl werden die Zeiten zwischen den Ereignissen immer kiirzer,
weil die Anzahl der Elemente, die neue Elemente erzeugen, wéchst. Man kann nun den
umgekehrten Fall, bei dem die Anzahl der Elemente mit jedem Ereignis fillt, betrachten.
Statt eines Geburts- hat man einen Todesproze. Bei einem solchen Prozefl werden
dann die Zwischenzeiten immer ldnger. So kann man einen Prozefl betrachten, der
mit n Elementen beginnt und bei dem zunéchst ein Element mit einer exponentiellen
Wartezeit mit dem Parameter nA ”stirbt”. Die Wartezeit bis zum néchsten Todesfall
ist darnach exponentiell mit dem Parameter (n — 1)\, etc.

Definition 7.2.11 Es sei X; = {X(t), t > 0} ein stochastischer Prozef§ mit X (0) =
n, und zu zufilligen Zeiten t; verringert sich X(t) wm 1. Die Zwischenzeiten seien
exponentiell verteilt mit der Rate \; = (n —i)\. Dann heif$t X; reiner Todesproze8.

X, ist kein Z#hlprozeB im Sinne von Definition 7.2.1, da sich ja der Wert der Trajek-
torien X (¢) mit jedem Ereignis jeweils verringert. Man kénnte natiirlich die Ereignisse
auch in diesem Falle zéhlen und hétte dann einen mit X; assoziierten Zahlprozef3. Die
Herleitung der Verteilung py(t) geschieht jedenfalls analog zu (7.71), und man erhélt

P(k; M) = <Z> (e M)k (1 — e=M)n (7.80)

fiir die Wahrscheinlichkeit der Anzahl k der Ereignisse im Intervall (0,¢]. (7.80) ist die
Binomialverteilung.
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Beispiel 7.2.8 Das Assoziieren von Begriffen zu einem Oberbegriff 148t sich in erster
Niherung durch einen reinen Todesprozefi beschreiben (McGill (1963). So lieBen Bous-
field und Sedgewick (1944) ihre Vpn soviele amerikanische Stédte nennen, wie sie nur
konnten, und bestimmten die Zeiten zwischen den Assoziationen. Die Autoren zeigten,
dass die Zwischenzeiten zunéchst kurz waren, aber immer grofier wurden. Insbesondere
konnten sie eine Kurve der Form

y(t) = c(1 — e ) (7.81)

an die Daten anpassen; dabei ist y(¢) die Gesamtzahl von Assoziationen, die bis zur
Zeit t erzeugt wurden (Y; = {Y(¢), t > 0} ist hier also ein Zihlproze}), und c ist eine
Asymptote. A ist ein freier Parameter.

Nun ist nach (7.80) px(t) durch die Binomialverteilung gegeben, und zwar mit den
Parametern n und p = 1 — e~ *; folglich ist der Erwartungswert E(k,t) = np =
n(1 — e ). Dieser Ausdruck ist aber identisch mit dem von Bousfield und Sedge-
wick angepafiten, d.h. mit (7.81) mit ¢ = n. In der Tat mu n die Asymptote sein,
denn n ist die Gesamtzahl der gespeicherten Begriffe fiir den gegebenen Oberbegriffe.
(7.81) kann als Mittelwertsfunktion aufgefafit werden. Die Verbindung von (7.81) mit
(7.80) legt also nahe, dass der Suchprozef}, der die assoziierten Begriffe liefert, eine dem
Todesprozef3 entsprechende Struktur hat. Dies bedeutet, dass man vermuten kann, dass
die Zeitkonstante bei jeder produzierten Assoziation, d.h. bei jedem gefundenen Begriff,
reduziert wird, denn dies ist ja die Bedeutung der immer linger werdenden Suchzeiten.

Es muf} noch geklart werden, welche Elemente denn hier ”sterben”. Dazu kann man
annehmen (McGill (1963), p. 345), dass die Suche nach noch nicht produzierten Begrif-
fen einer zufilligen Wanderung durch die Menge (mit dem Umfang n) der gespeicherten
Begriffe gleicht. Ist ein Begriff gefunden worden, so ist die Zeit der iiberpriifung, ob er
schon genannt wurde, exponentiell verteilt. Ist der gefundene Begriff schon genannt wor-
den, so geht die Suche weiter. Ist er noch nicht gefunden worden, so wird er genannt
und mit einer Marke versehen, um zu kennzeichnen, dass er bereits genannt worden ist
(die genannte iiberpriifung der Begriffe ist also ein Test auf das Vorhandensein einer
solchen Marke). Diese Markierung entspricht dem ”Sterben”, denn das Element ist nun
nicht mehr verfiighar.

Wie McGill ausfiihrt ist ein solches Modell nur eine erste Anndherung, denn es
kann nicht das tatséchlich beobachtete ”Clustering” in den Daten erkldren: offenbar
gibt es fiir einen Oberbegriff eine Reihe von Sub-Oberbegriffen. Gelangt die Suche zu
einem solchen Sub-Oberbegriff, so werden erst einmal Begriffe aus der entsprechenden
Teilmenge genannt, und zwar mit zundchst wieder groflerer Zeitkonstante. Weiter wer-
den gelegentlich Abweichungen von der Exponentialkurve insbesondere am Anfang des
Assoziationsprozesses beobachtet. Gleichwohl kann das Modell des Todesprozesses als
Ausgangsmodell fiir verfeinerte Versionen gelten. (|

Beispiel 7.2.9 McGill liefert ein weiteres Beispiel fiir die Anwendung des Todespro-
zesses, ndmlich zur Erklarung der Funktionsweise des Photorezeptors, wie sie zuerst
von Mueller (1954) vorgeschlagen wurde. Der Muellerschen Theorie zufolge erfihrt ein
Molekiil der photosensitiven Substanz im Rezeptor eine Zustandidnderung, wenn es
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ein Lichtquantum absorbiert. Nach einer zufillig verteilten Zeitdauer fithrt dieser Zu-
standwechsel zur Erzeugung eines neuronalen Impulses. Wird der Rezeptor durch einen
kurzen Impuls von 1 bis 10 ms Dauer stimuliert, so geht eine Anzahl von Molekiilen
direkt in den aktivierten Zustand iiber. Die Anzahl der Lichtquanten, die den Rezeptor
erreichen, ist Poisson-verteilt, wird aber der Einfachheit halber als konstant angenom-
men. Werden nun n Molekiile aktiviert, so beginnen simultan n Prozesse mit zufillig
verteilten Dauern, die zur Erzeugung von neuronalen Impulsen fithren. Die Prozesse
seien stochastisch unabhéngig und die Zeitdauern seien exponentialverteilt mit dem
Parameter A. Die Zeitdauer bis zum ersten Impuls ist die kleinste der Zeiten ¢1,--- ,t,,
t = min(ty,--- ,t,). t ist durch

n
P(ﬂ{tgtﬁ) =Pt<tint<ty---Nt<ty)
=1

gegeben, und wegen der stochastischen Unabhéngigkeit gilt

P (ﬁ{t < ti}) = f[(l — Fi(t)) (7.82)

i=1 i=1
wenn F; die Verteilungsfunktion von t; ist. Aber die t; haben alle die gleiche Vertei-
lungsfunktion F, also gilt

P (ﬁ{ti > t}) — (1-F@)" (7.83)

i=1

Die Dichte g (¢) fiir die erste Zwischenzeit ist dann durch Differentiation von G gegeben,
und es folgt

g1(t) = n(1 = F())" "' f (1), (7.84)
mit f(t) = dF(t)/dt. Fiir F(t) = 1 — exp(—At) folgt
g1(t) = n(e )" Ihe ™ = pre ™M, (7.85)
Fiir die Wartezeit der (k + 1)-ten Antwort findet man (McGill, p. 347)
gr+1(t) = (n — k))\(Z) (e M)k (1 — g7, (7.86)

Diese Verteilung ist identisch mit der Verteilung der Zwischenzeiten eines Todespro-
zesses. Der Prozefl der Erzeugung von neuronalen Impulsen ist strukturell dquivalent
einem Suchprozef3, bei dem simultan nach n verschiedenen ” Alternativen” gesucht wird;
eine Alternative ist die Erzeugung eines Impulses.

In Kapitel 6 wurde die Verteilung von Extremen diskutiert und es wurde gezeigt,
dass fiir hinreichend grofies n die Verteilung des Minimums gegen eine Grenzverteilung
konvergiert. Insbesondere wurde in Beispiel 6.2.6 (p. 192) die Grenzverteilung fiir das
Minimum exponentialverteilter Variablen hergeleitet; diese Grenzverteilung ist wieder
durch eine Exponentialverteilung gegeben)

Das Modell stellt wiederum eine starke Vereinfachung dar, illustriert aber den me-
taphorischen Charakter der Begriffe des ” Absterbens” oder der ”Geburt”, die in der
urspriinglichen Formulierung der Definition der Prozesse vorkommen. ]
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Verallgemeinerung: Geburts- und Todesprozesse

Die reinen Geburts- oder Todesprozesse stellen fiir viele Anwendungen eine zu star-
ke Vereinfachung dar, deren Niitzlichkeit abe darin besteht, einen ersten Ansatz zur
Modellierung der zur Diskussion stehenden Prozesse zu liefern. So wird bei der For-
mulierung des ”trivialen” epidemiologischen Modells als einen reinen Geburtsprozesses
u.a. nicht in Rechnung gestellt, dass Infizierte auch sterben kénnen oder sich von Kon-
takten mit Nichtinfizierten fernhalten und damit zur Weitergabe der Infektion nicht
mehr zur Verfiigung stehen. Man kann nun Geburts- und Todesprozesse miteinander
kombinieren und somit zu realistischeren Modellen gelangen. Dies soll hier nicht wei-
ter verfolgt werden; Darstellungen hieriiber findet man in Feller (1968), Ross (1983),
Parzen (1962).

7.3 Markov-Ketten

7.3.1 Grundlegende Definitionen

Viele in der Psychologie betrachteten Prozesse kénnen als Folge von Ereignissen
S0, 5157+ 5,

angesehen werden. So kann es von Interesse sein, in einer Fabrik die Folge der Unfille
zu analysieren, oder in einer psychiatrischen Klinik die Folge der als ”schizophren” ein-
gestuften Patienten, oder die Abfolge bestimmter Klassen von Interaktionen in einer
sozialen Gruppe, die Folge der Gewalttaten gegen Auslinder, etc. Der iibergang von
einem Ereignis zu einem anderen ist dabei zufillig in dem Sinne, als nicht mit Sicherheit
gesagt werden kann, welches Ereignis auf ein beeits eingetretenes folgt. Dementspre-
chend sind die iibergangswahrscheinlichkeiten p(Sg|Sk_1, Sk—2, -+, So) von Interesse;
sie reflektieren in einem noch zu spezifizierenden Sinne die Struktur des betrachteten
Prozesses.

Definition 7.3.1 Zu einem Zeitpunkt t;, sei der Prozefy im Zustand S;, und im Zeit-
punkt ty_1 sei der Prozef§ im Zustand S;. Weiter gelte

P(Sk|Sk—1, k-2, ,50) = P(S;]5), (7.87)

so dass der iibergang nach S; nur vom Zustand zur Zeit ty_1 abhdngt. Dann heif$t die
Folge der Zustinde S,, S1, -+, Sk, --- Markovkette.

Prozesse mit der Eigenschaft (7.87) nehmen deswegen eine zentrale Rolle bei dem An-
wendungen der Theorie der stochastischen Prozesse ein, weil die Analyse solcher Pro-
zesse wesentlich einfacher ist als die von Prozessen, die (7.87) nicht erfiillen. In vielen
Féllen ist (7.87) auch nicht nur eine Vereinfachung, sondern durchaus plausibel.
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Es sei p;j = p(S;|S;). Die p;; konnen zu einer Matrix zusammengefafit werden:

P11 P12 - Pin
P21 P22 - DP2n
P= oL (7.88)

Pj1 Pj2 - Djn

P heifit auch Matriz der tibergangswahrscheinlichkeiten. Die tibergangswahrscheinlich-
keiten p;; konnen dabei eine Funktion der Zeit sein, so dass p;; = p;;(t). Gilt p;; =
constant fir alle 4, j, so heifit die Markov-Kette homogen. Die Anzahl der Zustédnde
kann, muf} aber nicht endlich sein.

Beispiel 7.3.1 (Random Walk) Gegeben sei eine Folge von Zustdnden
{‘ T S37 _527 _Sl7 S07 Sl7 527 S37 T }

Es gelte P(S;—1|S;) = 1 — p, p(Si+1]S;) = p, und p sei unabhéngig von ¢, mithin ist
die Folge eine Markov-Kette. Offenbar ist p(S;]S;) = 0 fiir j # 4 — 1 oder j # i+ 1. S;
kann mit dem Wert z; einer zufilligen Verdnderlichen, die ein Merkmal représentiert,
gleichgesetzt werden. Demnach heifit die Folge Random Walk, da sie unter anderem
den zufélligen Weg eines Teilchens beschreibt, dass zu bestimmten Zeitpunkten mit
der Wahrscheinlichkeit p nach rechts und mit der Wahrscheinlichkeit 1 — p nach links
gestoBen wird. Wird nicht festgelegt, wann der Random Walk endet, so gibt es un-
endlich viele Zusténde. Fiir eine endliche Anzahl von moglichen Zustdnden ergibt sich
insbesondere

P11 P12 - Pln

p | PP P (7.89)
Pm1i Pm2 ' Pmn

O

Beispiel 7.3.2 (Entscheidungsverhalten: das VTE-Modell (von Vicarious Trial and
Error)). Eine Person muf sich zwischen zwei Alternativen A; und Ay entscheiden. Um
in der gegebenen Situation zu einer Entscheidung zu gelangen, muf} sie verschiedene
Aspekte der Situation abwégen. Die Betrachtung eines bestimmten Aspekts erlaubt ihr
den iibergang zu Ay, falls der Aspekt zu einer bestimmten Menge M7 gehort, gleichwohl
ist der iibergang dann nicht sicher, falls der Aspekt nicht geniigend Information iiber die
Alternative liefert, sucht sie einen neuen Aspekt. Wenn sie einen neuen Aspekt sucht, sei
sie im Zustand Sy. Hat sie einen Aspekt der Menge M, gewéhlt, so ist sie in Zustand S7.
Komplementér zu My gibt es eine Menge Mo; hat sie einen Aspekt aus der Menge Mo
gewihlt, so ist die Person im Zustand Ss. Fiir einen geeigneten Aspekt aus Mo folgt eine
Entscheidung fiir Ao, sonst kehrt sie zu Sy zuriick. Die iibergangswahrscheinlichkeiten
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seien wie folgt festgelegt:

[ [ So ]S [Ai]A]
So || por |po2| O | O
St |pwo|l 0| 0 |pi2
Ay 0 0 1 0
Ao 0 0 0 1
d.h.

po1 po2 0 O

| po O 0 pi2
P= 0 0O 1 O
0 0O 0 1

Es muf natiirlich po1 + po2 = 1, p1o + p12 = 1 gelten. Da p(A;|A1) = p(A2|A2) =1,
bleibt die Person bei ihrer Entscheidung, hat sie sie erst einmal getroffen. Die Zusténde
A1 und Aj heiflen demnach absorbierend. Die ibergangswahrscheinlichkeiten p;; hingen
nicht von der Geschichte des Prozesses ab, also ist der Prozefl eine Markov-Kette. Die
spezielle Definition der Zusténde und er iibergangswahrscheinlichkeiten definieren die
Struktur des Prozesses. Dieses Entscheidungsmodell ist das VI'E-Modell von Bowers
(1959, 1962). O

Die Matrix P der iibergangswahrscheinlichkeiten bestimmt allerdings den Prozefi noch
nicht vollsténdig. Um den Prozef vollstandig zu charakterisieren miissen noch die Wahr-
scheinlichkeiten, mit denen der Prozef in einem der Zusténde Sy, Ss, - - - ist, angegeben
werden. Diese werden im Startvektor po = (po(S1), po(S2), - -+ )" angegeben. Sind P und
der Startvektor py gegeben, konnen die Wahrscheinlichkeiten dafiir, dass der Prozefl
nach k£ Schritten im Zustand S;, i = 1,2, --- ist, ausgerechnet werden. Fiir endliches n
gilt dann etwa fiir den Zeitpunkt ¢1, wenn der Prozess in ty startet, nach dem Satz der
totalen Wahrscheinlichkeit:

p1(Si)) = p(SilS1)po(S1) + -+ + p(SilSn)pPo(Sn) =
= piapo(S1) + -+ + Pinpo(Sn). (7.90)

Man sieht, dass nach den Regeln der Matrixmultiplikation der Vektor p; kompakt durch
br=pP (7.91)

angegeben werden kann. Die Wahrscheinlichkeit, dass der Prozefl im zweiten Schritt im
Zustand S; ist, ergibt sich analog zu (7.90) und (7.91) zu

By = B P. (7.92)

Fiir p; kann man den in (7.91) angegebenen Ausdruck einsetzen und erhilt sofort
po = BoP - P = yP?. So kann man fortfahren und erhilt dann fiir den Vektor der
Zustandswahrscheinlichkeiten nach dem k-ten Schritt

pr = By P, (7.93)

Die Zusténde einer Markov-Kette konnen wie folgt klassifiziert werden.
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Definition 7.3.2 Ein Zustand heifst transient, wenn der Prozef$ diesen Zustand wieder
verlassen, aber dann nie wieder erreichen kann. Ein Zustand heiffit ergodisch, wenn er
nicht transient ist. Ist ein Zustand einziger Zustand einer Menge ergodischer Zustinde,
so heifit er absorbierend

Es sei C eine Menge von ergodischen Zusténden derart, dass ein iibergang von einem
Zustand dieser Menge in einen anderen Zustand dieser Menge moglich ist. Dann kann
der Prozef3 die Menge dieser Zustdnde nie verlassen. Daraus kann man folgern, dass
die Menge der Zusténde einer Markov-Kette zerlegt werden kann in eine Menge T' von
transienten Zustédnden und in Teilmengen C1,Cy, - - - jeweils ergodischer Zustéande.

Definition 7.3.3 FEine Markov-Kette, deren Zustandsmenge nicht weiter zerlegt wer-
den kann, heifst irreduzibel.

Eine Markov-Kette, deren Zustandsmenge aus verschiedenen ergodischen Mengen C, Cs, - - -

besteht, besteht also eigentlich aus verschiedenen Markov-Ketten, zwischen denen kein
iibergang moglich ist; die Kette geht immer in den gleichen Zustand {iber, hat sie ihn
ersteinmal erreicht. Ist S; ein solcher Zustand, so gilt also pj; = 1. Dann folgt, dass
eine endliche Markov-Kette nie nur transiente Zusténde haben kann, denn nach Durch-
laufen aller dieser Zustdnde kann sie in keinen Zustand mehr zuriick; dieser Zustand
wiére dann aber ein absorbierender und mithin ein ergodischer Zustand.

Es sei eine ergodische Markov-Kette mit der Matrix P von iibergangswahrschein-
lichkeiten gegeben. Es sei p, der Vektor der Zustandswahrscheinlichkeiten nach dem
n-ten Schritt. Es ist p, = Ppn—1, Pn-1 = Ppn_2, d.h. p, = P%*p,_1 etc., so dass
schlieSlich p, = P"pg, po der Startvektor.

Definition 7.3.4 Gilt P" > 0 fiir irgendein n € N, wie auch immer der Prozef startet,
so heifit die Markov-Kette regulir. Ein ergodischer Prozef$ heifst zyklisch, wenn die
Zustinde in definiter Ordnung durchlaufen werden.

Es sei pg wieder ein Startvektor fiir eine reguldre Markov-Kette, und p, = P"pg. Es
ergibt sich die Frage, ob p, fiir n — oo gegen einen bestimmten Vektor 7 konvergiert,
fiir den dann 7 = P gilt (denn dann ist ja p,—1 ebenfalls gleich 7). Die Bedingung
Pm = m besagt aber, dass 7 ein Eigenvektor von P ist mit dem zugehorigen Eigenwert
A = 1; eine notwendige Bedingung fiir die Existenz von 7 ist also die Existenz eines
Eigenwerts A = 1.

Beispiel 7.3.3 In einem einfachen Lernexperiment soll die Versuchsperson (Vp) ler-
nen, bestimmte Stimuli entweder in die Kategorie A oder in die Kategorie A zu klas-
sifizieren; die Aufgabe der Vp besteht also darin, die Regel herauffufinden, nach der
die Stimuli klassifiziert werden sollen. Sie bekommt einen Stimulus dargeboten, dann
klassifiziert sie, und danach wird ihr vom Versuchsleiter (V1) gesagt, welche Katego-
rie die korrekte war (unabhéngig davon, ob die Antwort richtig oder falsch war). Es
wird angenommen, dass der Lernprozefl als Markov-Kette dargestellt werden kann; die
Matrix der iibergangswahrscheinlichkeiten und der Startvektor seien durch

_ |10 _ q
S PR I PN
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gegeben. Es werden also zwei mogliche Zustdnde angenommen: hat die Vp die Regel
gefunden, so ist sie im Zustand 57, hat sie sie noch nicht gefunden, so ist sie im Zustand
So. Am Anfang bildet sie eine mogliche Regel, die mit der Wahrscheinlichkeit g korrekt
ist. Ist sie in S angelangt, so kann sie den Zustand nicht wieder verlassen, d.h. sie
kann, zumindest im Rahmen des Lernexperiments, die Regel nicht wieder vergessen.
Der Zustand S; ist demnach ein Beispiel fiir einen absorbierenden Zustand. Mit der
Wabhrscheinlichkeit ¢ geht sie von Se nach S; tiber, und es wird angenommen, dass ¢
konstant {iber die Zeit ist. Man muf sich klarmachen, dass die Vp eine falsche Hypothese
iiber die Regel haben kann und trotzdem eine korrekte Antwort geben kann. In diesem
Fall wird sie ihre Hypothese nicht aufgeben, sie bleibt also in Sy. Daraus folgt, dass sie
nur nach einer falschen Antwort in den Zustand S; iibergehen kann.

Nach (7.93) kann man nun ausrechnen, mit welcher Wahrscheinlichkeit die Vp nach
k Lerndurchgidngen (Darbietung eines Stimulus, Antwort und ”Reinforcement” des V1)
im Zustand S;, ¢ = 1,2 ist. Nach dem ersten Durchgang gilt

1
s-wi-o! ", |-@ra-0.0-g0-a)
Fiir den zweiten Durchgang erhélt man den Vektor der Zustandswahrscheinlichkeiten
2
1 0
fa = (¢,1—-q) [ . 1_0}

_ (q,l—Q)[c+c(11—c) (180)2]

= (qg+c¢(2—c)—2qc+ qc?, (I1—¢)(1— 0)2),
und fiir B3

1 0
Bg:(q’l_q)[c(Z—c)—Fc(l—c)Q, (1_0)3]’ ete.

Man findet, dass die Wahrscheinlichkeit, nicht in S7 zu sein, nach dem k-ten Schritt
durch (1—c)* gegeben ist, so dass die Wahrscheinlichkeit, in S; zu sein, gleich 1—(1—c)*
ist; fiir & — oo folgt also p(S1) — 1 und damit p(S2) — 0; also ist der Vektor 7w mit
P7m = m durch 7 = (1,0)" gegeben. Die Kette ist ergodisch. O

Eine weitere Einfithrung in diese Modelle findet man in Atkinson, Bower und Crothers
(1965)% bzw. in den Kapiteln 9 und 10 von Luce, Bush, Galanter (1963)

Beispiel 7.3.4 (2-Personen Interaktion, Atkinson et al (1965), p. 313) Die Interaktion
zweier Personen (einer Dyade) 1d8t sich in bestimmten Situationen dadurch charakte-
risieren, dass die Handlungen der Personen jeweils in eine von zwei Klassen fallen: eine
Handlung ist entweder kooperativ oder kompetetiv (nicht kooperativ). Wenn die Per-
son A kooperiert, B aber nicht, so erleidet A einen ”Schaden” (worin auch immer der
besteht) und B erzielt etwa einen Gewinn, und umgekehrt erleidet B einen Schaden,
wenn B kooperiert, A aber nicht; dann hat A einen Gewinn. Kooperieren beide, so

2 Atkinson, R.C., Bower, G.H., Crothers, E.J.: An Introduction to Mathematicaal Learning Theory.
New York 1965
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haben sie den hochsten Gewinn bzw. den geringsten Verlust, kooperieren beide nicht,
so ist ihr Verlust maximal. Die einfachste Losung fiir beide besteht darin, stets zu ko-
operieren. Erzielt man aber den hochsten Gewinn, wenn man selber nicht kooperiert,
aber der andere kooperiert, so kann es reizvoll sein, eben nicht zu kooperieren. So mufl
man stets aufs neue entscheiden, ob man kooperieren will oder nicht. Denn nicht zu
kooperieren hat den Vorteil, dem anderen keinen Gewinn zukommen zu lassen fiir den
Fall, dass er nicht kooperiert.

Die Dyade kann also in drei verschiedenen Zustidnden sein: S7 — keiner der beiden
kooperiert (AB), So — beide kooperieren (AB), S3 — einer der beiden kooperiert
nicht (AB U AB). Das Verhalten der Dyade werde nun durch die folgenden Annahmen
beschrieben:

A1l: Macht eine der beiden Personen A oder B einen Gewinn, so behéilt sie das Ver-
halten, das zu diesem Gewinn fiihrte, mit Wahrscheinlichkeit 1 bei.

A2: Macht eine der beiden Personen A oder B keinen Gewinn, macht sie also einen
Verlust, so éndert sie das Verhalten, dass zu diesem Verlust fiihrte, mit der Wahr-
scheinlichkeit 6.

Durch diese Annahmen wird die Folge der Zustédnde, in der sich die Dyade befindet,
als Markov-Kette charakterisiert. Denn das folgende Verhalten hédngt immer nur vom
Ergebnis des zuletzt gewidhlten Verhaltens ab, nicht aber von den davor gew&hlten
Verhaltensweisen. Bezeichnet man mit S;,,, den Sachverhalt, dass die Dyade im n-ten
"Durchgang”, d.h. beim n-ten Austausch von Verhaltensweisen, im Zustand S; ist,
so folgen aus den Annahmen A1l und A2 die folgenden iibergangswahrscheinlichkeiten:
P(S1,n41|S1,m) = (1—0)2%, denn S heifit, dass beide nicht kooperiert haben, und beide
dndern - stochastisch unabhéngig voneinander — ihren Verhaltenstyp von kompetetiv
zu kooperativ bzw bleiben beim kompetetiven Verhaltenstyp, und dies geschieht mit der
Wahrscheinlichkeit (1 —6)(1 —8) = (1 — 6)2. Weiter ist p(S2,n+1|S1,n ) = 62, - den mit
Wabhrscheinlichkeit § gehen beide zum kooperativen Veraltenstyp iiber. Schliefllich folgt
noch p(S3,n+1[S1,n ) = 20(1—0), denn es gilt entweder AB — AB; beide machen einen
Verlust, der erste bleibt mit der Wahrscheinlichkeit 8 bei seinem Verhaltenstypus, und
der andere dndert in von kompetetiv zu kooperativ, und da sie stochastisch unabhingig
voneinander handeln, hat dies die Wahrscheinlichkeit §(1 — 6). Die andere Moglichkeit
ist besteht im iibergang AB — AB, der ebenfalls mit der Wahrscheinlichkeit (1 — 6)6
erfolgt, und zusammen ergibt sich die Wahrscheinlichkeit 26(1 — 6).

Die iibergangswahrscheinlichkeiten p(S;,n+1|Si,n ) ergeben sich durch analoge Be-
trachtungen, so dass man die Matrix

O T
Sy (1-0)? 62 20(1 — 0)
So |l 02/4 |1-0+6%/4| 6—62)2
Ss|0(1—0)| 6(1—-6) |1—0+26°

bzw.
(1—-06)? 62 20(1 — 0)
P = 02/4 1-0+6%/4 0—062)2
01 —-0) 6(1—6) 1—60+20°
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erhalt.

Das Modell definiert eine ergodische Markov-Kette und stellt sicherlich eine drasti-
sche Vereinfachung dar, denkt man an die Komplexitéit menschlichen Handelns. Um so
mehr {iberrascht es, zu sehen, wie gut experimentelle Daten dem Modell entsprechen.

O

Markov-Ketten haben die mathematisch sehr angenehme Eigenschaft der Ged#chtnis-
losigkeit: die Wahrscheinlichkeit, in einen bestimmten Zustand zu gehen, hdngt nur von
dem Zustand ab, in dem der Prozefl gerade ist. Deswegen lassen sich Markov-Ketten
(verhidltnisméBig leicht) analysieren. Es ist also nicht verwunderlich, dass sie als Model-
le fiir psychologische Prozesse herangezogen werden. Der klassische Artikel von Miller
(1952) liefert eine Reihe wichtiger Einzelheiten tiber Markov-Ketten, die bei der Model-
lierung von Nutzen sind. Unter anderem wird gezeigt, wie die zunéchst oft psychologisch
unplausible Annahme der Gedéchtnislosigkeit durch geeignete Definition der Zusténde
gerechtfertigt werden kann, so dass die mathematischen Vorteile der Markov-Ketten
erhalten bleiben. Weitere Details findet man in Kemeney und Snell (1967). Coleman
(1964) macht extensiven Gebrauch von Markov-Ketten bei der Modellierung sozialer
Prozesse.

Die Zeit ist bisher nicht explizit in die Beschreibung der Markov-Ketten einge-
gangen. Nadlirlich ist es plausibel, anzunehmen, dass die Zustandsiibergéinge in einem
bestimmten Zeitraster erfolgen. So kann man z.B. annehmen, dass die iibergéinge stets
nach Ablauf eines Zeitintervalls der Lange T erfolgen; die Werte der p;; konnen dann
von 1" abhéingen. Eine zweite Moglichkeit besteht darin, die p;; explizit als Funktionen
der Zeit zu betrachten, p;; = p;;(t). Spezielle Formen dieser Abghingigkeit, die fiir
die Modellierung sozialer Prozesse von Belang sind, diskutieren Singer und Spilerman
(1976). Andere Formen der Zeitabhéngigkeit werden im folgenden Kapitel behandelt.

7.3.2 Verweildauern und Semi-Markov-Prozesse

Bei der Betrachtung von Markov-Ketten werden die Zeiten, die der Prozef} in einem
gegebenen Zustand verbringt - dies sind die Verweildauern - nicht explizit betrachtet.
Gleichwohl kann es niitzlich sein, diese Zeiten zu betrachten. Denn hiufig ist man ja an
einem Prozef} in der Zeit interessiert: man beobachtet die Folge von Zustéinden und die
Zeiten ( Verweildauern), die der Prozef§ in den einzelnen Zustédnden bleibt. Man spricht
dann auch von Markov-Ketten in kontinuierlicher Zeit.

Beispiel 7.3.5 (Dyadische Interaktion) Man ist an der Interaktion zweier ”Spieler”
interessiert, die sich in einer Prisoner’s Dilemma-Situation befinden. Die Interaktion
bestehe aber nicht in einer diskreten Folge solcher Spiele, sondern sei ein kontinuierlicher
Verlauf: zu jedem Zeitpunkt soll es moglich sein, sich

e kooperativ (A;), oder

e kompetetiv (Asg), oder

e neutral (As)
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zu verhalten; die Menge der moglichen Verhaltensweisen soll also in drei disjunkte
Klassen aufteilbar sein. Man hat eine Matrix der Art (7.1), bei der die Zeilen den

Tabelle 7.1: iibergénge bei Interaktionen

L (A A 4

Ay P11 P12 P13
Az | p21 P22 D23
A3 || p31 P32 P33

Partner I und die Spalten denPartner II représentieren; fiir jeden iibergang {A; — A;}
kann man die entsprechende Wartezeit beobachten. U

In Definition 2.30, p. 61, ist der Begriff der Hazardfunktion eingefiihrt worden. Auf den
Fall von Markov-Ketten kann er wie folgt angewandt werden:

Definition 7.3.5 Es seien A; und A; zwei Zustinde einer Markov-Kette, und {A; —
A;} bezeichne den ibergang von A; nach Aj;. Dann heifst

ai; = lim P({Ai = Aj} € (t,t + At]|A; zur Zeit t)
At—0 At

(7.94)

die iibergangsrate von A; nach Aj. Weiter bezeichne {Ag}, dass der Prozef$ den Zustand
A; verldf$t. Dann heifst

i P{AT} € (t,t + At])|A; zur Zeit t)
1m

A\ =
b AL At

(7.95)

die Terminationsrate des Zustands A;.

A; ist offenbar die Hazardfunktion fiir die Wartezeit, die verstreicht, bis der Prozefl den
Zustand A; verlafit. Ein Markov-Prozef} ist aber gedédchtnislos, d.h. die Wahrscheinlich-
keit, dass ein Markov-Prozefl zur Zeit t + At in einem Zustand A; fiir irgend ein 7 ist,
ist unabh#ngig von der Geschichte des Prozesses bis zur Zeit ¢t. Auf die Definition von
A; bezogen heifit dies, dass

i = konstant

Daraus folgt nach Satz 2.3.2 dann, dass Die Verteilung der Verweildauer, d.h. der
Wartezeit, die verstreicht, bis der Prozefl den Zustand A; verlafit, durch die Exponen-
tialverteilung

Fi(t) =1—e Nt (7.96)

gegeben ist. Nun verldfit der Prozefl den Zustand A;, indem er in irgend einen anderen
Zustand iibergeht, also in Ay oder As oder Aj etc., und er kann nicht in zwei Zustdnde
zugleich iibergehen. Dementsprechend muf3

N=Yay (7.97)
J
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gelten.

Aus den Gleichungen (7.94) und (7.95) ergibt sich ein Ausdruck fiir die ibergangs-
wahrscheinlichkeit p;; = P(Ar — A;). Es ist ja

Qi . P({A; — Aj} € (t,t + At]|A; zur Zeit t)

= lim
i At—0 P({AI} € (t,t + At]|A; zur Zeit t)

Dieser Quotient ist eine bedingte Wahrscheinlichkeit, ndmlich die Wahrscheinlichkeit,
zum Zeitpunkt ¢ von A; nach A; zu wechseln unter der Bedingung, dass der Zustand
A; iiberhaupt zum Zeitpunkt ¢ verlassen wird. Damit ist dieser Quotient gleich der
iibergangswahrscheinlichkeit N
i

o (7.98)

pij(t) =

Von hier Schitzungen fiir p;;.

7.3.3 Semi-Markov-Prozesse

Es ist moglich, dass die Wechsel der Zustédnde durch eine Markov-Kette beschrieben
werden koénnen, dass aber die Verweildauern nicht exponentialverteilt sind. Prozesse
dieser Art heiflen Semi-Markov-Prozesse.



Kapitel 8

Anhang

8.1 Kombinatorik

Der Chevalier Gombaud Antoine de Méré (1607 — 1684) schiitzte die guten Dinge im
Leben, zu denen er auch das Wiirfelspiel zéhlte. Er fragte sich, wie die Kombinationen
verschiedener Augenzahlen hinsichtlich der Gewinnchancen zu bewerten seien, und ging
im Jahre 1654 seinen Freund Blaise Pascal (1623 — 1662) um Rat an.

Pascal dachte nach und diskutierte die Sache mit dem Rechtsanwalt und Mathema-
tiker Pierre de Fermat (1607 — 1665). Sie mufiten herausfinden, wie man auf systemati-
sche Weise die Anzahl der moglichen Punktzahlen zu bestimmten Stadien eines Spiels
bestimmt, und de Mérés Fragen erwiesen sich als schwieriger als zunéchst vermutet.
Bei der Beantwortung dieser Fragen erfanden Pascal und Fermat die Kombinatorik.
In der Kombinatorik beschéftigt man sich mit der Frage, auf wieviele Weisen Objekte
angeordnet werden konnen, wieviele Teilmengen bestimmten Umfanges aus einer gege-
benen Menge gebildet werden kénnen, etc. Die Frage nach der Berechnung von Wahr-
scheinlichkeiten kann vielfach auf Fragen der Kombinatorik zuriickgefiihrt werden; die
Kombinatorik wurde zur Grundlage von so zentralen Wissenschaften wie der Statisti-
schen Mechanik und der Festkorperphysik, und in der Kombinatorischen Chemie findet
sie Anwendung bei der Suche nach neuen Medikamenten, bei der Millionen chemischer
Komponenten kombiniert werden (Mathews (1996)). Auch bei der Planung von psy-
chologischen Experimenten sowie bei der Formulierung psychologischer Theorien spielt
die Kombinatorik oft eine wichtige Rolle, — unter anderem dann, wenn Resultate der
Statistischen Mechanik zur Modellierung neuronaler Netzwerke herangezogen werden.
iiber die Kombinatorik! ergeben sich also Querverbindungen zwischen so verschieden
erscheinenden Wissenschaften wie Physik und Psychologie.

! Aber nicht nur iiber die Kombinatorik!

233
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8.1.1 Die Anzahl von Paaren; Multiplets

Gegeben? seien zwei Mengen A = {ai,---,an} und B = {by,---,b,} mit je m
bzw. n Elementen. Dann lassen sich die Paare (a1, b1), (a1,b2), (a1,b3), ---, (az,b1),
(a2,b2),- -+, (am,by) bilden; da jedes a; mit jedem b; gepaart werden kann, gibt es
offenbar
N=m-n (8.1)

mogliche Paare (a;,b;),i=1,--- ,m;j=1,--- ,n.
Multiplets
Gegeben seien r Mengen Aj, ---, A;; die Mengen diirfen identisch sein, d.h. 4; = A;
ist zugelassen. Aus jeder Menge A; werde eine Folge f; von Elementen gebildet:

fl coar, o, Gpg

f2 : bl; Ty bn2

f'r T, cty, Tn,

Aus jeder der Folgen f; kann nun wieder ein Element ausgewihlt werden, und aus
diesen Elementen wird eine neue Folge S; : a;,b;, - - - x;, gebildet. Es gibt genau

Ny =ning---n, (8.2)

Folgen S;, ¢ = 1,--- , N,. Denn fiir r = 2 ist N, gerade die Anzahl mdoglicher Paare,
Ny = nyno, fiir r = 3 ist N3 die Anzahl der moglichen Paare, die sich aus der Menge
der moglichen Folgen aus 2 Elementen und einem dritten Element bilden lassen, etc.

Der auf (8.2) fithrende Ansatz 148t sich fiir viele praktische Anwendungen so in ein
Paradigma iiber Entscheidungen mit mehreren Moglichkeiten umformulieren (Feller
(1968)): es sollen r aufeinanderfolgende Wahlen getroffen werden, wobei fiir die k-
te Wahl/Entscheidung, 1 < k < r, gerade n; Moglichkeiten existieren. Dann gibt
es insgesamt nine - - - n, mogliche Ausgiinge dieser Entscheidungsfolge. Man hat dann
insbesondere den

Spezialfall: Es sollen n Objekte in k& Kategorien einsortiert werden. Dabei sollen meh-
rere Objekte in ein und dieselbe Kategorie sortiert werden diirfen. Fiir das erste Objekt
gibt es k Moglichkeiten. Fiir das zweite ebenfalls, und jede Moglichkeit, das erste Ob-
jekt zu sortieren, kann mit jeder Moglichkeit, das zweite Objekt zu sortieren, kombiniert
werden. Fiir die ersten beiden Objekte gibt es also k - k = k? Moglichkeiten. Fiir das
dritte Objekt gibt es wieder k Moglichkeiten, so dass es fiir drei Objekte insgesamt k>
Moglichkeiten gibt. Es folgt, dass es fiir n Objekte genau

N = k" (8.3)

Moglichkeiten, sie in k& Kategorien einzusortieren, geben muf.

2Die folgende Darstellung ist an der von Feller (1968) orientiert.
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Beispiel 8.1.1 100 Personen sollen (i) hinsichtlich ihres Geschlechts, (ii) ihres Zivi-
standes (verheiratet — unverheirated), (iii) ihres Berufs klassifiziert werden. Die Beru-
fe werden dabei in 10 Klassen eingeteilt; angegeben werden soll die Klasse, in die der
jeweilige Beruf gehort.

Die Kategorien (Geschlecht, Zivilstand, Berufsklasse) spielen hier die Rolle der Men-
gen A; in der Multiplet-Betrachtung; die Subkategorien (ménnlich, weiblich, verheira-
tet, ledig etc) sind die Elemente. Man z#hlt alle Elemente explizit auf und haben n; = 2,
ng = 2, ng = 10. Dann gibt es insgesamt N, = N3 = ninong = 2 -2 - 10 = 40 Klassen.
Hierbei sind also (mé#nnlich, verheiratet, Tischler), (ménnlich, verheiratet, Buchhalter),
(weiblich, unverheiratet, Akademikerin) etc die moglichen Klassen, in die eine Person
einsortiert werden kann. Es gibt 40'% mogliche Zuordnungen der Personen zu diesen
40 Klassen. [l

Beispiel 8.1.2 (Bélle in Zellen) Es sollen n Bille in k Zellen einsortiert werden. Fiir
jeden der n Bille gibt es k& Moglichkeiten, also gibt es k™ Moglichkeiten, die Bille auf
die Zellen zu verteilen.

Diese Situation ist ein Paradigma, auf das viele Fragestellungen zuriickgefiihrt wer-
den koénnen. Man kann z.B. nach der Menge der moglichen Resultate fragen, wenn ein
Wiirfel mit sechs Seiten n-mal geworfen wird. Bei jedem Wurf liegt genau eine Seite
oben. Man kann nun den Wiirfel als “Ball” auffassen und die Seiten des Wiirfels als
“Zelle”. Zeigt der Wiirfel nach einem i-ten Wurf eine bestimmte, etwa die j-te Seite,
so entspricht dies dem Fallen des i-ten Balles in die j-te Zelle. Bei jedem Wurf stehen
alle Zellen zur Verfiigung. Bei n Wiirfen gibt es also 6 mogliche Folgen.

Ein Hochhaus habe 10 Stockwerke, zwischen denen ein Aufzug verkehrt, der an
jedem Stockwerk halt. Der Aufzug beginnt seine Reise mit 8 Passagieren. Auf wievie-
le Weisen konnen sich die 8 Passagiere auf die Stockwerke verteilen? Diese Frage ist
offenbar dquivalent der Frage, auf wieviele Weisen man 8 Bille auf 10 Zellen verteilen
kann: denn fiir jede Person gibt es 10 Moglichkeiten. den Aufzug zu verlassen, also auf
k™ = 10® verschiedene Weisen.

Man wahlt eine Stichprobe von 10 Personen. Auf wieviele Weisen kénnen die Ge-
burtstage dieser Personen iiber die Tage eines Jahres verteilt sein? Man setze als
Annsherung die Anzahl der Tage im Jahr mit 365 fest. Die n = 10 Geburtstage sind
jetzt die Bille, die k = 365 Tage des Jahres sind die Zellen. Also gibt es 365! mogliche
Anordnungen der 10 Geburtstage in einem Jahr. U

8.1.2 Geordnete Mengen; Permutationen

Es sei wieder eine Menge A = {aj, -+ ,a,} von n Elementen gegeben. Ein geordnetes
Arrangement aji,--- ,aj von r < n Elementen aus A heifit geordnete Stichprobe von
r Elementen, oder auch r-Permutation. Damit ist eine r-Permutation ein Element des
r-fachen Cartesischen Produktes von A mit sich selbst, d.h.

AT=AXxAXx ---x A

r-mal
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AT:{(aﬂ,-..,ajr); (ZjSEA, 5:1,"',7“}

Man hat nun zwei Moglichkeiten: man kann die Stichprobe, d.h. die r-Permutation,
durch Ziehen mit Zuriicklegen oder durch Ziehen ohne Zuriicklegen bilden; der Aus-
druck Ziehen erinnert an das Ziehen einer Kugel aus einer Urne.

Ziehen mit Zuriicklegen:

Die Elemente werden nach jeder ”Wahl” — nach jedem Ziehen aus der Urne — wieder
zuriickgelegt und stehen deshalb fiir die néchste Wahl wieder zur Verfiigung. Nach (8.2)
gibt es dann

N, =|A"=n-n---n=n" (8.4)
——
r-mal
mogliche Folgen (aji,--- ,ajr), wobei mit |A"| wie iiblich die Anzahl der Elemente in

A" bezeichnet wird. In den Folgen kénnen Elemente wiederholt auftreten; die Folgen
heiflen deswegen auch r-Permutation mit Wiederholung.

Anmerkung: Das Paradigma der Bélle in Zellen kann auch hier angewen-
det werden: Die Menge A ist die Menge der Zellen (Kategorien), und man
wirft einen Ball mehrfach in diese Menge, wobei er jeweils in genau eine
Zelle trifft. Nach jedem Wurf kann eine getroffene Zelle wieder getroffen
werden, die Zellen werden also "mit Zuriicklegen gezogen”. Hier ist n die
Anzahl der Zellen und r die Anzahl der Wiirfe; (8.3) und (8.4) haben dann
also die gleiche Bedeutung.

Ziehen ohne Zuriicklegen:

Der Fall n > r: Fiir das erste Element hat man n mogliche Wahlen. Fiir das zweite
gibt es noch n — 1 Mdglichkeiten, so dass es nach (8.1) n(n — 1) Moglichkeiten fiir die
ersten beiden Wahlen gibt. Fiir die dritte Wahl bleiben noch n — 2 Méglichkeiten, von
denen jede mit jedem aus den ersten beiden Wahlen resultierenden Paaren kombiniert
werden kann. Nach (8.1) gibt es dann n(n—1)(n—2) mogliche Folgen fiir die ersten drei
Elemente. Bezeichnet man mit (n), die Anzahl der méglichen Folgen von r Elementen,
so hat man

n)r=nn—-1)n-2)---(n—r+1). (8.5)

Bei diesen Folgen sind keine zwei Elemente identisch, und sie heiflen deshalb auch
r-Permutationen ohne Wiederholung.

Beispiel 8.1.3 Wieviele Verteilungen der 10 Geburtstage aus Beispiel 8.1.2 in einem
Jahr mit 365 Tagen gibt es derart, dass keine zwei oder mehr Personen am gleichen
Tag Geburtstag haben?

Eine solche Verteilung ist eine 10-Permutation ohne Wiederholung. Denn aus den
n = 365 Tagen ”ziehen” wir den ersten Geburtstag (durch Wahl einer Person) und ha-
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ben dafiir n Moglichkeiten. Fiir den zweiten Geburtstag haben wir noch n —1 Moglich-
keiten, etc, so dass sich insgesamt

(365)10 = 365(365 — 1) -- - (365 — 10 + 1)

mogliche Verteilungen ergeben. ]

Der Spezialfall n = r:

Es sei insbesondere » = n. Aus (8.5) erhilt man sofort
nl:=m),=nn—-1)Mn-2)---2-1; (8.6)

n! wird dabei als ”n-Fakultdt” gelesen. n! ist die Anzahl der moéglichen Anordnungen
von n Elementen auf n Plidtzen, oder die Anzahl der moglichen Reihenfolgen von n
Elementen. Eine solche Anordnung wird auch Permutation genannt. Fiir n = 0 setzt
man

ol=1 (8.7)

Dieser Ausdruck ist nicht aus (8.6) ableitbar; die Setzung (8.7) ist aber so gewéhlt,
dass alle Formeln, in denen n! auftritt, fiir den Fall n = 0 sinnvoll bleiben.

Fiir groflere Werte von n ist n! langwierig zu berechen. Man macht dann von der

Stirlingschen Formel
n! ~ n" /2628 (8.8)

Gebrauch. Den Beweis fiir diese Ndherungsformel findet man u.a. in Feller (1968).

Die vorangegangenen Ergebnisse konnen zur besseren iibersicht wie folgt zusam-
mengefafit werden:

Satz 8.1.1 In einer Population von n Elementen gibt es bei der Stichprobenbildung
mit Zuriicklegen gerade n™ Stichproben mit Zuriicklegen vom Umfang r, und bei Stich-
probenbildung ohne Zuriicklegen gibt es (n), mdagliche Stichproben.

Beispiel 8.1.4 In einem Experiment zur Struktur des Gedéichtnisses wird eine Ver-
suchsperson (Vp) gebeten, die Namen von fiinf amerikanischen Filmschauspielern zu
nennen, so, wie sie ihr gerade einfallen. Der Zufall will es, dass die Vp gerade 100
amerikanische Filmschauspieler in ihrem Gedéchtnis gespeichert hat. Es soll ein rei-
nes Zufallsmodell des Ged#chtnisses angenommen werden; die Voraussagen aufgrund
eines solchen Modelles liefern eine Art Mafistab, anhand dessen die Voraussagen von
Modellen, in denen bestimmte Annahmen iiber die Struktur des Gedéchtnisses formu-
liert werden, beurteilt werden kénnen. Dieses Zufallsmodell wird durch die folgenden
Annahmen charakterisiert: (i) das Gedédchtnis der Vp kann mit einer Urne verglichen
werden, in der die Namen gut durchmischt liegen; (ii) die Vp greift aufs Geratewohl in
diese ”Urne”, um einen Namen zu wihlen; (iii) hat sie ihn genannt, vergifit sie sofort,
dass sie ihn genannt hat, und der Name steht fiir die folgende Wahl eines Namens
wieder zur Verfiigung. Nach Versuchsanweisung besteht die Aufgabe der Vp darin, 5
Namen zu nennen. Dem Zufallsmodell zufolge besteht die Nennung der 5 Namen in
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der Bildung einer Stichprobe vom Umfang 5 mit Zuriicklegen. Nach Satz 8.1 kann sie
dann 100° = (10%)®> = 10'° Stichproben von Namen bilden. Modifiziert man die An-
nahme (iii) derart, dass die Vp einen bereits genannten Namen als genannt erinnert
und dementsprechend fiir eine weitere Wahl nicht mehr in Betracht zieht, so bildet sie
eine Stichprobe ohne Zuriicklegen und nach Satz 8.1 kann sie nurmehr

(100)5 = 100 -99 - 98 - 97 - 96 = 9034502400

Stichproben von fiinf Namen erzeugen. O

Beispiel 8.1.5 Beim TAT (Thematic Apperception Test) werden der zu testenden
Person nacheinander 10 Karten vorgelegt, auf denen je ein Bild zu sehen ist, das die
Person interpretieren soll. Der Vermutung nach driickt sich der seelische Zustand der
Person in ihren Bildauslegungen aus. Es besteht nun Grund zu der Annahme, dass die
Reihenfolge, in der die Bilder der Person vorgelegt werden, einen Effekt auf die von
der Person gegebenen Interpretationen hat. Ein Psychologe kommt auf die Idee, alle
moglichen Reihenfolgen der Karten auf ihren Effekt auf die gegebenen Interpretatio-
nen zu iiberpriifen. Nach (8.5) hat er n! = 3628800 mogliche Reihenfolgen in seiner
Untersuchung zu erproben. Wird er dies tun? (I

Beispiel 8.1.6 Bei einer Familienfeier gilt es, 10 Personen an einem runden Tisch zu
plazieren. Dabei sollen aber, so denkt sich der Gastgeber, die Base I. und der Vetter
J. nicht nebeneinander sitzen, da sonst iiber den Ausgang der Feier keine gesicherte
Aussage mehr moglich ist. Zwischen wievielen moglichen Anordnungen der Géste, bei
denen Base I. und Vetter J. nicht nebeneinander sitzen, kann der Gastgeber wihlen?

Zur Beantwortung dieser Frage betrachtet man zunéichst die moglichen Anord-
nungen, bei denen Base I. und Vetter J. nebeneinander sitzen. Dazu numeriert man
zunéchst die Pliatze durch. Base I. mége nun auf Platz 1 und Vetter J. auf Platz 2
sitzen. Die beiden sitzen jetzt benachbart, und die restlichen 8 Géste kénnen irgendwie
angeordnet werden; dafiir gibt es nach (8.5) 8! Anordnungen. Ebenso kann Base I auf
Platz 2 und Vetter J. auf Platz 1 sitzen, und wieder gibt es 8! mogliche Anordnungen fiir
die restlichen Géste. Also gibt es insgesamt 2 - 8! Anordnungen, bei denen Base 1. und
Vetter J. benachbart auf den Plidtzen 1 und 2 sitzen. Natiirlich kénnen die beiden auch
auf irgendwelchen anderen nebeneinander positionierten Plétzen sitzen, um benachbart
zu sitzen. Benachbarte Plidtze sind nun also (1,2). (2,3), (3,4), (4,5), (5,6), (6,7), (7,8),
(8,9), (9,10), (10,1), also gibt es insgesamt 10 - 2 - 8! Anordnungen, bei denen Base I.
und Vetter J. nebeneinander sitzen. Insgesamt gibt es aber 10! iiberhaupt mogliche
Anordnungen der Géste; also gibt es 10! —10 - 2 - 8! = 2822400 mdogliche Anordnungen,
bei denen der Ausgang der Feier vorhersagbar bleibt. O

8.1.3 Kombinationen ohne Wiederholung

Es sei wieder eine Menge A = {ay, - ,a,} gegeben; A stelle eine Population dar. Ge-
sucht ist nun die Anzahl C(n,r) der moéglichen Teilpopulationen bzw. Stichproben aus
A mit r < n verschiedenen Elementen. Dabei soll es auf die Anordnung der Elemente
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nicht ankommen. Die Elemente der Stichprobe kénnen also beliebig auf r Platze ver-
teilt werden. Eine solche Teilmenge von A heifit r-Kombination der n Elemente (von
A) ohne Wiederholung .

Es sei nun eine Stichprobe von r < n verschiedenen Elementen aus A gegeben. Die
Elemente der Stichprobe konnen von 1 bis r durchnummeriert werden. Nach (8.6) gibt
es gerade ! mogliche Reihenfolgen fiir diese Durchnummerierung. Werden die Elemen-
te der Stichprobe nacheinander aus der Population A gezogen, so gibt es r! mogliche
Reihenfolgen, in der diese Stichprobe gebildet werden kann. Betrachten wir fiir den
Moment Stichproben, die aus den gleichen Elementen bestehen, die aber in verschiede-
ner Reihenfolge gezogen wurden, als verschieden an, so gibt es C'(n,r) - r! verschiedene
Stichproben vom Umfang r. Die Stichproben sind ohne Zuriicklegen gebildet worden,
und nach (8.5) gibt es dann (n), die Anzahl der iberhaupt méglichen Stichproben vom
Umfang r. Dann gilt aber (n), = C(n,r) - r!, und hieraus folgt sofort

(n)r

C(n,r) = . (8.9)

(7

bezeichnet; man spricht dies ”n tiber r”.

Die Anzahl C(n,r) wird auch mit

Eine Teilmenge oder Stichprobe von r Elementen aus einer Population von n Ele-
menten kann also auf C'(n,r) = (:f) verschiedene Weisen gebildet werden, wenn es auf
die Reihenfolge nicht ankommt. Solche eine Teilmenge ist eindeutig durch die Menge
der n — r Elemente von A, die nicht zu der in Frage stehenden Stichprobe gehéren,
bestimmt. Daraus folgt sofort, dass es so viele Teilmengen/Stichproben vom Umfang
n — r geben muf}, wie es Teilmengen/Stichproben vom Umfang r gibt. Damit hat man

C(n,r)=C(n,n—r), (8.10)

(-2

Multipliziert man nun den Zahler und den Nenner von (n),/r! mit (n — r)!, so erhilt

man
|
<"> =" >0 (8.12)

n n!

Die Grofien C'(n,r) = (:‘) sind als Binomialkoeffizienten bekannt. Es gilt ja

o= 35 (D)aws

k=0

bzw.

wegen (8.6) folgt dann
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Setzt man nun a = b = 1, so erhélt man sofort

" = Zn: (Z) (8.14)

k=0

d.h. die Summe der Binomialkoeffizienten ist gleich 2". Da aber (}!) gerade die Anzahl
der moglichen Teilmengen /Stichproben vom Umfang r aus einer Menge vom Umfang n
ist, so liefert (8.14) die Anzahl der iiberhaupt moglichen Teilmengen, die aus A gebildet
werden konnen. Die Menge der iiberhaupt moglichen Teilmengen einer Menge A heifit
die Potenzmenge A von Aj; es ist also |A| = 2". Hierbei wird die leere Menge, d.h. die
Menge, die gar kein Element enthiilt, mitgezihlt; in diesem Fall ist » = 0. Die Anzahl
der Teilmengen mit mindestens einem Element ist also gleich 2™ — 1.

Es sei noch darauf hingewiesen, dass (8.9) das Bildungsgesetz fiir das Pascalsche
Dreieck liefert:
1
11
1221

13431

147741
etc.

Die Zahl (7;) steht an der r-ten Stelle der n-ten Zeile.

Beispiel 8.1.7 Ein Fragebogen enthalte 10 Fragen, die entweder mit ”ja” oder mit
"nein” beantwortet werden sollen. Die Antworten einer Person lassen sich dann als eine
Folge von ”ja’- und ”"nein”-Antworten codieren. Wieviele mogliche Folgen mit (i) 3
”ja”-Antworten, (ii) 5 ”ja”-Antworten und (iii) 7 ”ja”-Antworten gibt es?

Man kann eine Folge von Antworten als eine Teilmenge der 10 Fragen auffassen,
namlich als eine Teilmenge, die aus den Fragen besteht, die mit ”ja” beantwortet wur-
den. Die Anzahl der Teilmengen mit r Elementen ist aber (’:), fiir (i) erhalten man

also ) .
ny _ (10) _10-9-8 .o
r 3 1-2-3
ny _ 10 :10-9-8-7-6:252
r 5 1-2-3-4-5

()=()= ()=

hierbei ist von (8.10) Gebrauch gemacht worden. O

Fir (ii) folgt

und fiir (iii) hat man

Beispiel 8.1.8 In einem Gremium soll der Vorsitzende gewéhlt werden. Es herrscht
anscheinend iibereinstimmung, dass ein bestimmter Kandidat das Amt {ibernehmen
soll, und die vorgeschriebene geheime Wahl scheint nur eine Formsache zu sein. Gleich-
wohl ergibt die Auszdhlung der Stimmen, dass dem Kandidaten drei Stimmen fehlen.
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Alle Mitglieder des Gremiums bis auf fiinf bekennen freimiitig, fiir den Kandidaten
gestimmt zu haben, und man vermutet, dass drei von diesen fiinf Mitgliedern nicht
fiir den Kandidaten gestimmt haben. Wieviele mogliche Dreiergruppen lassen sich aus
dieser Menge mit fiinf Elementen bilden? Offenbar

C(5,3) = <5> AL T

3 1-2-3

Es gibt also 10 mogliche Koalitionen gegen den Kandidaten. ([

Beispiel 8.1.9 Ein Versuch wird n-mal wiederholt. Jeder Versuch endet mit einem
"Erfolg” oder mit einem ”Misserfolg”. Ein Erfolg wird mit einer 717, ein Misserfolg
wird mit einer 70" kodiert. Wieviele mogliche Folgen mit genau k& < n Einsen und n—k&
Nullen gibt es?

Die Frage kann auf die nach der Anzahl der Teilmengen mit genau k£ Elementen
zuriickgefiihrt werden: die Elemente einer Teilmenge koénnen mit der ”1” markiert wer-
den, die der Restmenge mit der 70”. Es gibt aber gerade (}) mogliche Teilmengen mit
k von n moglichen Elementen, also gibt es (}') mogliche Folgen mit genau & Einsen und
n — k Nullen. O

Beispiel 8.1.10 In einer Untersuchung zur Struktur des Langzeitgedachtnisses wird
einer Versuchsperson (Vp) eine Geschichte vorgelesen. Im Anschluf§ daran wird die Vp
gebeten, die fiinf Blumennamen zu nennen, die insgesamt in der Geschichte vorgekom-
men sind; die Vp zu Beginn des Experimentes nicht instruiert worden, insbesondere auf
Blumennamen zu achten. Angenommen, die Vp sucht nun geméfl dem in Beispiel 8.1.4
angedeuteten Gedéchtnismodell fiinf Blumennamen nach den Zufall aus dem Gedécht-
nis, wobei sie insgesamt n Blumennamen im Gedéchtnis gespeichert haben moge. Wie-
viele Mo6glichkeiten hat sie, fiinf Namen auszuwéhlen, von denen gerade k, 0 < k < 5,
zu den tatsédchlich in der Geschichte genannten gehoren?

Der Fall k = 5 ist offenbar der einfachste Fall, denn es gibt nur eine solche Moglich-
keit.

Nun sei 0 < k£ < 5. Dies bedeutet, dass sie von den 5 Namen gerade k£ wéahlt.
Es kommt nicht darauf an, welche k dieser 5 Worter sie zieht, und demnach gibt es
(2) Moglichkeiten, eine Teilmenge von k Elementen aus der Menge von 5 méglichen
Namen zu ziehen. Da die Vp aber insgesamt 5 Namen aus dem Gedéchtnis wéhlt, zieht
sie noch 5—k "falsche” (d.h. nicht zur Menge der fiinf in der Geschichte vorkommenden
Namen gehorenden) Namen. Die gezogene Menge von falschen Namen ist ein Element
der Menge der Teilmenge mit 5 — k falschen Namen. Wir benétigen die Anzahl der
Elemente in dieser Teilmenge, denn jede der (2) Moglichkeiten, k& "richtige” Namen zu
nennen, kann mit jeder Moglichkeit, 5 — &k falsche zu nennen, auftreten. Insgesamt sind
n — 5 Namen ”falsch”. Dann gibt es gerade (’g:l‘z) Moglichkeiten, 5 — k falsche Namen
aus dieser Menge auszuwéhlen. Mithin gibt es gerade N, = (2) (751:2) Moglichkeiten, k

richtige und 5 — k falsche Namen zu nennen. Es sei angemerkt, dass dieser Ausdruck
fiir Nj, die Spezialfille kK = 0 und k£ = 5 enthilt. O
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Kombinationen mit Wiederholung

Es sei A wieder eine n-elementige Menge, aus der r-mal jeweils ein Element gezogen
wird; das Element kann beliebig gewihlt werden. Ein bestimmtes Element von A kann
also mehrfach gezogen werden. Dabei soll es auf die Anordnung der Elemente in der
Stichprobe nicht ankommen. Solche Stichproben heilen Kombinationen mit Wiederho-
lung vom Umfang r. Dieser Fall liegt z.B. dann vor, wenn die Elemente von A wieder
Kategorien (Zellen) sind, in die » Objekte (Bélle) sortiert werden sollen. Es seien 7y,
1=1,---,n die Hiufigkeiten, mit denen das erste, zweite, etc Element von A gewihlt
wurde. Dann muf}

T1+T2...—|—Tn:’)" (8.15)
gelten. Die Kombinationen vom Umfang r sind die verschiedenen n-Tupel (r1,--- ,7y,),
die der Gleichung (8.15) geniigen. Es soll also nicht zwischen den Objekten, die klassi-
fiziert werden, unterschieden werden, sondern zwischen den verschiedenen (ry,--- ,7y).

Ein Beispiel ist die Menge A = {1,2,3,4}. Die Kombinationen mit Wiederholung
vom Umfang r = 2 sind durch die Paare (1,1), (2,2), (3,3), (4,4), (1,2), (1,3), (1,4),
(2,3), (2,4), (3,4) gegeben; zwischen den Paaren (1,2) und (2,1) etc wird also nicht
unterschieden. In der Sprache der Zellen und Bélle heifit dies z. B., dass zwei Biille in 4
Zellen sortiert werden sollen. Im Falle (1,1) sind beide Bélle in die Zelle ”1” gelangt. Im
Falle (1,2) ist der erste Ball in die erste Zelle, der zweite in die zweite sortiert worden.
Da die Bélle nicht unterschieden werden (oder: da es auf die Unterschiede zwischen den
Béllen nicht ankommt), ist dieses Ergebnis dquivalent dem Ergebnis (2,1), bei dem der
erste Ball in die zweite und der zweite in die erste Zelle sortiert wurde. Die r; konnen
nur die Werte 0, 1 oder 2 annehmen. Man findet K (n,r) = K(4,2) = 10 Kombinationen
mit Wiederholung vom Umfang r = 2.

K(n,r) = (n e 1). (8.16)

Allgemein gilt

r

Beweis: Der Beweis dieser Aussage ist dem Buch von Plachky et al. (1983) entnommen.

Offenbar kommt es bei der Bildung einer Kombination mit Wiederholung vom Um-
fang r nicht auf die Werte a; der in Frage stehenden Menge (Population) an, sondern
nur auf ihre Indices 7, 1 < ¢ < n. Deshalb geniigt es, wie im vorangegangenen Beispiel
die Menge A = {1,2,--- ,n} zu betrachten.

Es sei nun A" das r-fache Cartesische Produkt von A mit sich selbst. A" ist also die
Menge der moglichen r-Tupel von Elementen aus A. Es seien nun (ayg,---a,) € A" und
(b1, -+, by) € A" zwei Elemente (r-Tupel) aus A", und es werde die Klasse [a1, -, a,]
wie folgt definiert: es gelte

[ar, -+, ar] = [b1,- -+, by

genau dann, wenn sich die Tupel (a1, - ,a,) und (b1, - - , b.) nicht durch die Elemente,
sondern nur durch deren Anordnung unterscheiden. Die beiden r-Tupel kénnen also
durch eine Permutation der Elemente ineinander iiberfithrt werden. Die Reihenfolge
der Elemente in [a1,- - ,a,] soll also irrelevant sein. Im obigen Beispiel ist dann also
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[1,2] = {(1,2), (2,1)}. Dann bedeutet es keine Einschrinkung, wenn man a; < as <
-+ < a, annimmt. Wir betrachten nun die Menge

Ay ={(a1,- - ,a)|(a1, - ,ar) € AT}

Dies ist die Menge der moglichen Klassen fiir » Elemente aus A. Fiir die Menge
A = {1,2,3,4} ist die Menge A] oben vollstindig angegeben worden; sie enthélt 10
Elemente.

Weiter werden die Mengen
M:={1,2,--- ,n+r—1}, P(M):={B|BC M,|B|=r}

eingefiihrt. P (M) ist die Menge der Teilmengen von M, die den Umfang r haben. Jeder
Klasse [a1,--- ,a,] werde nun die Folge ay,a2 + 1,a3 + 3,--- ,a, + r — 1 zugeordnet.
Diese Folge besteht aus Elementen, die eine Teilmenge von M bilden, d.h. sie entspricht
einem B € P(M). Diese Zuordnung von Klassen zu Teilmengen aus (M) ist offenbar
umkehrbar eindeutig: jeder Klasse entspricht aufgrund der Zuordnungsregel genau eine
Teilmenge, und jeder Teilmenge B € B(M) entspricht genau eine Klasse. Damit ist die
Anzahl |A] | dieser Klassen gerade gleich der Anzahl der Teilmengen in B(M). Diese
Menge hat aber genau n + r — 1 Elemente, und nach (8.9) gibt es dann gerade

o= ("7

r

Teilmengen von (M), und damit ist die Behauptung (8.16) bewiesen. O

Beispiel 8.1.11 Es werden drei nicht unterscheidbare Wiirfel gleichzeitig geworfen.
Wieviele unterscheidbare Resultate gibt es? Zeigen die Wiirfel Wi, Ws und W3 die
Augenzahlen 717, 72”7 und 747, so ist dieses Ergebnis nicht unterscheidbar von dem,
bei dem der Wiirfel Wy die Augenzahl 717 und W; die Augenzahl ”2” zeigt, denn die
Wiirfel sind als nicht unterscheidbar vorausgesetzt worden. Als ”Population” kann man
hier die Menge A = {1,---,6} wihlen; A représentiert die moglichen Augenzahlen
fiir einen Wiirfel. Das Werfen mit drei Wiirfeln kann als Bildung einer Stichprobe
von drei Elementen aus A aufgefafit werden, wobei die gezogenen Elemente jedesmal
wieder zuriickgelegt werden. Der Wurf dreier Wiirfel liefert also eine Kombination mit
Wiederholung vom Umfang 3. Es gibt

AZ_A2_<6+§—1>_8‘7~6

mogliche unterscheidbare Resultate. ]

Beispiel 8.1.12 Ein Psychotherapeut hat einem Klienten die Aufgabe gestellt, 30 Ta-
ge lang jeden Abend seine (des Klienten) durchschnittliche Befindlichkeit fiir diesen
Tag auf einer Skala mit 5 Befindlichkeitskategorien zu beurteilen. Am Ende bestimmt
der Therapeut die Haufigkeiten rq,--- ,r5 und versucht, daraus etwas iiber die durch-
schnittliche Befindlichkeit des Klienten zu erfahren. Wieviele verschiedene Verteilungen

(ri,---rs5) gibt es? Offenbar
5+30—1
= 1496
)
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Zur Klarung des Begriffes der Kombination mit Wiederholung vom Umfang r mag es
sinnvoll sein, noch einmal die in (8.3) gegebene Grofle zu betrachten. Dort sollten n Ob-
jekte in k Kategorien sortiert werden, und nach (8.3) ist die Anzahl der Moglichkeiten,
dies zu tun, durch N = k™ gegeben. Bei den Kombinationen mit Wiederholung vom
Umfang r wird eine dhnliche Situation betrachtet: r Objekte werden auf n Kategorien
verteilt. Die Gesamtzahl moglicher Anordnungen der r Objekte in den n Kategorien
ist, geméB (8.3), durch n” gegeben. Zwei Anordnungen werden dabei als verschieden
betrachtet, wenn sie sich auch nur um die Zuordnung zweier Objekte unterscheiden,
auch wenn die Haufigkeiten rq,--- ,r, sich nicht unterscheiden. Bei den Kombinatio-
nen mit Wiederholung vom Umfang r dagegen ist man nicht an der unterschiedlichen
Zuordnung der Objekte interessiert, sondern an der Anzahl der verschiedenen n-Tupel

(re, -+ rn)-

8.1.4 Multinomialkoeffizienten

Gegeben sei eine Menge A = {a1, - ,a,} mit n Elementen, die nach k Kategorien
sortiert werden sollen. Dabei mdgen r; Elemente in die erste Kategorie, 2 in die zweite
und schlieBlich 75 in die k-te Kategorie fallen; dabei gilt natiirlich 71 +ro+---+71 = n,
denn es sollen ja alle Elemente von A sortiert werden. Es darf dabei vorkommen, dass
bestimmte Kategorien gar nicht besetzt werden, dass also r; = 0 fiir einige 7, 0 < j < n.
Die Frage ist nun,auf wieviel verschiedene Weisen die n Elemente auf die & Kategorien
aufgeteilt werden konnen, so dass die Besetzungshéufigkeiten stets 71, ra,- -+ , 7 sind.

Es sei N(ry,---,rg) die gesuchte Anzahl; die N(ry,--- ,rg) heilen Multinomialko-
effizienten.

Satz 8.1.2 FEs gilt

n!

N(ry,- ) = (8.17)

7’1!7“2! ce T‘k!

Beweis: Um (8.17) einzusehen, beginnt man mit der Auswahl der Elemente fiir die
erste Kategorie. Eine Stichprobe von r; Elementen aus n kann auf C(ri,n) = (Z)
verschiedene Weisen erfolgen. Fiir die Auswahl der Elemente fiir die zweite Kategorie
sind dann noch n — r; Elemente {ibrig, und eine Stichprobe von ry Elementen kann
aus ihnen auf C'(n —r1,re) = (n;;l) verschiedene Weisen erfolgen. Die ersten beiden
Stichproben konnen insgesamt auf C(r,71)C(n — r1,72) verschiedene Weisen gebildet
werden. Nachdem man schliefllich die (k — 1) — te Stichprobe gebildet hat, verbleiben
noch rp, = n —r; —--- — rip_1 Elemente von A, die in die k-te Kategorie fallen. Also

mufy
N(ri,---,rg) =C(n,m)C(n—ri,re)---Cln—ry — - —rp_2,TK_1)

sein, — bei der Wahl der Elemente fiir die k-te Kategorie ist man ja bereits festgelegt.
Setzt man die entsprechenden Ausdriicke fiir die Kombinationen ohne Wiederholung
ein, so ergibt sich (8.17). O

Beispiel 8.1.13 (Q-sort Methode nach Stephenson (1953)) Gelegentlich kann es inter-
essant sein, eine Person sich selbst oder andere beurteilen zu lassen. So kann man eine
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Person sich selbst vor und nach einer Therapie beurteilen lassen, oder um die Struktur
von Stereotypen zu erfassen kann man eine Person Mitglieder bestimmter Gruppen be-
urteilen lassen. Bei dieser Beurteilung sollen 100 Aussagen, die jeweils auf einer Karte
stehen, iiber die zu beurteilende Person auf einer Skala von 1 bis 9 eingeordnet wer-
den, wobei die Kategorie ”1” fiir die Aussage ”Trifft auf die Person nicht zu” und die
Kategorie 79” fiir ” Trifft fiir die Person 100 %-ig zu” steht. Dabei wird nun vorgeschrie-
ben, wieviele Karten in die einzelnen Kategorien eingeordnet werden sollen, aber nicht,
welche. Man spricht deshalb auch von forced choice distributions.

Die Haufigketen r1, 79, - - -, 79 sind also vorgegeben, und es mufl r{+ro+- - -+19 = 100
gelten. Bei einer solchen Vorgabe ist dann die Anzahl der méglichen Verteilungen der
Karten durch (8.17) gegeben, wobei n = 100 ist. Man macht sich leicht klar, dass die
Berechnung von N(rq,---r9) mit dem Taschenrechner auf direkte Weise kaum moglich
ist. Man kann die Schwierigkeiten durch Anwendung von Stirlings Formel (8.8) um-
gehen, denn n! ~ 27 - n"t1/2¢= fiir n = 100 liBt sich z.B. durch Zerlegung der
Faktoren n" und e berechnen: n'% = n?n?n?n?% und e~ ™ 148t sich auf #hnliche
Weise berechnen. Die Details sollen hier nicht vertieft werden.

Zur Illustration soll nun der vereinfachte Fall von n = 12 Karten und 3 Kategorien
betrachtet werden. Kategorie 1 stehe fiir ” Trifft nicht zu”, Kategorie 2 fiir ”unentschie-
den” und Kategorie 3 fiir ”Trifft zu”. Es sei der beurteilenden Person vorgeschrieben,
in jede Kategorie je 4 Karten zu legen. Dann ist 1 = r9 = r3 = 4. Nach (8.17) gibt es

dann
12!
N(Tl,?“Q,Tg) = m = 34650
mogliche Verteilungen der Karten. Der die Untersuchung duchfiihrende Psychologe
kann nun der Ansicht sein, dass die mittlere Kategorie (unentschieden) moglichst wenig
gewihlt werden sollte, und setzt 11 = r3 = 5 und ro = 2 fest. Dann ergibt sich fiir die

Gesamtzahl moglicher Verteilungen der Karten
12!
512151
Es gibt hier also weniger Moglichkeiten als im Fall gleicher Haufigkeiten. Umgekehrt

kann man auch den Fall betrachten, bei dem die mittlere Kategorie die Haufigste sein
soll, es sei etwa 11 = r3 = 3, ro = 6. Dann ist
12!
N(T17T2,T3) = W = 55440

die Anzahl moglicher Verteilungen. O

N(Tl,TQ,Tg) == = 16632.

mailbox:///C:/Users/mortens/AppData/Roaming/Thunderbird /Profiles/ygiz8g6q.default /Mail /p
muenster.de/Sent

8.2 Zur Theorie der reellen Zahlen

Mit R wird die Menge aller reeller Zahlen bezeichnet; mit Ry wird oft die Menge
der positiven Zahlen gekennzeichnet. Sie enthélt die Menge der natiirlichen Zahlen
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N = {0,1,2,3,...} als Teilmenge, ebenso die Menge der ganzen Zahlen, Z = {...,-
3,-2,-1,0,1,2,3,...}. Eine weitere Teilmenge ist die Menge der rationalen Zahlen
r = p/q, p,q € N bzw. p,q € Z. Der Ausdruck ’rational’ leitet sich vom lateinischen
ratio fiir Bruch, Quotient her. Aufler den rationalen Zahlen gibt es dann noch die
Menge I irrationalen Zahlen, d.h. der Zahlen, die sich nicht als ratio, d.h. Quotient
zweier natiirlicher Zahlen darstellen lassen. Ein Beispiel fiir eine irrationale Zahl ist
die Lange der Diagonale eines Quadrats mit der Seitenldnge 1. Denn nach dem Satz
des Pythagoras ist das Quadrat der Linge der Diagonalen durch 12 + 12 = 2 gegeben,
und die Linge ist dann v/2. Es gibt aber keine zwei natiirlichen Zahlen p und ¢ derart,
dass v/2 = p/q. Um dies zu sehen, werde angenommen, dass es sie gibe. Man kann
annehmen, dass p und ¢ teilerfremd sind, d.h. dass sie kein gemeinsames Vielfaches
zweier natiirlichen Zahlen a und b sind. Denn dann hitte man p/q = ka/(kb) und k
wiirde sich herauskiirzen, so dass p/q = a/b. Dan ist 2 = p?/¢?> und damit p? = 242,
woraus folgt, dass p? eine gerade Zahl ist, das sie das Produkt des Faktors 2 mit ¢?
ist. Dann muf} auch p eine gerade Zahl sein. Denn es sei p = 2k 4+ 1 ungerade, k € N;
dann folgt (2k +1)2 = (2k)%2 + 12+ 2 (2k - 1) = 4k? + 4k + 1, d.h. fiir ungerades p
ist p? ebenfalls ungerade, d.h. es mul p = 2k gelten. Dann folgt aber p? = 4k? = 242,
also 2k% = ¢?, mithin ist auch ¢ eine gerade Zahl. Dann aber sind p und ¢ nicht mehr
teilerfremd, weil sie beide den Faktor 2 enthalten, was der Forderung widerspricht, das
p/q teilerfremd ist. Also kann v/2 keine rationale Zahl sein. Es li8it sich zeigen, dass
rationale Zahlen entweder nur endlich viele Dezimalstellen haben, oder dass im Falle
unendlich vieler Dezimalstellen diese periodisch sind. Dagegen haben irrationale Zahlen
unendlich viele Dezimalstellen ohne Periodizitét.

Die Anzahl der Elemente in einer Menge M ist die Mdchtigkeit von M sie wird oft
mit | M| bezeichnet. Hat man zwei Mengen M; und M3 und kann man jedem Element
von Mj genau ein Element von My zuordnen, und umgkehrt jedem Element von My
genau ein Element von M, so haben die beiden Mengen dieselbe Méchtigkeit, |M;| =
|Ms|. Die Menge N der natiirlichen Zahlen hat unendlich viele Elemente; das Symbol
fiir diese Méchtigkeit ist g, (N ist der erste Buchstabe des hebréischen Alphabets),
also |[N| = Ny. Fiir die rationalen Zahlen gilt der folgende Satz:

Satz 8.2.1 Die Menge Q der rationalen Zahlen ist abzdhlbar.

Beweis: Eine rationale Zahl ist als Quotient p/q, p,q € N definiert. Die Méchtigkeit
von Q ist demnach gleich der Anzahl der Paare (p, q). Es sei p + ¢ die Hohe des Paares
(p,q). Die Anzahl der Paare mit vorgegebener Hohe n, n > 1, ist gleich n — 1:

Po={(1,n—1),2n-2),....(n—1,1)}, |Pl=n—1 (8.18)

Offenbhar ist P,, abzéhlbar, denn P, ist eine natiirliche Zahl, und der natiirlichen Zahl
n wird die natiirliche Zahl P, zugeordnet, so dass man eine Abbildung N — N hat. Das
gleiche gilt auch fiir |P,|(n — 1), die eine natiirliche Zahl ist, d.h. |P,|(n — 1) entspricht
wiederum eine Abbildung N — N. Also ist die Menge der rationalen Zahlen wiederum
abzihlbar, so dass |Q| = |N|| = N,. O

Definition 8.2.1 Es sei M C R und wi,ws € M mit w1 < wo. Gibt es zwischen wq
und wo unendlich viele Elemente w € M, so heifst M iiberall dicht.
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Satz 8.2.2 Die Menge Q der rationalen Zahlen ist diberall dicht.

Beweis: Es seien p,r € Q. Dann existiert stets eine rationale Zahl ¢ € Q derart, dass
p < q < r. Es geniigt zu zeigen, dass irgendeine rationale Zahl zwischen p,r € Q, p < 7,
liegt, etwa q := (p+ r)/2. Dann folgt 2p = p+p < p+r < r+r = 2r und q erfiillt
offenbar die Bedingung p < ¢ < r. In der gleichen Weise kann man fortfahren und
Zahlen zwischen p und g sowie g und r finden, etc., und das heif3t, dass @) iiberall dicht
ist. ([

Anmerkung: Satz 8.2.2 gilt fiir beliebige reelle Zahlen a,c € R, die Nebenbedingung
b= (a+c)/2 € Q entfillt, um a < b < ¢ mit b = (a + ¢)/2 zu zeigen.

Verglichen mit der Machtigkeit der rellen Zahlen (R = Q N1I) ist dies eine ”kleine”
Zahl, — die Méchtigkeit von I ist sehr viel grofler als die von Q. Dies ist der Grund,
warum es bei der Abbildung f(z), (1.7), so viel Werte gleich 1 mehr gibt als Werte
gleich Null.

Die Frage ist nun, ob sich die Méchtigkeit von R abschétzen 148t. Die irrationalen
Zahlen miissen zwischen den rationalen Zahlen liegen, und da die rationalen Zahlen
iiberall dicht liegen, miissen die offenbar beliebig kleinen Differenzen zwischen zwei ra-
tionalen Zahlen noch mit den irrationalen Zahlen aufgefiillt werden, d.h. die rationalen
Zahlen miissen in die irrationalen Zahlen eingebettet sein. Um nun |R| abzuschitzen,
betrachtet man zunéchst die Menge aller Untermengen einer Menge M. Es sei zunéchst
|M| < oco. Weiter sei A C M. Man kann nun eine Funktion definieren, die jedem w € A
einen von zwei moglichen Werten zuordnet, je nachdem, ob w € M zur Teilmenge A
gehort oder nicht:

0, w¢A,
P(w) = (8.19)
1, wed

Der Teilmenge A entspricht genau eine Folge von Nullen und Einsen, wobei die Lénge
der Folge durch die Anzahl |M| der Elemente von M gegeben ist; entspricht einem
Element von M eine 1, so gehort dieses Element zu A, und wird dem Element eine
0 zugeordnet, so gehort das Element nicht zu A. Die Anzahl verschiedener Folgen ist
dann gleich der Anzahl verschiedener Teilmengen von M. Diese Anzahl ist leicht zu
bestimmen. Die Elemente kénnen durchnummeriert werden, wobei die Reihenfolge der
Nummerierung unwichtig ist. Fiir das erste Element hat man zwei Moglichkeiten: ihm
wird entweder die 0 oder die 1 zugeordnet. Fiir das zweite Element gilt dasselbe, und
fir die beiden ersten Elemente gibt es dann insgesamt 2 - 2 = 22 = 4 Moglichkeiten:
00, 01, 10 und 11. Fiir das dritte Element gibt es wieder zwei M&glichkeiten, und jede
dieser Moglichkeiten kann mit jeder der 22 Verteilungen von 0 und 1 fiir die ersten
beiden Elemente kombiniert werden, so dass es 2 - 22 = 23 Moglichkeiten fiir die ersten
drei Elemente gibt. So fihrt man fort und erhilt schlieBlich 2/ Moglichkeiten fiir die
Aufteilungen von Nullen und Einsen, und dies ist die Anzahl der moglichen Teilmen-
gen von M. Man schreibt dafiir auch B(P) oder auch einfach 2M. Die Menge aller
Teilmengen von M ist die Potenzmenge) von M.

Man betrachtet nun die Abbildung ¢ : N — {0,1}, d.h. jeder Zahl n € N wird
eine Zahl 1,, zugeordnet, und %, ist entweder gleich 0 oder gleich 1. Damit wird eine
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Abbildung 8.1: Umkehrbar eindeutige Abbbildung eines Intervalles auf R

AN
0

0

unendliche Folge
11,199,838, «« s Gny ... (8.20)

erzeugt. Umgekehrt entspricht jeder derartigen Folge eine Abbildung ¢, ¢(n) = 0 oder
¢(n) = 1. Dies bedeutet, dass die Menge der Folgen der Form (8.20) gleich der Menge
aller Teilmengen von N ist, und deren Michtigkeit ist dann gleich 280, Setzt man vor
jede Folge (8.20) einen Dezimalpunkt, so erhélt man jeweils einen Dualbruch, und der
stellt eine reelle Zahl dar. Daraus folgt, dass die Michtigkeit von R durch |R| = 2%
gegeben ist. Offensichtlich gilt 2% > Xy, so dass die Menge aller reellen Zahlen eine
Machtigkeit grofler als die der rationalen Zahlen hat:

Definition 8.2.2 FEine Menge habe unendlich viele Elemente, die aber durchnumme-
riert werden kénnen, so dass jedem Element von M genau eine natirliche Zahl zuge-
ordnet werden kann. Dann heifst M abzihlbar. Die Mdchtigkeit von R ist ¢ = 280 und
heifit die Méchtigkeit des Kontinuums; R ist {iberabzihlbar.

Satz 8.2.3 Es sei I, = [a,b] C R, a < b. Dann ist |I,| = 280, d.h. die Michtigkeit
von Ioyp ist gleich der der reellen Zahlen.

Beweis: Gegeben seien zwei Mengen A und B und ¢ sei eine umkehrbar eindeutige
Abbildung® ¢: A — B, d.h. ¢(a1) = b1, ¢(az) = by und by = by = a; = az. Dann
gilt [A] = |B|. Man muf} also nur zeigen, dass eine Abbildung ¢: I,;, — R existiert.
Dazu betrachte man die Geraden, die den Mittelpunkt des Kreises mit der x-Achse,
die R repriisentiert, verbinden (vergl. Abb. 8.1). Sie schneiden den Viertelkreis jeweils
an genau einer Stelle 2/, und treffen auf die z-Achse an genau einer Stelle x. Auf diese
Weise wird eine umkehrbar eindeutige Abbildung f zwischen den Punkten in [0, 7] und
den Punkten auf der z-Achse definiert, f(z’) = z. Dies bedeutet, dass [0,7] und R
dieselbe Méchtigkeit haben. O

Teilmengen aus M C R konnen bestimmte Eigenschaften haben. So heifit M nach
unten beschrdinkt, wenn es eine Zahl a € R gibt derart, dass a < zx fiir alle x € M,
und nach oben beschrinkt, wenn es ein b € R gibt derart, dass < b fiir alle x € M.
Eine Menge heiit offen, wenn M = {z|a < x < b,x € M,a,b € M}, wobei M C R
die Komplementdrmenge von M ist. Eine Menge, z.B. ein Intervall aus M C R, ist

3bijektive Abbildung.



8.2. ZUR THEORIE DER REELLEN ZAHLEN 249

abgeschlossen, wenn das Komplement M von M offen ist. Ist eine Menge M C R sowohl
beschréinkt wie auch abgeschlossen, so heifit M kompakt. So sei [a,b] = {z|a < z <
b, a,b € R} ein Intervall, bei dem die Randpunkte a und b zum Intervall gehoren; das
Intervall heifit demnach abgeschlossen. Nun sei das Intervall (a,b) = {z|la < x < b, a.b €
R} gegeben. Bei diesem Intervall gehoren die Punkte a und b nicht zum Intervall; es
heifit dementsprechend offenes Intervall. Die Intervalle (a,b] = {z|a < z <b, a,b € R}
und [a,b) = {z|a < x < b, a,b € R} sind dementsprechend halboffene Intervalle.
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