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Seit man begonnen hat, die ein-
fachsten Behauptungen zu beweisen,
erwiesen sich viele von ihnen als

falsch.
Bertrand Russell

1 Vektoren und Vektorraume

1.1 Der Sinn der Vektor- und Matrixrechnung

In der multivariaten Statistik werden grofle Datenmengen analysiert. So werden
an hinreichend grofien Stichproben von Personen oder Objekten ("Fille”) mehre-
re Variablen gemessen — wobei "hinreichend’ u.. von der Anzahl der gemessenen
Variablen abhéngt — und es soll z.B. untersucht werden, welchen Abhéngigkei-
ten zwischen den Variablen existieren. Diese Frage kann fiir sich genommen von
Interesse sein, oder man hat das Ziel, bestimmte Variablen! auf der Basis der
iibrigen "vorauszusagen”, oder die Fille sollen anhand der Messungen bestimm-
ten Klassen zugeordnet werden. Hat man z.B. 100 Félle und 7 Variablen, so hat
man bereits 700 Messwerte zu inspizieren und zu interpretieren. Betrachtet man
nur die paarweisen Korrelationen zwischen den Variablen, so hat man bereits
(;) = 7-6/2 = 21 Korrelationen und die Relationen zwischen ihnen zu diskutie-
ren; die Frage ist nun, in welcher Weise diese Abhéngigkeiten zu interpretieren
sind.

Ein Standardansatz fiir die Interpretation solcher Daten besteht in der An-
nahme der Existenz voneinander unabhingiger, latenter Variablen. Das sind Va-
riablen, die nicht direkt gemessen wurden, von denen aber angenommen wird,
dass sie auf die meisten der gemessenen Variablen einwirken und so die Korrela-
tionen zwischen den gemessenen Variablen erzeugen. Man kann diese Annahme
allgemein so formulieren, dass man sagt, jede der gemessenen Variablen V; lasse
sich als ein Funktion

Vi=f(L1,....Ly), j=1,....n (1.1)

von noch unbekannten, "latenten” Variablen L1, ..., L,, r < n, darstellen (Abb.
1). Selbst wenn diese Annahme gilt, so weifl man noch nichts iiber die Form der
Funktionen f;. Die einfachste Annahme iiber die f; ist, sie als lineare Funktionen

anzunehmen:

Vj :alel +a2jL2+~~+aerr+ej, (1.2)
wobei hier der Einfachheit halber die Variablennamen mit den Messwerten fiir die
Variablen gleichgesetzt wurden. Die ay;, ..., a,; sind freie Parameter, die zusam-

men mit den latenten Variablen aus den Daten geschétzt werden miissen, und e;

'Es kann auch ’bestimmte Variable’ heiBen, dem Duden zufolge kann man zwischen der
Pluralformen ’'Variable’ und ’Variablen’ wihlen. In diesem Text wird von der letzteren Form
Gebrauch gemacht, es ist aber — einer alten Gewohheit folgend — moglich, dass gelegentlich die
erste Form gewahlt wurde.



Abbildung 1: Latente Variablen Lji,Ls,...,L, und gemessene Variablen
VieooowVao fi = fi(L1,...,Ly) = Vi, d.h. jede der gemessenen Variablen 148t
sich durch eine Funktion f; der latenten Variablen darstellen.
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reprasentieren zufillige Messfehler. Die Annahme der Additivitét der L; ist nicht
selbstverstédndlich oder trivial, denn es ist denkbar, dass latente Variable existie-
ren, die z.B. multiplikativ in die Messungen eingehen, z.B. wenn der Effekt der
einen latenten Variable proportional zum Effekt einer anderen latenten Variablen
ist; Verallgemeinerungen des Ansatzes 1.2 sind im Prinzip moglich.

Der Versuch, latente Variablen mit elementarer Mathematik zu bestimmen,
erweist sich als duflerst mithsam. Die Rechnungen werden uniibersichtlich, man
wird zum Beispiel auf Gleichungssysteme gefiihrt, von denen nicht klar ist, ob sie
iiberhaupt eine Losung haben, und wenn ja, ob diese Losung eindeutig ist oder
nicht. Derartige Fragen lassen sich relativ einfach beantworten, wenn man sie
durch Anwendung der Vektor- und Matrixrechung angeht. Vektoren sind dabei
ganze Spalten oder Zeilen von Zahlen, etwa von Messwerten fiir eine Variable,
und Matrizen ergeben sich, indem man Vektoren neben- oder untereinander an-
schreibt. Man rechnet dann mit ganzen Blocken von Zahlen. Die Rechenregeln
fiir diese Blocke sind so angelegt, dass sie die gewiinschen Analysen der Daten
ermoglichen. Abhéngigkeiten zwischen den Messungen lassen sich durch einfache
FEigenschaften von Matrizen ausdriicken, und die Berechnung von latenten Va-
riablen oder Klassifikationen reduzieren sich auf iibersichtliche Rechnungen mit
Vektoren und Matrizen.

Der Begriff des Vektors geht auf den irischen Mathematiker William Row-
land Hamilton (1839 — 1903) zuriick, der sich mit bestimmten Vierergruppen
von Zahlen, sogenannten Quaternionen, beschéftigte und fand, dass die Rechun-
gen mit diesen Gruppen vereinfacht wurden, wenn man fiir sie eben den Begriff
des Vektors einfiihrt, wobei Vektoren durch bestimmte Rechenregeln miteinander
verkniipft werden kénnen. Das Wort ’Vektor’ kommt aus dem Lateinischen und
bedeutet so viel wie Fiihrer oder Fahrer, aber auf die Wortbedeutung mufl zum
Versténdnis der Vektorrechung nicht eingegangen werden. Ebenso muf3 auf den
Begriff der Quaternionen hier nicht eingegangen werden, weil sie im Folgenden kei-
ne Rolle spielen. Die Physiker entdeckten dann, dass sich der Effekt verschiedener
Krifte auf Korper gut durch Vektoren darstellen 148t. Das Vektorparalellogram
zeigt, wie die resultierende Kraft sich nach den Regeln der Vektoraddition aus



Teilkréften errechnen 143t. Aus Anwendungen wie diesen ergibt sich die Definition
von Vektoren als gerichteten Griffen. Die Anwendungen in der Physik und nicht
zuletzt in der Statistik im Laufe des zwanzigsten Jahrhunderts haben wesentlich
zu Entwicklung der Vektor- und Matrixrechnung beigetragen. Mittlerweile findet
man kaum eine Darstellung multivariater statistischer Verfahren, die auf die An-
wendung der Vektorrechnung verzichtet, — Darstellungen ohne den Gebrauch der
Vektor- und Matrizrechnung werden so uniibersichtlich, dass das Versténdnis der
Verfahren unnétig erschwert wird.

Die folgenden Darstellungen beziehen sich auf elementare Vektoren und dem-
entsprechend auf elementare Matrizen, wobei ’elementar’ bedeutet, dass die Vek-
toren als "n-Tupel” von Zahlen definiert sind, also auf eine Gruppe (z1, z2, ..., xy)
von n Zahlen, wobei es auf die Reihenfolge, in der die Zahlen angeschrieben
werden, ankommt. Dieselben Zahlen in verschiedener Anordnung angeschrieben
definieren also verschiedene Vektoren. Aus mathematischer Sicht sind derartige
n-Tupel allerdings Spezialfille. So konnen Funktionen, die iiber einem bestimm-
ten Intervall [a,b] definiert sind, ebenfalls als Vektoren aufgefasst werden. Viele
der im folgenden eingefithrten Begriffe miissen dann allgemeiner definiert wer-
den. Fiir die hier behandelten multivariaten Verfahren geniigt es aber, sich auf
“elementare” Vektoren zu beschréinken. Die Kenntnis der elementaren Theorie
der Vektoren und Matrizen erleichtert dann den Zugang zu den allgemeineren
Begriffsbildungen.

1.2 Punktriaume

Mit dem Symbol R wird die Menge der reellen Zahlen bezeichnet?. Die Zahl z € R
heifit auch Skalar, weil sie auf der "Skala” von —oo bis +oo liegt. Eine Ebene wird
durch das Cartesische Produkt R x R = R? definiert: R? = {(x, y)|z,y € R}, d.h.
durch die Menge aller Paare von reellen Zahlen. Das Paar (z,y) € R? kann als
Paar von Koordinaten eines Punktes interpretiert werden. Analog dazu bezeichnet
R xR xR = R3 die Menge aller Tripel (z,, z) mit x,y, z € R, die als Koordinaten
eines Punktes im 3-dimensionalen Raum betrachtet werden kénnen. Analog dazu
wird mit

R" = {(x1,z2,...,zp)|x1,22,..., 20 €ER}, meEN (1.3)
der n-dimensionale Punktraum bezeichnet. Wiederum in Analogie zu den an-

schaulichen Rdumen mit n < 3 lassen sich die xj,z9,...,2, als Koordinaten
eines "Punktes” auffassen.

?Das ist die Vereinigung (i) der natiirlichen Zahlen N = 0,1,2, ..., (ii) die ganzen Zahlen Z =
{-..,-3,-2,-1,0,1,2,3,...}, (iii) die rationalen Zahlen Q = {p/q|,p,q € Z,q # 0}, und (iv)
die irrationalen Zahlen, die sich nicht als Quotient p/q mit p, g € Z darstellen lassen (lat. ratio =
Bruch, Quotient). Bekannte irrationale Zahlen sind 7, die Eulersche Zahl e (Basis des natiirlichen
Logarithmus), v/2, etc. Die Dezimaldarstellung einer irrationalen Zahl ist nicht periodisch und
bricht nicht ab. Es 148t sich zeigen, dass zwischen irgendzwei rationalen Zahlen stets beliebig
viele (genauer: iiberabzihlbar viele) irrationale Zahlen liegen. R bildet ein Kontinuum, also eine
liickenlos zusammenhéngende Menge von Zahlen.
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Koordinatenachsen lassen sich skalieren, d.h. mit einem Faktor multiplizieren
(wenn man etwa von Zentimetern zu Millimetern iibergeht) und die Koordinaten

von Punkten lassen sich addieren: Sind = = (x1,...,2y) und y = (Y1,-..,Yn)
irgendzwei Punkte, so soll
1. ax = (azy,axs,...,axy,), fir a € R, und

2.24+y=(z1+y,22+ Y2, .., Tn + Yn)
gelten. x 4 y definiert also ebenfalls einen Punkt. Es gilt der folgende

Satz 1.1 FEs seien x,y, z Punkte im R™. Dann gelten die Aussagen

1.z +y=y+x, (Kommutativitit)

2. (x+y)+z=x+ (y+ 2), (Assoziativitit der Summation)

3. x40 =x; 0 ist der neutrale Punkt (der Ursprung des Koordinatensystems)
4. Fiir jeden Punkt x existiert ein Punkt —x derart, dass x + (—z) = 0,

5. lox =z,

6. (ab)x = a(bx), fir a,b € R,

7. (a4 b)x = ax + bz, fir a,b € R,

Beweis: Es geniigt ein einfaches Nachrechnen. O

Esz = (x1,...,2p) und y = (y1,...,yn) seien irgendzwei Punkte im R™. Die
Punkte sind durch eine Distanz d(z,y) voneinander getrennt. d(x,y) ist ein von
den Koordinaten z; und y; Maf fiir die Entfernung zwischen den Punkten x und
y. Die Distanz zwischen den Punken héngt von der Metrik des Raumes ab:

Definition 1.1 Die Distanz d(x,y) ist eine Funktion der Differenzen xz; — y;,
1 =1,...,n der Koordinaten x;, y; der Punkte x und y; geniigen die Distanzen
den folgenden Axiomen

1. d(z,y) > 0,

2. d(z,y) = d(y,z) (Reflexivitdt)

3. d(z,2) < d(z,y) + d(y, z) (Dreiecksungleichung),

so defintert d eine Metrik des Raumes, in dem die Punkte x und y liegen.

Die Distanzen zwischen den Punkten eines Raumes kénnen auf verschiedene Wei-
sen definiert sein, und dementpsrechend ist ein Raum durch eine bestimmte Me-
trik definiert, die die geometrische Struktur des Raumes kennzeichnet. So ist nach
Euklid ist die kiirzeste Verbindung zwischen zwei Punkten eine Gerade. Fiir ir-
gendzwei Punkte z und y gilt dann

Hier wird implizit angenommen, dass die x; und y; Koordinaten in einem recht-
winkligen Koordinatensystem sind, und x; — y; ist die Differenz der Koordinaten
der Punkte = und y auf der i-ten Koordinate. Die Gleichung (1.4) ist dann der
Satz des Pythagoras fiir den n-dimensionalen Raum. Ist die Metrik eines Raums
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durch (1.4) definiert, so heifit der Raum euklidisch. Die euklidische Metrik ist
nicht die einzig mogliche Metrik, wie weiter unten illustriert wird.

Die Axiome in Definition 1.1 definieren die allgemeinen Eigenschaften einer
Metrik. Die Forderung, dass eine Distanz d(z, y) nicht negativ sein darf, entspricht
dem umgangssprachlichen Begriff von "Distanz”: die Linge eines Weges von Ort A
zu Ort B kann nicht negativ sein. Die Forderung der Reflexivitit d(z,y) = d(y, x)
stellt eine Einschrinkung dar: will man in einer Stadt mit dem Auto von der
Adresse A zu Adresse As fahren, so kann wegen eines Einbahnstrassensystems die
Distanz d(A1, Az) grofer als die Distanz d(As, A1) sein. Die Dreiecksungleichung
ist wiederum intuitiv einleuchtend. Sind Aq, As und Az drei Adressen in einer
Stadt, so ist es moglich, dass es zwischen A; und Asz keinen direkten Weg gibt
und man immer iiber die Adresse Ay fahren muf; dann gilt eben d(A4;, A3) =
d(A1, As) +d(Asz, As). Es wird aber nie d(A1, Az) > d(A1, A2) +d(Az, Asz) gelten,
d.h. es muB} d(Aq, A3) < d(A1, Az) + d(As, As) gelten.

Euklidische Rdume wurden lange Zeit als "natiirliche” Rdume betrachtet.
Isaac Newton (1642 — 1727) nahm implizit eine euklidische Struktur des phy-
sikalischen Raumes an, und der Philosoph Immanuel Kant (1724 — 1804) erklér-
te, der euklidische Raum sei eine notwendige Vorstellung a priori. So notwen-
dig wie von Kant angenommen ist diese Vorstellung allerdings nicht, schon in
der ersten Hélfte des 19-ten Jahrhunderts schlugen der ungarische Mathematiker
Jéanos Bolyai (1802 — 1860), der russische Mathematiker Nikolai Iwanowitsch Lo-
batschewski (1792 — 1856) sowie der Mathematiker Carl Friederich Gauf} (1777
- 1855) nicht-euklidische Geometrien vor. Der Mathematiker Bernhard Riemann
(1826 — 1866) hielt 1850 seinen Habilitationsvortrag iiber eine nicht-euklidische
Geometrie, die spéter fiir die Weiterentwicklung der Relativitdtstheorie wichtig
wurde. Der Mathematiker Hermann Minkowski (1864 — 1909) modifizierte eben-
falls im Zusammenhang mit der Relativitdtstheorie die Begriffe von Raum und
Zeit (Raum-Zeit-Kontiuum) und definierte eine Metrik — die Minkowski-Metrik
—, die durch

1
n »
d(z,y) = [Z |z — yz-lp] , 0<peR (1.5)
=1

definiert ist. Fiir p = 2 ergibt sich die euklidische Metrik (1.4), und die Minkowski-
Metrik kann als Verallgemeinerung der euklidischen Metrik angesehen werden.
Fiir p = 1 ergibt sich die City-Block-Metrik oder Manhattan-Metrik, weil man
von A; nach Ay gelangt, indem man rechtwinklig zueinander liegende Strassen-
abschnitte durchfahren oder durchlaufen mufl. Die Minkowski-Metrik erlaubt es,
psychologische Distanzen, etwa zwischen Begriffen, Stereotypen etc, zu modellie-
ren, fiir die sich die euklidische Metrik oft als inaddquat erweist. Die Minkowski-
Metrik wird im Zusammenhang mit der multidimensionalen Skalierung behandelt.

In vielen Untersuchungen werden an jeweils einer Person (allgemein: einem
"Fall”, und ein Fall muf} keine Person sein) mehrere Merkmale gemessen und man
berechnet die Korrelationen zwischen den Merkmalen. Man kann die Messungen
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als Koordinaten eines Punktes interpretieren, der dann den Fall représentiert.
Auf diese Weise entsteht eine Punktekonfiguration ("Punktwolke”). Die Distan-
zen zwischen den Punkten reflektieren die Relationen zwischen den Féllen. Mit
dem Distanzbegriff ist aber der Begriff der Orientierung nicht verbunden, der
wiederum fiir Fragen der Interpretation von Interesse ist. Deswegen wird der Be-
griff des Vektors eingefithrt. Sind P und @ zwei Punkte der Konfiguration, so
sei die euklidische Distanz durch d(P, Q) gegeben. Zu dieser Distanz korrespon-

diert ein Vektor PQ), der durch eine Linge und eine Orientierung definiert ist;
die Linge ist durch die euklidische Distanz d(P, Q) gegeben, und die Orientie-
rung der durch d(P, Q)) definierten Geraden ist durch die Winkel zwischen diewer
Geraden und den Koordinatenachsen gegeben. Fiir maximal drei Dimensionen
(3 Variablen) kann der Vektor graphisch durch einen Pfeil reprisentiert werden
(s. Abbildung 2). Die Orientierung hingt von gewihlten Koordinatensystem ab.
Insbesondere lassen sich Abh#ngigkeiten zwischen Variablen leicht mittels des
Vektorbegriffs darstellen und latente, also nicht direkt gemessene Variablen, zur
Erkldarung von Korrelationen zwischen Variablen bestimmen. Analog zum Punkt-
raum kann dann der Begriff des Vektorraums eingefiithrt werden, der isomorph
zum jeweiligen Punktraum ist. Je nach Perspektive macht man in der multiva-
riaten Analyse sowohl vom Begriff des Punkt- wie des Vektorraums Gebrauch. In
den folgenden Abschnitten wird der Begriff des Vektors und der des Vektorraums
eingefithrt und einige Resultate aus der Vektor- und Matrixrechung vorgestellt,
soweit sie fiir die iiblichen multivariaten Verfahren notwendig sind. Neuere Verfah-
ren wie zum Beispiel die Klassifikation von Mustern oder Objekten anhand von
”Support Vector Machines” erfordern mathematische Grundlagen, die in einem
gesonderten Skript vorgestellt werden.

1.3 Vektoren und ihre Verkniipfungen

Wie in Abschnitt 1.1 angedeutet wurde werden nur endliche Vektorrdume iiber
R (die Menge der reellen Zahlen) betrachtet.

Definition 1.2 Ein n-dimensionaler Vektor ist ein n-Tupel reeller Zahlen:

€1
T2
= ) , (1.6)
Tn
wobei es auf die Reihenfolge der Komponenten ankommt. Die x1,...,x, heiffen

Komponenten des Vektors. Es wird auch © € R™ geschrieben.

Dementsprechend sind

1 2
X1 = 2 y X9 = 1
3 3



verschiedene 3-dimensionale Vektoren.

Anmerkungen:

1. Vektoren werden im Folgenden wie in (1.6) durch fette Buchstaben bezeichnet;
diese Bezeichung ist mittlerweile allgemein iiblich. Eine alternative Schreibweise
ist &; der Pfeil deutet an, dass mit x ein Vektor gemeint ist. Vor dieser Schreibweise
wird ebenfalls Gebrauch gemacht. Die Fett-Schreibweise erleichtert Schreibweisen
wie X, die Schétzungen eines Vektors x bezeichnen, oder x, die Vektoren bezeich-
nen, die durch die die Zeilen einer Matrix definiert sind. Die Schreibweise & wird
dann leicht uniibersichtlich: # oder # und # bzw. Z zeichnen sich durch sehr ge-
ringen graphischen Charme aus, insbesondere wenn transponierte Vektoren i (s.
unten) betrachtet werden.

2. Ein Vektor x wird wie in Gleichung (1.6) stets als Spalte oder Kolumne ange-
schrieben, es sei denn, er wird ausdriicklich als transponiert oder gestiirzt gekenn-
zeichnet; in diesem Fall wird er als Zeile angeschrieben:

x' = (z1,22,...,2n)- (1.7)

Andere Schreibweisen fiir transponierte Vektoren sind xt, x” oder x . Eine platz-

sparende Schreibweise ist

x = (21,%2,...,7)".

O

Vektoren werden graphisch oft durch Pfeile bestimmter Lange und bestimm-
ter Orientierung reprisentiert; dem entspricht die Redeweise von Vektoren als
"gerichteten Groflen’; in der Physik werden z.B. Krifte durch derartige Vektoren
(Pfeile) dargestellt: die Linge des Vektors entspricht der Grole der Kraft, die
Orientierung der Richtung, in der die Kraft wirkt. Der Anfangspunkt des Pfeils
habe die Koordinaten ay, ..., a,, der Endpunkt habe die Koordinaten by, ..., b,.
Dann sind die Komponenten durch

xi:bi—ai, izl,...,n (18)

gegeben, s. a. Abb. 2. Die z; definieren damit nur die Linge (s. unten) und die
Orientierung, nicht aber den genauen Ort des reprisentierenden Pfeils.

Da ein Vektor durch ein Zahlentupel (x1, ..., x,) definiert ist, korrespondiert
ein Vektor offenbar zu einem Punkt im n-dimensionalen Punktraum. Gleichwohl
sind verschiedene Vorstellungen mit dem Punktebegriff einerseits und dem Vek-
torbegriff andererseits verbunden: da die Komponenten als Differenzen zwischen
den Koordinaten des Anfangs- und des Endpunktes des Vektors definiert sind,
fallen der Punkt mit den Koordinaten (x1,...,z,) und der Vektor genau dann
zusammen, wenn der Anfangspunkt in den Nullpunkt des Koordinatensystems
gelegt werden kann.
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Abbildung 2: Ein 2-dimensionaler -Vektor und seine Komponenten

b2
%, X
8 X b1;
Spezielle Vektoren: Es seien
0 (0,0,...,0) (1.9)
I = (1,1,...,1/ (1.10)
ej = (0,...,0,1,0,...,0), j=1,....,n (1.11)

0 heiBt der Nullvektor, 1 heiBt Einsvektor; gelegentlich wird auch I, bzw. 0,
geschrieben, um anzudeuten, dass der Vektor n Komponenten hat. e; ist der j-te
kanonische Finheitsvektor, seine Komponenten sind alle gleich Null bis auf die
j-te Komponente, die gleich 1 ist (s.auch die Definition des Einheitsvektors auf
Seite 18).

Multiplikation mit einem Skalar: Es sei x ein Vektor und A € R ein Ska-
lar, also eine einzelne reelle Zahl. Dann bedeutet die Schreibweise Ax, dass jede
Komponente von x mit A multipliziert wird:

T )\:L‘l
T2 )\xg

Mx=\| | = , , AER (1.12)
Tn, ATy,

A heif3t Skalar, weil A ein Wert der ”Skala”, d.h. der reellen Zahlen zwischen —oo
und oo ist. Man kann A als einkomponentigen Vektor auffassen.

Addition von Vektoren Es seien x und y zwei n-dimensionale Vektoren. Dann
heifit

1+ 21
T2 + Y2 29

7Z =X + y — . = . (1.13)
Ty + Yn Zn

die Summe der Vektoren x und y. Vektoren kénnen also nur addiert werden, wenn
sie dieselbe Anzahl von Komponenten haben. Abb. 3 zeigt ein sicherlich stark
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vereinfachtes Beispiel fiir die Summe zweier Vektoren, die bestimmte Fahigkeiten
reprasentieren: Sprachliches Vermogen plus Phantasie ergeben poetisches Vermo-
gen. Interpretiert man die Lénge eines Vektors als Maf fiir die Ausprigung des
durch den Vektor reprisentierten Merkmals, so bedeutet die vektorielle Addition
offenbar, dass die Ausprigung des durch die Summe reprisentierten Merkmals
(poetisches Vermdgen) nicht gleich der Summe der Auspriagungen der Merkmale
ist, die vektoriell addiert werden. Die Summe (2.5) kann verallgemeinert werden:
es ist ja moglich, dass das sprachliche Vermogen und die Phantasie in gewichteter
Form in das poetische Vermdgen eingehen, so dsss

Y = a1X1 + ax2

gilt, wobei y das poetische Vermogen représentiert, x; das sprachliche Vrmégen
und xo die Phantasie, und a; und a9 sind die Gewichte. Natiirlich ist denkbar,
dass das sprachliche Vermogen und die Phantasie in interaktiver, nichtlinearer
Weise das poetische vermdgen bestimmen. Ist y; die Ausprigung des poetischen
Vermogens der i-ten Person in einer Stichprobe und sind x;; und x;o die Aus-
pragungen des sprachlichen Vermogens bzw. der Phantasie der i-ten Person, so
konnte das poetische Vermogen dieser Person durch

Yi = Q1T41 + a2Ti2 + 321252

gegeben sein. Der Term x;1 ;0 besagt, dass die Phantasie proportional zum sprach-
lichen Vermégen in das poetische Vermdgen eingeht, und zwar mit dem Gewicht
as. Ein anderes Modell bestiinde darin, dass das sprachliche Vermoégen nicht nur
linear in das poetische Vermoégen eingeht, sondern auch noch proportional zu %21
ist, so dass man

2
Yi = Q1241 + A2X42 + 321242 + @425

ansetzen kann. Man kann nun die "Pradiktoren” x; und x9 umbenennen, so dass
man einen Ausdruck der Form

Yy = ajuy + a2u2 + azus + aquy
erhélt, wobei nun
o — o — e o — e o 2
U1 = T41, U2 = 432, U3 = Tj1X42, Uid = T

gilt. Man sieht, dass auf diese Weise eine ganze Menge moglicher Modelle formu-
liert werden konnen. Natiirlich sind die Prédiktoren us und uy unabhéngig von
u; und us. Obwohl diese Modelle nichtlineare Funktionen von bestimmten Varia-
blen enthalten, sind sie immer noch linear in den Koeffizienten a;, j = 1,2,3,4.
Modelle dieser Art werden im Folgenden nicht weiter diskutiert, sie werden im Zu-
sammenhang mit den statistischen Verfahren wie multiple Regression besprochen
werden?.

3Auch das (Vektor-)Parallelogramm der Kriifte in der Physik ist keineswegs trivial: vergl.
Lange (2009) A Tale of Two Vectors; dieser Artikel ist auf der Web-Seite
http://www.uwe-mortensen.de/SkriptenStatistik.html verfiigbar.
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Abbildung 3: Addition von Vektoren, analog zur Addition von Kréften in der
Physik

Poetisches
Vermogen

Phantasie

sprachliches
Vermdgen

Definition 1.3 Die Summe
T=a1T + ac® + - + apxy, (1.14)

der p n-dimensionalen Vektoren, a; € R Skalare, 1 < j < p heifst Linearkombi-
nation der xi,...,x,.

Der Begriff der Linearkombination charaktisiert einen Vektor als gewogene Sum-
me anderer Vektoren, was nicht ausschlie3t, dass die Komponenten einiger Vekto-
ren sich zB multiplikativ aus den Komponenten anderer Vektoren definiert sind,
wie die obigen Beispiele zeigen. Wie oben ebenfalls schon angedeutet wurde, Vek-
toren x1, . .., X, nicht mehr voneinander unabhéngige IInformationen représentie-
ren. Die Abhéngigkeit von Vektoren wird seiter unten noch ausfiihrlich diskutiert.

Beispiel 1.1 Multiple Regression Es wird angenommen, dass der Wert einer
Variablen Y durch drei Pradiktorvariablen X, X5 und X3 bis auf einen zufélligen
Fehler "vorhergesagt” werden kann:

Yi=a1Xi1 + a2 X0 +a3Xi3+e€;, i=1,....,m (115)

Fiir die i-te Person sind also die Messungen Y;, X1, X;2 und X;3 gegeben und die
Y; sollen anhand der X;;, j = 1,...,3 vorhergesagt werden; e; ist ein Fehlerterm;
er repriasentiert alle Effekte in Y;, die nicht durch die drei Pradiktorvariablen
definiert werden. Die Koeflizienten aq,as und az werden im Allgemeinen mit
der Methode der Kleinsten Quadrate so geschétzt, dass die Summe ), 622 der
Fehlerquadrate minimal wird. Ausgeschrieben erhélt man

)41 X1 X12 X13 el
Ys Xo1 Xoo Xo3 €2

. =ai . + as . + as . + . (1.16)
Y Tml Tm2 Tm3 €m
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Bei dieser Schreibweise ist von dem Sachverhalt Gebrauch gemacht worden, dass
die Koeffizienten a; fiir alle X;; identisch sind. Die X;; kénnen als Komponenten
eines Vektors x; aufgefasst werden, ebenso die e;, so dass man abkiirzend

y = a1Xy + asXz + azXsz + € (1.17)

schreiben kann. y erscheint hier als Linearkombination der x; und e. Die Vektor-
schreibweise erscheint hier zunéchst als vereinfachte Schreibweise; die "operativen
Implikationen” dieser Schreibweise zeigen sich im Folgenden. Da die Komponen-
ten von x1, xo und y Messwerte sind, die iiblicherweise mit zufélligen Fehlern
behaftet sind, heilen diese Vektoren auch zufdillige Vektoren. Natiirlich ist e eben-
falls ein Zufallsvektor. Zufillige Vektoren werden in Abschnitt 2.3 ausfiihrlicher
behandelt.

Man bemerke, dass y als Addition von Vektoren analog zum in Abbildung 3
gezeigten Beispiel definiert ist; es handelt sich nicht um eine unziemliche Uber-
tragung der Physik auf die Psychologie. Vielmehr sind die Addition von Kréften
einerseits und die multiple Regression andererseits strukturgleiche Modelle. Dem
Modell zufolge ist das "poetische Vermogen” eine additive Mischung von "verbalem
Vermogen” und "Phantasie”, die durch einen um einen Fehlervektor e erweiterten
Regressionsansatz

Y = a1X1 + a2Xg + €

reprasentiert wird. e repréasentiert zufillige Effekte und alle Aspekte von poeti-
schem Vermogen, die nicht zu "verbalem Vermégen” oder "Phantasie” gehoren.
Die Komponenten z;; beziehen sich auf ein Koordinatensystem, dass in Abb. 3
nicht eingezeichnet wurde; die Wahl eines speziellen Koordinatensystems ist fiir
die Vektoraddition nicht wesentlich. Ob dieser Ansatz verniinftig ist, ist eine an-
dere Frage; man kann vermuten, dass der Fehleranteil in y verhéltnisméfig grof3
relativ zu den Anteilen von x; und xs sein wird. U

Vektoren konnen auch miteinander "multipliziert” werden. Es gibt verschie-
dene Definitionen von Vektorprodukten. Hier werden nur die eingefiihrt, die in

der Multivariaten Statistik verwendet werden.

Definition 1.4 FEs seien x und y n-dimensionale Vektoren. Dann heift

Y1
, Y2 -
ry= (r1,22,...,Ty) : :$1y1+---+xnyn:Z:piyi (1.18)
: i=1
Yn

das Skalarprodukt oder inneres Produkt von @ und y. Nun sei y m-dimensional.
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Dann heifst

T T1iyrs T1y2 - T1Ym
T2 T2yYyr X2Y2 - T2Ym

$:l/: . (yla"'vym): : . . . (119)
Tn InYl TnpY2 - ITnlYm

dyadisches Produkt oder tensorielles Produkt von x und y; natirlich ist m =n
maglich.

Anmerkung: Ein Vektor u, dessen Komponenten durch u; = z;y; definiert sind,
wobei z; und y; Komponenten zweier Vektoren x und y sind, bildet also kein
Produkt der Vektoren x und y. Vektoren wie u werden nur in speziellen Modellie-
rungen von Zusammenhingen von Variablen betrachtet, sie sind kein Bestandteil
der allgemeinen Vektoralgebra. g

Beispiel 1.2 Esseien x1,...,Xx, m-dimensionale Vektoren, und es seiy = a1x1+
-+ -+ apXy, eine Linearkombination dieser Vektoren. Dann sind die Komponenten
y; von y durch das jeweilige Skalarprodukt

yi=a'x, i=12,....m (1.20)
. / ~ / . . .
gegeben, wobei a = (a1, as,...,a,) und X; = (21, T2, - . ., Tin)' ist; die xj1, 4o, . . ., Tin
sind die i-ten Komponenten der x1,...,X,. Denn es ist ja
Y a1211 + %12 + -+ + ApTin
Y2 -~ a1rol + agwoy + -+ - + apop
C =D ax
: =
Ym A1Tm1 + a2Tm2 + -+ + AmTmn
a’fq
alf(g
= . . (1.21)
anXpm,

Von diesem Zusammenhang zwischen Linearkombination und Skalarprodukt wird
bei der Definition der Matrixmultiplikation Gebrauch gemacht. D

Im Rahmen der multivariaten Analyse treten sowohl das Skalarprodukt wie
auch das dyadische Produkt im Zusammenhang mit der Betrachtung von Kova-
rianzen zwischen Variablen auf. Unter bestimmten Bedingungen entspricht das
Skalarprodukt der Kovarianz zwischen zwei Variablen. Der Begriff des dyadischen
Produkts erlaubt eine kompakte Schreibweise insbesondere fiir Kovarianz- oder
Korrelationsmatrizen (Kovarianz- oder Korrelationsmatrizen), die als Summen
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von dyadischen Vektorprodukten dargestellt werden koénnen; in Abschnitt 2.3
wird auf diesen Sachverhalt explizit eingegangen.

Anmerkungen: Man beachte, dass jeweils einer der Vektoren, deren Produkt
bestimmt werden soll, als Zeilenvektor angeschrieben wurde. Diese Schreibweise
ist weniger willkiirlich, als es auf den ersten Blick scheinen mag: sie ergibt sich
aus dem in Beispiel 1.2 illustrierten Zusammenhang zwischen Skalarprodukt und
Linearkombination. Insbesondere fiir das Skalarprodukt gibt es andere Schreib-
weisen, die in bestimmten Zusammenhéingen iibersichtlicher sein kénnen, etwa
(x,y) oder x -y. Der Name ’Skalarprodukt’ erkldrt sich aus dem Sachverhalt,
dass X'y € R ein Skalar ist. Skalare sind einzelne reelle Zahlen, der Ausdruck
leitet sich aus der Bezeichnung 'Skala’ fiir die Menge der reellen Zahlen zwischen
—oo und +oo ab.

Waihrend also das Skalarprodukt zweier Vektoren x und y eine einzelne reelle
Zahl ist und voraussetzt, dass x und y dieselbe Anzahl von Komponenten haben,
ist das dyadische Produkt eine Matrix und x und y miissen nicht dieselbe Anzahl
von Komponenten haben.

Norm eines Vektors Fiir y = x ergibt sich als Skalarprodukt
n
x'x = Zm? (1.22)
i=1

Fiir x'x ist auch die Schreibweise |x||? gebriuchlich. ||x||? ist das Quadrat der
Lénge von x (Satz des Pythagoras), d.h.

Vxix = ||x|| (1.23)

ist die Linge von x. Fiir A € R folgt sofort ||[Ax|| = |Al||x]|, d.h. die Multiplikation
eines Vektors mit einem Skalar bedeutet die Skalierung der Lénge des Vektors;
fiir A < 1 erhélt man eine Stauchung, d.h. eine Verkiirzung des Vektors, fiir A > 1
eine Dehnung oder Verldngerung. Es werde A so gewéhlt, dass mit y = Ax die
Bedingung

Iyl = 1] = [l = 1

erfiillt ist. Dann folgt

1
A =-— >0 (1.24)
x|
Der Vektor .
1 1 1
y=|-—z1,—x0,...,—= (1.25)
<HXH x| x| ")

heifit dann normiert, d.h. er hat die Liange 1. Die Linge ||x|| wird auch die Norm
des Vektors x genannt. Der Begriff der Norm wird in Abschnitt 1.5 weiter spezi-
fiziert.
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Einheitsvektoren Vektoren der Lénge 1 (||x|| = 1) heilen auch Einheitsvekto-
ren. Ein Spezialfall sind die kanonischen Einheitsvektoren e;, deren Konponenten
alle gleich Null sind mit Ausnahme der j-ten Komponente, die gleich 1 ist. Ein-
heitsvektoren speziell aus R? lassen sich in der Form x = (sin 6, cos 6)’ fiir geeignet
gewihlten Winkel 6 anschreiben, denn sin? 0 + cos? 0 = 1 fiir alle 6.

Zentrierte Vektoren Es sei X = (X1, Xo,...,X,,)" und

o lyrolry 1Zn:X
€r = — = — = — ;
n n ni= !

sei das arithmetische Mittel der Komponenten X; von X. Dann heif3t

X1 T 1

. X T x9
x=X-zl=| " |- . |=]| . (1.26)

Xn T T

zentrierter Vektor, mit x; = X; — . Offenbar ist
n n
Z(Xi —I) = sz =x'T=0,
i=1 i=1
und wenn y ein ebenfalls zentrierter n-dimensionaler Vektor ist, so ist
Kov= "ty = LS a = 13 x - mvi - ) (1.27)
K i i
die Kovarianz der Messwerte X;,Y;, und fiir x = y erhélt man

1 1
2 / 2
=-—XX=—|x 1.28

T

fiir die Variangz; 373 ist analog definiert. Dann ist

x'y
Toy = (1.29)
o xly
die Produkt-Moment-Korrelation der Messwerte X; und Y;.
Der Kosinussatz: Es gilt die Beziehung
I = yI1* = [1x]1* + Iy I* = 2l [ly]| cos 0 (1.30)

(vergl. Abbildung 4 (b))* . Fiir § = 7/2, also fiir einen Winkel von 90°, folgt
cosf) = 0 und es ergibt sich der Satz des Pythagoras in Vektorschreibweise.

4]?ﬂveis: h ist das von Punkt C' auf die Verbindungslinie ¢ = AB gefillte Lot (P). Es ist
d = AP, e = PB. Nach dem Satz des Pythagoras ist a®> = h% + €% und b*> = h? + d2, d.h.
h? = b* — d?, und nach Abb. 4 ist €? = (¢ — d)?, so dass

C=h 4= -d+(c—d)? =+ —2cd
folgt. Weiter gilt cos = d/b, dh d = bcos a. Damit erhilt man a® = b* + ¢ — 2bc cos a. a
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Abbildung 4: Zum Kosinussatz a? = b? + ¢ — 2bc cos

Hieraus folgt eine Beziehung zwischen dem Skalarprodukt x'y und dem Kosi-
nus des Winkels 6: es ist

=yl =) (zi—w)® = D ai+Y vi-2) wwi

= [Ix|* + [lyl* - 2x'y.

Setzt man den Ausdruck auf der rechten Seite fiir ||x — y||? in (1.30) ein, so wird
man auf die Beziehung
X'y = x|y cos6 (1.31)
gefiihrt. Mit Bezug auf (1.29) folgt daraus
Xy
[l

cosf = Tay- (1.32)

Dieser Ausdruck fiir cos wird auch Kosinus-Ahnlichkeit (cosine similarity) der
Vektoren x und y genannt, vor allem in Programmen zur kiinstlichen Intelli-
genz, s. a. die Anmerkungen zur Ahnlichkeit in Punkt 1, Seite 20; die Kosinus-
Ahnlichkeit ist also einfach das Skalarprodukt der normierten Vektoren x/|x||
und y/||y||. Fiir 2- oder 3-dimensionale Vektoren hat der Begriff des Winkels zwi-
schen zwei Vektoren eine anschauliche Bedeutung, fiir mehr als drei Dimensionen
ist diese Bedeutung nicht klar. Deshalb kann (1.32) als als Definition des Kosi-
nus des Winkels und damit des Winkels selbst zwischen zwei Vektoren aufgefasst
werden. Die Korrelation 7, ist gleich dem Kosinus des Winkels 6 zwischen den
Vektoren x und y. Diese Gleichung impliziert die Cauchy-Schwarzsche Unglei-
chung:

Satz 1.2 Es seien x und y zwei n-dimensionale Vektoren; dann gilt
2Zy* < ll2)?y]*. (1.33)

Beweis: Nach (1.31) gilt
X'y =[xyl cosb, (1.34)
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so dass auch
xy|* = ||x]|*|ly[|* cos® 0

gilt. Wegen —1 < cosf < 1 gilt cos? < 1. Dann folgt (1.33). O
Korollar 1.1 Es gilt

'y = |yl (1.35)
genau dann, wenn y = Ax, A € R, d.h. wenn y; = Ax;, i =1,...,n.
Beweis: Offenbar ist x'y = ||y||||x|| genau dann, wenn § = 0. Dann sind x und
y parallel, d.h. sie unterscheiden sich nur durch ihre Langen, und dies bedeutet
y = AX, was gleichbedeutend mit y; = Ax; fiir alle 7 ist. O

(1.33) ist die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung. Sie wird oft in der Form

n 2 n n
Zwiyi < 2%22%2 (1.36)
i=1 =1 =1

angeschrieben. Fiir den Fall y = Ax, A € R, hat man wegen cosf = 1 fiir 6 =0

[x'y* = Ix]liyll = x|,
d.h.

2 n n n 2
= Zx? Zyzz = <Z x?) . (1.37)
i=1 i=1

i=1

n
E LiYi
i=1

(s.a. (1.34)).

Fiir 6 = 7/2 (90°) ist cos @ = 0; (1.31) impliziert dann x"y = 0; die Vektoren
x und y sind dann orthogonal®. Variablen X und Y, deren Korrelation gleich
Null ist, werden durch orthogonale Vektoren x und y représentiert.

Anmerkungen:

1. Ahnlichkeit von Vektoren Man kann das Skalarprodukt als ein Ahn-
lichkeitsmafl interpretieren: relativ zu den Léngen ||x|| und |y| stimmen
die Komponenten z; und y; um so mehr iiberein, je kleiner der Winkel 8
zwischen x und y ist; fiir @ = 0 unterscheiden sie sich allenfalls durch einen
gemeinsamen Faktor A. Fiir A # 1 ein ein Vektor ldnger als der andere,
d.h. der ldngere Vektor zeigt groflere Ausprigungen der Merkmale, die von
den Koordinatenachsen reprisentiert werden, als der kiirzere, sofern gro-
Bere Koordinatenwerte eine groflere Ausprigung der Merkmale bedeuten.
So habe eine Person eine Korperlinge von 170 ¢m und ein Gewicht von
70 kg, und eine zweite Person habe eine Koéperlinge von 175 cm und ein
Gewicht von 72.1 kg. Hier ist A ~ 1.03 und ¢ = 0 und man kann sagen,

5Von griechisch orthogonios: ortho = rechts, gon = winklig
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dass beide Personen dieselbe korperliche Konstitution haben (was Korper-
lange und -gewicht angeht). Fiir § = 7/2 ist cos# = 0 und man hat eine
maximale Uné&hnlichkeit: die eine Person ist klein und diirr und die zweite
Person ist lang und dick, oder die eine ist klein und dick und die zweite ist
lang und diirr. Zwei Personen kénnen unterschiedliche Intelligenzquotienten
haben, sich aber in Bezug auf ihr Intelligenzprofil (definiert durch die Sco-
res in den Untertests) sehr &hnlich sein, wenn sich ndmlich die Scores nur
durch einen gemeinsamen Faktor A unterscheiden). Zwei Personen kénnen
denselben Intelligenzquotienten haben, sich aber maximal in Bezug auf ihr
Profil unterscheiden, so dass die entsprechenden Vektoren (deren Kompo-
nenten die Scores der Untertests sind) orthogonal sind: die eine Person wird
Dichter, die andere Physiker, etc.

2. Nullkorrelation Ist eine Korrelation 7., = 0, so folgt noch nicht, dass
die Variablen auch stochastisch unabhéngig sind; es lassen sich Variablen
definieren, die deterministisch miteinander verkniipft sind, deren Korrela-
tionskoeffizient gleichwohl Null ist. Die Beziehung zwischen dem Korrelati-
onskoeffizienten und der Abhéngigkeit zwischen zwei Variablen héngt von
der Wahrscheinlichkeitsverteilung bzw. - dichte ab. So seien X und Y 2-
dimensional normalverteiltezufillige Verinderliche, so dass die Dichte fiir
X =z und Y = y durch

1
2mopoyV1 —1?

gegeben ist mit mit z, = (¢ — pg) /0w, 2y = (Y — py)/0y. Fir r = 0 folgt
f(z,y) = g(x)h(y), d.h. x und y sind stochastisch unabhéngig. Fiir andere
Dichten muf} diese Folgerung nicht gelten.

flz,y) = exp | — 22422 = 2rzpz)|  (1.38)

1
20— )

1.4 Lineare Abhingigkeit und Unabhéngigkeit von Vektoren

Der Begriff der linearen Abhéngigkeit bzw. Unabhéngigleit ist von zentraler Be-
deutung fiir die lineare Algebra und deren Anwendung in der Multivariaten Sta-
tistik: eine Menge {x1,...,X,} von n-dimensionalen Vektoren ist linear abhéngig,
wenn sich jeweil einer der Vektoren als Linearkombination der iibrigen darstellen
148t; dementsprechend sind sie linear unabhéingig, wenn eine derartige Darstel-
lung fiir keinen der Vektoren moglich ist; die bereits erwédhnten latenten Varia-
blen werden durch linear unabhéngige Vektoren reprisentiert. Dariiber hinaus ist
der Begriff der linearen Unabhéngigkeit von Vektoren eng mit der Frage nach
der Existenz von Losungen linearer Gleichungssysteme verbunden. Eine formale
Definition der Abhéngigkeit ist allerdings notwendig, um diesen Begriff fiir die
jeweiligen Betrachtungen einbringen zu kénnen.

Es seien x; € R", 1 < j < p, x; # 6, und es werde die Darstellung des
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Nullvektors 0 als Linearkombination der x; betrachtet:
0=a1x] + -+ apX,. (1.39)

Die Koeffizienten a;, j = 1,...,n sind zundchst nicht bekannt; man kann sie als
Unbekannte eines Gleichungssystems betrachten (s. unten). Generell kann man
aber eine — von moglicherweise mehreren — Losung fiir diese Gleichung sofort
angeben:

ap =ay=---=ap=0. (1.40)

Weil diese Losung stets eine Losung ist, wird sie auch als triviale Lésung bezeich-
net. Die Frage ist nun, ob weitere Losungen existieren, bei denen mindestens ein
Koeffizient a; # 0 ist. Es sei etwa a, # 0, z.B. a, = —1, und ap—1x,-1 # 0, so
dass

Xp =a1X1 + -+ ap-1Xp—1 75 6, (1.41)
woraus folgt, dass fiir mindestens einen weiteren Koeffizienten a; # 0 gelten mu8.
Man hat dann die

Definition 1.5 Gilt (1.39) und sind nicht alle a; gleich Null, so heiflen die Vek-
toren x; linear abhingig. Ist dagegen (1.40) die einzige Losung fir die aj, so
heifen die x; linear unabhéngig.

Sind also die xj, 7 = 1,...,p linear unabhéngig, so kann keiner von ihnen als
Linearkombination der {ibrigen dargestellt werden.

Korollar 1.2 Die Vektoren @i, ..., x,, T # 0 fiir alle j, seien paarweise ortho-
gonal. Dann sind sie linear unabhdngig.

Beweis: Es sei
0=a1x1 +asXo + -+ anXp.

Dann gilt

/_’— e , / .. . / . LY ,
ij =0= a1X;X1 + a2X;X2 + + a;x;x; + + anX;Xp

und es folgt x}xk = 0 fiir alle j # k wegen der vorausgesetzten Orthogonalitét
der x; und xj, j # k. Dann muf} aber auch

0 = a;X)x; = aj|x;|?

fiir alle j gelten. Wegen ||x;||> > 0 folgt a; = 0 fiir alle j, also sind die x; linear
unabhingig. (I

Die Umkehrung — linear unabhéngige Vektoren sind paarweise orthogonal —
gilt nicht.
Korollar 1.3 Die Einheitsvektoren ey, ..., e, sind paarweise orthogonal.
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Beweis: Es gilt
/ _ 1a ] =k
ejey, = { 0. j£k (1.42)

wie man unmittelbar verifziert. O

Nach Satz 1.2 sind die e;, j = 1,...,n linear unabhéngig.

Satz 1.3 Es sei x ein beliebiger n-dimensionaler Vektor. Dann ist x als Linear-
kombination der e; darstellbar.

Beweis: Es ist

T 1 0 0
T2 0 1 0
X = . =z | . | Fz2| o |+ TR ]
Tn 0 0 1

Da die x; € R beliebig gewihlt werden kénnen, kann jeder Vektor aus R" auf
diese Weise dargestellt werden. O

Der folgende Satz erweist sich als niitzlich fiir manche Beweise bzw. Herlei-
tungen:

Satz 1.4 Essei{x,...,xy} eine Menge von n-dimensionalen Vektoren. Ist einer
von thnen der Nullvektor, so sind die x;, j = 1,...,p linear abhdngig.

Beweis: Die Vektoren x1,...,x,_1 seien linear unabhéngig, und x, = 0. Weiter
sel

a1X1 + -+ ap_1Xp_1 + apxy =0

fira; =...=ap—1 =0,0a, #0, da ap6 = 0 auch fiir ap # 0. Also ist die Menge
{x1,...,%,} von Vektoren linear abhiingig. O

Der folgende Satz charakterisiert die Beziehung zwischen dem Skalarprodukt
zweier Vektoren und ihrer linearen Abhéngigkeit bzw. Unabhéngigkeit.

Satz 1.5 Gegeben seien zwei n-dimensionale Vektoren x und y. Der Winkel zwi-
schen ihnen sei 0. x und y sind linear abhdngig genau dann, wenn 0 = 0, d.h.
wenn cos = gy, = 1.

Beweis: Es sei
Xy
[1x[[ly1l
Dann ist # = 0, d.h. x und y sind parallel (x||y), so dass ein a € R existiert
derart, dass y = ax, d.h. die beiden Vektoren sind linear abhéngig.

cosf =
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Umgekehrt sei y = ax, a € R. Dann sind x und y linear abhéngig (vergl.
Beispiel 1.4) und es ist
ax'x

allx|]>

d.h. cosf =1, also § = 0.

Nun sei x }f y (x und y seien nicht parallel). Dann kann y nicht als Linear-
kombination von x berechnet werden (und umgekehrt, x kann nicht als Linear-
kombination von y berechnet werden). Also sind die Vektoren linear unabhéngig
und es ist § # 0 und | cosf| < 1. O

Lineare Abhingigkeit und Korrelationen: Gegeben seien zwei Merkmale,
die durch die Vektoren x = x¢ und y = axg, a € R, reprisentiert werden, — wenn
die Messungen der zu den Merkmalen korrespondierenden Variablen messfehler-
frei wiren, was sie im Allgemeinen nicht sind. Den Messungen entsprechend hat
man X = Xg + &1, y = axg + €2, wobei &1 und & Vektoren sind, deren Kompo-
nenten die Messfehler reprisentieren. Der Korrelationskoeffizient r;, entspricht
dann

(x0 + 1) (axo + €2)
%0 + &1||[laxo + &2

-1< Tgy = COS exy = <1, e1,e9#0 (143)

Nur fiir den Spezialfall &7 = &5 = 0 wiirde man den Fall Ty = COSUzy = 1 er-
halten, und der ist zwar nicht unméglich, hat aber die Wahrscheinlichkeit 0; die-
se Aussage ergibt sich aus der impliziten Annahme, dass die Komponenten der
Fehlervektoren stetige zufillige Verédnderlichen sind und dem aus der Statistik
bekannten Sachverhalt, dass die Wahrscheinlichkeit, einen bestimmiten Wert einer
stetigen zufilligen Verédnderlichen zu messen stets gleich Null ist . Fiir die gemes-
senen Vektoren x;, j = 1,...,n heifit dies, dass rechnerisch alle mit Messfehlern
behafteten Vektoren linear unabhéngig sind. O

Lineare Gleichungssysteme: Die Begriffe der linearen Abhéngigkeit bzw. Un-
abhingigkeit stehen in engem Zusammenhang mit der Frage nach den Lésungen
linearer Gleichungssysteme. Gegeben sei die Vektorgleichung

Y =a1X1 + -+ apXp, (1.44)
wobei y, X1, ...,X, n-dimensionale Vektoren seien. Gibt man die Koeffizienten
ai,...,ap vor, so ist y eine Linearkombination der x;, 1 < j < p. Gibt man den
Vektor y vor, so ergibt sich die Frage, ob Koeffizienten a1, . . ., a, existieren derart,

dass y als Linearkombination der x; dargestellt werden kann. Die Gleichung (1.44)
entspricht dann einem linearen Gleichungssystem in den Unbekannten a;, j =
1,...,p; die Gleichungen sind

Yi = a1Ti1 + %2 + ..o+ ApTip, i1=1,....n (1.45)

Der folgende Satz gibt eine Teilauskunft zur Frage nach den a;; auf ihn wird oft
bei der Herleitung von Aussagen zuriickgegriffen:
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Satz 1.6 Gegeben sei die Vektorgleichung (1.44). Sind die Vektoren xi,. .., x,
linear unabhdngig, so sind die a1, ..., a, eindeutig bestimmdt.

Beweis: Sind die x; linear unabhéingig, so gilt a1x1 +--- + apx, =y mit y = 0

nur dann, wenn a; = --- = a, = 0. Fiir den Fall y # 0 werde angenommen, dass
(mindestens) zwei Losungen ay, ..., a, und by, ..., b, existieren:

y = @aXy+ -+ apXy

y = b1X1++prp
Dann ist

y—y=0= (a1 —b1)x1+ -+ (ap — bp)x,,

und wegen der linearen Unabhéngigkeit der x; mufl a; — b; = 0 gelten fiir j =
1,...,p. Das heifit aber a; = b;, d.h. die Koeffizienten sind eindeutig bestimmt.

O

Die Frage nach der Gesamtheit von Losungen linearer Gleichungssysteme wird
im Abschnitt 2.9 in groferer Allgemeinheit eingegangen; hier soll zur Illustration
der Fall n = 2 behandelt werden. Gegeben seien drei 2-dimensionale Vektoren y,
x; und xo. Die Frage sei, ob sich y als Linearkombination der Vektoren x; und
xo darstellen 148t, d.h. ob Koeffizienten a1, as € R existieren derart, dass

y = (yl > —a1X1+a2X2_CL1<xH )—l—az(xu ) (146)
Y2 x21 Z22

gilt. Schreibt man die rechte Seite aus, so ergibt sich das System von Gleichungen

Y1 = airi +ari2 (1.47)
Y2 = a1T21 + axra (1.48)

mit y = (y1,92)’, x1 = (z11,221)’, X2 = (212, 222)", und den Unbekannten a; und
ay (die zu einem Vektor a = (a1, as)’ zusammengefasst werden konnen). Man
findet

a = Y122 — Y212 (1‘49)

L1122 — T12221

2211 — Y1221
a = 2 Y (1.50)
T11X22 — 12221

Es wird deutlich, dass eine notwendige Bedingung fiir die Existenz einer eindeu-
tigen Losung a = (ag,az)’ durch

T11222 — T12021 7 0 (1.51)

gegeben ist; sie reflektiert die Bedingung der linearen Unabhéngigkeit der x; und
X9, wie jetzt gezeigt wird. Der Fall £112x99—x12221 = 0 wiirde bedeuten, dass durch
0 dividiert werden muf}, um eine Losung zu erhalten, — und diese Operation macht

25



bekanntlich keinen Sinn. Gleichwohl ist dieser Fall moglich, denn beziiglich der
Wahl von x; und x9 sind keinerlei einschrinkende Annahmen gemacht worden,
und die Implikationen dieses Falles sind fiir das Folgende von Bedeutung.

Es werde also der Fall

T2 — 12221 =0 (1.52)
betrachtet. Er impliziert
T 122 (1.53)
T T2

Aber xo1/r1; = tanf, 6 der Winkel, der die Orientierung von x; angibt®, und
(1.53) besagt, dass dieser Winkel identisch mit dem von xp ist. Daraus folgt,
dass (1.52) dann erfiillt ist, wenn x; und xy parallel (kollinear) sind. Dann gilt
x2 = Ax; mit 0 # X € R, und die Gleichung (1.46) geht iiber in die Gleichung

Y = a1X1 + a9Xg = a1X1 + agAx1 = (a1 + ag\)xy, (1.54)

aus der sofort hervorgeht, dass (1.46) nun keine eindeutige Losung (a1, a2) hat —
unter der stillschweigend gemachten Voraussetzung y # 0, x1 # 0 —, denn wegen
(1.54) kann nur der Parameter o = ay + ag\ bestimmt werden. Alle a; und asg,
die der Beziehung

a; = a — as\ (1.55)

geniigen, sind nun eine Losung des Gleichungssystems. Die Beziehung x5 = Ax,
A # 0, bedeutet, dass x; und x5 linear abhingig sind, denn b1xy + box; = 0 mit
by =1 and by = —X # 0. Wenn, im 2-dimensionalen Fall, lineare Abhéngigkeit
die Parallelitdt zweier Vektoren bedeutet, so kann man vermuten, dass lineare
Unabhéngigkeit einen Winkel ungleich Null zwischen den Vektoren impliziert. In
Satz 1.5, Seite 23, wird iiber die Beziehung zwischen dem Winkel zwischen zwei
Vektoren und ihrer linearen Abh#ngigkeit bzw. Unabhéingigkeit eine allgemeine
Aussage gemacht.

Anmerkung: Man kann die Vektoren x; und x5 zu einer Matriz

X = [X17X2} = < 1 L12 )

21 T22

zusammenfassen: die erste Spalte von X ist der Vektor x;, die zweite Spalte
ist der Vektor x». Dann heifit der Nenner x11222 — 212221 in den Ausdriicken
(1.47) und (1.48) die Determinante der (2 x 2)-Matrix X; sie wird mit | X]|
bezeichnet:

‘X| = T11T22 — 12721, (156)

s. Anhang, Abschnitt ??. Die Determinante einer Matrix ist stets gleich einer
reellen Zahl und ist nur von Null verschieden, wenn die Spaltenvektoren der
Matrix linear unabhéngig sind, wie die vorangegangenen Betrachtungen zei-
gen. Diese Aussage gilt allgemein fiir (n, n)-Matrizen und damit fiir Systeme

5In Bezug auf das Koordinatensystem, in dem die z;; die Komponenten der Vektoren x; und
X2 sind.
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von linearen Gleichungen mit n Unbekannten. Wie die Inspektion der Glei-
chungen (1.49) und (1.50) nahelegt haben auch die Z&hler in den Ausdriicken
fiir a; und as die Form einer Determinante. So ersetze man in der Matrix X
die erste Spalte durch den Vektor y und berechne die Determinante der so
veranderten Matrix:

Y1 Ti2
X1 = ;| X =y — Yoo,
1 ( Yo Tao > \ 1| Y122 — Y2T12

Dann kann der Ausdruck fiir a; in der Form

| X |
a1 = T (157)
RY
geschrieben werden. Bildet man die Matrix X, indem man die zweite Spalte
durch y ersetzt und berechnet die Determinante von X5, so kann man den
Ausdruck fiir as in der Form
| X |
a2 = —— (158)
| X|
schreiben. Man hat damit einen Spezialfall der Cramerschen Regel, nach
der lineare Gleichungen auch fiir dfen Fall von n Gleichungen mit n Unbe-
kanntenn geldst werden kénnen: man ersetzt in der (n,n)-Matrix X die i-te
Spalte durch y und erhélt fiir die i-te Unbekannte die Losung

o = Kl
7 |X|7

3

(1.59)

fiir den Fall, dass | X| # 0, d.h. fiir den Fall, dass die Spaltenvektoren von X
linear unabhéngig sind.

Fiir die folgenden Betrachtungen ist aber der Begriff der Determinante nicht
notwendig, weshalb an dieser Stelle nicht weiter auf ihn eingegangen wird.

O

Lineare Gleichungssysteme werden allgemein in Abschnitt 2.9 besprochen.

1.5 Vektorriaume

Ein Vektorraum ist eine Menge von Vektoren, deren Linearkombinationen wie-
derum FElemente der Menge sind und fiir die fiir jedes Paar von Vektoren das
Skalarprodukt definiert ist.

Man mag fragen, wozu man eine solche Spezifikation von Mengen beno-
tigt. An dieser Stelle muf} es geniigen, darauf hinzuweisen, dass der Begriff
des Vektorraumes im Rahmen der Entwicklung einer Theorie der Systeme
linearer Gleichungen mit mehreren Unbekannten formuliert wurde (Dorier
(1995)). Einige Systeme haben gar keine Losung, andere haben genau ei-
ne und wieder andere Systeme haben Mengen von Losungen; welcher dieser
Félle jeweils vorliegt, hingt von der Existenz bestimmter Abhéngigkeiten
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zwischen den Gleichungen ab, und deren Charakterisierung fiihrt zum Be-
griff des Vektorraums. Im Rahmen dieses Textes wiirde es zu weit fithren,
diese Sachverhalte hier zu elaborieren, der Sinn des Begriffs des Vektorraums
wird sich im Zuge der folgenden Darstellung ergeben.

Definition 1.6 Es sei V = {z|x € R"} eine Menge n-dimensionaler Vektoren,
und fiir beliebige x1, o € V gelte

1. x=a1x + asxs € V mit a1,a9 € R,

2. Fiir &y, x2 € V existiert das Skalarprodukt o xs.

Dann heifst V n-dimensionaler Vektorraum.’

Anmerkung: Nicht jede Menge von Vektoren bildet einen Vektorraum. Es sei M
eine Menge von p € N Vektoren gleicher Dimensionalitit mit der Lénge 1, etwa
M = {xj|x; € R",||x4]| = 1,5 = 1,...,p}. Diese Menge ist kein Vektorraum,
denn die Linearkombination x = Zj a;x; hat, fiir beliebige Koeffizienten a;,
nicht mehr notwendig die Léange 1, d.h. es gilt nicht notwendig x € M. O

Auf Seite 17 wurde der Begriff der Norm eines Vektors eingefiihrt. Allge-
mein ist eine Norm® eine Abbildung eines Vektorraums in die Menge der nicht-
negativen reellen Zahlen Ry ; sie wird mit | - || bezeichnet:

|-]:V—=Ry, xm—|x||eRfirxeV. (1.60)

Normen haben die folgenden Eigenschaften: fiir alle x,y € V und alle a € R
gelten

1. Definitheit: ||x|| =0 — x =0,

2. absolute Homogenitit: ||ax|| = |al||x]|, a € R,

3. Subadditivitit: ||x + y|| < [|x|| + [ly[| (Dreiecksungleichung).

Wiéhrend die absolute Homogenitét sofort klar ist (s. Definition der Linge
eines Vektors), mag die Subadditivitdt nicht sofort evident sein. Man bemerke,
dass ||x+y|| die Liange des Vektors x+y ist und deswegen stets grofier oder gleich
Null ist; gleichermafen ist ||x|| 4 ||y| stets groBer gleich Null, d.h. beide Seite sind
monoton wachsende Funktionen von x +y bzw. von ||x|| und ||y||. Sicherlich ist

(e +y1D? = [1xII* + lly]I* +2x'y < (]l + [ly)* = lIx]I* + lly]I* + 2[x[l]ly]

denn die ||x]|? und ||y||? kiirzen sich ebenso wie der Faktor 2 heraus und es bleibt
die Ungleichung
X'y = [[x[l[lyll cos & < [Ix][lyll

denn cos§ < 1, 8 der Winkel zwischen den Vektoren x und y. Wegen der genann-
ten Monotonitét gilt dann auch die Subadditivitét. O

"Diese Definition ist im Vergleich zur entsprechenden Definition in Lehrbiichern der Linearen
Algebra stark vereinfacht; es wird nur die fiir die Zwecke dieses Skriptums wesentliche Eigen-
schaft von Vektorrdumen genannt.

8Von lat. norma = Richtschnur
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Definition 1.7 Es sei V ein n-dimensionaler Vektorraum, und es seien x,y € V.
Dann heifit die Norm der Differenz

n 1/2
lz—yl| = (Z(az - yi)2> (1.61)

1=1

die euklidische Distanz zwischen x und y, und V heifst auch euklidischer Vektor-
raum (vergl. (1.4)).

lx — y|| ist ein Vektor, dessen Lénge der Distanz d.(x,y) zwischen den End-
punkten z und y der Vektoren x und y entspricht; de(z,y) ist euklidisch, weil
der Vektor x — y die Distanz zwischen den Endpunkten von x und y durch eine
Gerade reprisentiert’, und definiert die euklidische Metrix. Der Index e in der
Bezeichnung d, soll anzeigen, dass die euklidische Distanz gemeint ist, im Unter-
schied zur Distanz dp(z,y), der Minkowski-Distanz (1.5) (Seite 9). Es sei noch
einmal darauf hingewiesen, dass eine Distanz iiber ein Skalarprodukt definiert ist:
es sei

der Betrag der Koordinatendifferenz x; — y;, und es sei d = (dy,da, ..., d,)" der
Vektor mit den Komponenten d;. Dann ist

ldl| = (') =[x =yl = de(.y)- (1.63)

Der Vektor d kann als Spezialfall eines Vektors d, = (d]f/ 2, dg/ 2, e ,dﬁ/ 2)’ mit
p > 1,p € R angesehen werden. Fiir p = 2 erhélt man gerade den Vektor d. Dann

ist
n

n n
2 p/2
d,d, = E df/ df/ = g dl = E lzi —yilP, p>1 (1.64)
i—1 i=1 i=1

und Y
n p
dp(z,y) = (d,d,) /" = (Z |z — y#’) , p>1 (1.65)
=1

ist die Minkowski-Distanz zwischen x und y, die die Minkowski-Metrix definiert.
Minkowski-Distanzen spielen in diesem Skript keine weitere Rolle, weshalb hier
nicht weiter auf sie eingegangen wird.

Definition 1.8 Es sei V' ein n-dimensionaler Vektorraum und U C 'V sei eine
Teilmenge von Vektoren aus V. Fir beliebige Vektoren a1, xo € U gelte x =
a1x; + agxe € U, mit a1,a2 € R, und es ezistiere das Skalarprodukt @y xo. Dann
heift U Teilvektorraum (oder einfach Teilraum) von V. Die leere Menge {0} und
der Vektorraum V selbst heiffen triviale Teilrdume.

®Nach Euklid ist die Gerade die kiirzeste Verbindung zwischen zwei Punkten.
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Bemerkung 1.1 Fiir bestimmte multivariate Verfahren, etwa die Analyse von
Zeitreihen, ist es notwendig, von einem allgemeineren Begriff des Vektorraums
auszugehen als von dem, der in Definition 1.6 spezifiziert wurde. So kann es
notwendig werden, Funktionen der Zeit zu betrachten und sie, analog zu den
hier betrachteten Vektoren, als Linearkombinationen von Basisfunktionen zu re-
prisentieren, die sich als Figenfunktionen einer Matrix von Autokorrelationen
bestimmen lassen. Abschnitt 3 enthiilt eine erste Einfithrung. ]

Beispiel 1.3 Es seien x;,x2 € R” irgendzwei parallele Vektoren; diese beiden
Vektoren definieren eine Gerade, deren Orientierung mit der der Vektoren iden-
tisch ist, d.h. sie definieren einen 1-dimensionalen Teilraum von V = R™. Denn
es gilt nun x9 = axy, a € R. Dann folgt mit a1,as € R

X = a1X] + agxy = a1X1 + aasx; = (a1 + aaz)xy, aj+aag €R

d.h. x ist wieder parallel zu x; und xo, d.h. Es gibt Reprisentationen x; und xs
des Vektors, die auf derselben Geraden liegen. Man sagt auch, die Vektoren seien
kollinear. Die Gerade ist ein Teilraum des R".

Es sei n > 3 und x; und x5 seien nicht parallel. Sie definieren dann eine
Ebene £ im R™ und damit einen 2-dimensionalen Teilraum von R™. Denn es sei
n ein Vektor, der senkrecht auf x; und xo steht, d.h. der orthogonal zu diesen
beiden Vektoren ist, und es sei x eine Linearkombination von x; und xo, also
X = a1X1 + asXs. Dann folgt

n'x = an'x; + asn'xy = 0, (1.66)

da ja nach Definition von n die Beziehung n'x; = n'xy = 0 gilt. n heifit Nor-
malenvektor fiir £; die Orientierung von n bestimmt die Orientierung der Ebene;
der Nachweis, dass ein solcher Vektor existiert, wird auf Seite 37 gefithrt werden.
Man erhélt die

Ebenengleichung
n'x = nixy +noxe + - - + npx, = 0. (1.67)

Alle Punkte mit Koordinaten x1,xs,...,Z,, die fiir festen Vektor n dieser Glei-
chung geniigen, liegen in der Ebene £. (1.67) ist die Gleichung einer Ebene im
R". £ geht durch den Nullpunkt des Koordinatensystems!?. £ ist ein Teilraum
des Vektorraums V = R™. Denn es seien

Y1 = a1X1+ axs (1.68)
Yo = bixi+baxo (1.69)

0Djese Definition 148t sich fiir Ebenen, die nicht durch den Nullpunkte gehen, verallgemeinern,
aber diese allgemeine Definition wird im Folgenden nicht bendtigt.
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irgendzwei Linearkombinationen von x; und xs. Dann ist auch die Linearkombi-
nation y = c1y; + c2y, wieder ein Element von £, denn

y=c (a1x1 + CLQXQ) + 02(b1X1 + bQXQ) = di1x1 + doXa,
mit
di = c1a1 + c2b,  d2 = crag + cbo,
und n'y = 0, analog zu (1.67). Auf die oben gemachte Voraussetzung, dass x;

und x2 nicht parallel sind, d.h. nicht dieselbe Orientierung (in Zeichen: }) haben,
wird im Folgenden eingegangen.

Die Vektoren x; und xs bilden eine mogliche Basis fiir den Teilraum £. Der
Begriff der Basis wird noch explizit definiert werden, hier sei nur angemerkt,
dass die Basis fiir einen Raum oder Teilraum nicht eindeutig ist, denn irgendzwei
andere, nicht parallele Vektoren y; und y, aus £ erlauben ebenfalls, alle Vektoren
aus £ zu erzeugen. Nun sei x; Jf xo und n L x; und n L x9, wobei }J fiir
“nicht parallel” und L fiir "ist orthogonal zu” stehen. Dann lassen sich alle 3-
dimensionalen Vektoren x als Linearkombinationen von x1,xs und n darstellen,
d.h es existieren Koeffizienten a1, as und ag derart, dass

X = a1X] + agXs + asn, fir allex € R3, x # 0 (1.70)

Die Behauptung, dass die Koeffizienten a1, as und ag existieren, ergibt sich aus der
Tatsache, dass (1.70) sich als ein lineares Gleichungssystem mit den Koeffizienten
als Unbekannten erweist, vergl. die Betrachtungen zu linearen Gleichungssyste-
mem auf Seite 24. U

1.6 Erzeugendensysteme und Basen von Vektorrdumen

Definition 1.9 Es sei M = {x1, ..., &y} eine Menge von n-dimensionalen Vek-
toren. Es set
LM) ={zlx=aiz1+ - ,amTn}, (1.71)

d.h. L(M) sei die Menge aller Linearkombinationen der Vektoren aus M. L(M)
heif§t die lineare Hiille von M, und die a1, ..., x, bilden ein Frzeugendensystem

fiir L(M).
Es sei M C V; M muf kein Teilraum sein, aber es gilt der

Satz 1.7 Es sei V' ein Vektorraum und M = {x1,..., &y} sei eine Teilmenge
von Vektoren aus V. Dann gilt L(M) C V', d.h. L(M) ist ein Teilvektorraum von
V' oder gleich V.

Beweis: Es seien x und y Linearkombinationen von Vektoren aus M,

m m
X = g a;Xj, y= E bix;.
Jj=1 Jj=1
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Dann folgt

m

m m
AX 4 py = )\Zajxj —|—quij = chxj, cj = Aaj + pb;
j=1 j=1 j=1

d.h. Ax + py ist ebenfalls eine Linearkombination der x; und damit Element von
L(M). O

Definition 1.10 Es sei V, ein n-dimensionaler Vektorraum. Die Menge B =
{b1,..., by} aus V,, heifit Basis von V,,, wenn gilt

(i) die by, ..., by, sind linear unabhingig,

(ii)) V = L(B), dh. V,, ist die lineare Hiille von by, ..., b,. Die Teilmenge B, =
{b1,..., b} mitr <n bildet eine Teilbasis von L.

(iii) Es sei v € Vy, und es gelte
v=a1by +asby + -+ apby,. (1.72)

Die Koeffizienten ay, ..., ay, heiffen Koordinaten von v beziiglich B.
Anmerkungen:

1. Hier werden nur endlich-dimensionale Vektorrdume betrachtet. Die Defi-
nition einer Basis bedeutet dann, dass immer nur endlich viele Vektoren
eine Basis bilden. Diese Basen werden auch als Hamel-Basen!! bezeich-
net, im Unterschied zum Beispiel der Schauder-Basis'?, die im Zusammen-
hang mit unendlich-dimensionalen (Funktionen-)R&umen betrachtet wird.
Funktionenrdume sind Mengen von Funktionen, die denselben Definitions-
bereich haben und unter bestimmten Bedingungen Vektorrdume bilden, s.
Abschnitt 3.

2. Wegen (ii) ist eine Basis ein Erzeugendensystem fiir V;,. Ein Erzeugenden-
system mufl aber nicht nur aus linear unabhéngigen Vektoren bestehen; so

konnen die Vektoren x1, ..., X, m > n ein Erzeugendensystem fiir V,, sein,
wenn L(Xi,...,Xy) = V. Nach Definition der Basis by,...,b, eines V,
werden aber die xi,...,x, Elemente von L(bi,...,b,) sein. Dementspre-

chend heift eine Basis auch minimales Erzeugendensystem: wegen (ii) mufl
ein Erzeugendensystem mindestens n linear unabhéngige Vektoren enthal-
ten, damit alle Vektoren des V,, damit erzeugt werden kénnen, andererseits
kann eine Basis nicht mehr als n Elemente enthalten, denn mehr als n n-
dimensionale Vektoren sind linear abhéngig.

" Georg Hamel (1877 — 1954), deutscher Mathematiker
12 Juliusz Pawel Schauder (1899 — 1943), polnischer Mathematiker.
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3. Essei v = (v1,...,v,); nach (1.72) gilt dann fiir die i-te Komponente
v;i = a1bj + -+ anbin, (1.73)

wobei die b;; die i-ten Komponenten der b; sind. Wéhlt man eine andere
Basis als die bq,...,b,, so miissen auch die Koeffizienten ay,...,a, ent-
sprechend gewéhlt werden, damit die v; berechnet werden kénnen, d.h.
diese Koeffizienten héngen von der gewéihlten Basis ab. Dies erklart den
Ausdruck Koordinaten von v beziiglich B fiir die Koeffizienten a;. O

Der Begriff der Basis ist intuitiv schon am Ende des Beispiels 1.3 eingefiihrt
worden. V' = L(B) bedeutet, dass jeder Vektor aus V als Linearkombination
der Basisvektoren by, ..., b, darstellbar ist, d.h. fiir eine gegebene Basis B =
{b1,...,b,} existieren fiir jeden Vektor v € L Koeffizienten ay,...,a, (also ein
Vektor a = (aq,...,ay)") derart, dass die Darstellung eines Vektors v € V wie
in (1.72) moglich ist: diese Darstellung von v entspricht einem linearen System
von n Gleichungen mit den n Unbekannten a1, ..., ay, fiir das es nur eine Losung
gibt, wenn die by, ..., b, linear unabhéngig sind, und es existiert keine Menge
von p > n n-dimensionalen Vektoren, die linear unabhéngig sind. £(by,...,b,)
mit < n definiert einen Teilraum von V (vergl. Satz 1.7).

Definition 1.11 Es sei V' ein Vektorraum mit der Basis B = {by,..., b,}. Dann
heifst V' n-dimensionaler Vektorraum; man schreibt auch V,, um die Anzahl der
Vektoren in einer Basis von V anzuzeigen. n heifst Dimension des Vektorraums.

Anmerkung: In Definition 1.11 wird der Begriff des n-dimensionalen Vektor-
raums durch die Anzahl der Basisvektoren definiert. Wie bereits angedeutet exi-
stiert ein Zusammenhang zwischen der Anzahl n der Komponenten der Vektoren
eines Vektorraums V und der Anzahl der Basisvektoren, die notwendig sind, um
alle Vektoren von V' zu erzeugen. Dieser Zusammenhang wird im Folgenden ela-
boriert. Zuvor wird aber der Begriff der orthogonalen Basis eingefiihrt. O

Linear unabhéngige Vektoren sind nicht notwendig auch paarweise orthogonal
zueinander, aber paarweise orthogonale Vektoren sind notwendig linear unabhén-
gig. Orthogonale Vektoren kénnen demnach als Basisvektoren gewéhlt werden.
Dieser Fall ist besonders wichtig, weshalb eine eigene Definition dafiir eingefiihrt
wird:

Definition 1.12 FEs sei V' ein n-dimensionaler Vektorraum. Eine Basis
B = {blv"'abn}

von V' heifst Orthonormalbasis (ONB) (oder orthonormale Basis), wenn die b,
auf die Ldnge 1 normiert und paarweise orthogonal sind, d.h. wenn

e )0, JFk -
bjbk—{ ok L k=1,....n (1.74)

gilt. Die Basis B, = {b1,..., b} mit r < n heiffit orthonormale Teilbasis.
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Die n-dimensionalen Einheitsvektoren sind ein Beispiel fiir eine orthonormale
Basis:

Satz 1.8 Die n-dimensionalen Finheitsvektoren ey, ..., e, mit
e; = (0,...,0,1,0,...,0)
der i-te n-dimensionale Finheitsvektor, bilden eine orthonormale Basis des V.

Beweis: Die Einheitsvektoren sind linear unabhingig, denn 0= \ie; + \geq +

<o+ 4 Apey ist nur moglich fir Ay = --- = A\, = 0; fiir die i-te Komponente
hat man némlich 0 = \;1, woraus sofort A; = 0 folgt. Dariiber hinaus sind
die e; orthonormal, vergl. (1.42). Die Vektoren ei,...,e, bilden deshalb eine

orthonormale Basis des V,,. Da stets
X =1r1€1 + x2€0 + - - - + Tp€Y,

sind die Komponenten x; von x auch stets die Koordinaten von x beziiglich der
€e1,...,e,. ]

Definition 1.13 Die Basis {ei,..., ey} heifft kanonische Basis des V},.

Eine beliebige orthonormale Basis 148t sich als Rotation der kanonischen Basis
herleiten, vergl. den Abschnitt 2.8.2 {iber Basiswechsel, Seite 101.

Satz 1.9 FEs seien x, ..., x, linear unabhdngige n-dimensionale Vektoren. Dann
lassen sich alle Vektoren des R™ als Linearkombinationen dieser Vektoren erzeu-
gen.

Beweis: Nach Satz 1.3 kann jeder Vektor y = (y1,...,¥,)" als Linearkombi-
nation der n-dimensionalen Einheitsvektoren eq,...,e, dargestellt werden, und
damit kénnen auch die x; = (z1;,...,2n;), j = 1,...,n als Linearkombinatio-
nen der ey, ..., e, dargestellt werden. Dementsprechend existieren Koeffizienten
ai,...,a, derart, dass

n n

n n n n
y= E ajxXj = E aj Tijer = g (g ajryj)er = g YrCk-
j=1 1 k=1

j=1 k= k=1 j=1
—_——
Yk

Da die x; als Linearkombinationen der e;, dargestellt werden kénnen, kann auch
die Linearkombination x der x; wieder als Linearkombination der ej dargestellt
werden. O

Der Satz 1.9 bedeutet,
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1. dass die Bedingung (ii) von Definition 1.10 keine Einschrinkung darstellt;
jede Menge von n linear unabhéngigen n-dimensionalen Vektoren kann als
Basis des V,, = R" gewahlt werden,

2. dass m > n n-dimensionale Vektoren stets linear abhéngig sind. Denn an-
genommen, die ersten n dieser Vektoren seien linear unabhingig. Nach
Satz 1.9 lassen sich dann alle Vektoren des R™ als Linearkombinationen
der x1,...,x, darstellen, und das heifit eben auch die x,41,...,X. Eine
Basis des R™ kann nie mehr als n Basisvektoren enthalten. Einen Beweis
dieser Aussage auf der Basis des Austauschsatzes von Steiner, auf den hier
nicht weiter eingegangen werden muf}, findet man im Anhang, Abschnitt
4.2.

Die Frage ist nun, ob jeder Vektorraum auch eine Basis haben mufl. Man kénnte
die Moglichkeit betrachten, dass alle Vektoren einen Vektoraums linear abhéngig
sind. Dazu 148t sich eine Aussage beweisen:

Satz 1.10 Jeder endlich erzeugte Vektorraum hat eine Basis.

Beweis: "Endlich erzeugt” soll heiflen, dass fiir £(x1,...,x,) = V die Bedingung
n < oo erfiillt ist. Nach dem obigen Punkt 2 ist jede Menge von n + 1 Vektoren
eines n-dimensionalen Vektorraums linear abhéngig. Sei nun {by,...,b,} eine
Menge von n-dimensionalen Vektoren. Dann gilt

(i) Ein einzelner Vektor, etwa by # 0, ist linear unabhiingig, denn A;b; = 0
nur dann, wenn A\; = 0,

(ii) {b1,..., by} sei eine Menge von linear unabhéngigen Vektoren. Dann ist sie
eine Basis, da man mit den b;, j = 1,...,n, alle Vektoren des Vektorraums
erzeugen kann.

(iv) Ist {by,...,by,} linear abhiingig, so gilt
Atby 4 Aobg + -+ \,b, =0

und nicht alle \; sind gleich Null. Es sei A1 # 0; dann gilt

)\2 )\n
bi=——"by—---— —b,.
Ve A
Sind die bo, ..., b, linear unabhéngig, so bilden sie eine Basis des Vektorraums,

und L(bg,...,b,) = V. Ist {bg,...,b,} linear abhingig, so kann man die Be-
trachtung wiederholen; ist {bs, ..., by} linear unabhingig, so bildet diese Menge
eine Basis und L(bs, ...,b,} =V, etc. Dieser Prozess kann im Prinzip fortgesetzt
werden, bis man bei {b,,} angelangt ist. Da b,, notwendig linear unabhéngig ist,
ist in diesem Fall V' ein eindimensionaler Vektorraum mit b,, als Basis. Man findet
also in jedem Falle eine Basis, d.h. fiir jeden Vektorraum existiert eine Basis.
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Abbildung 5: Poesie als Addition von Vektoren (links), und als Linearkombination
von Vektoren der kanonischen Basis (rechts); aber: die Merkmale Phantasie und
sprachliches Vermogen sind selbst komplexe, d.h. multivariate Konzepte.

Poetisches
Poetisches Vermogen

Vermégen

Phantasic .~

xzz‘ ! sprachliches
Vermaogen
i ©.1)
sprachliches

Vermogen

Phantasie

0 x, x, e

Orthonormale Basisentwicklung eines Vektors: Die zur Darstellung ei-
nes beliebigen Vektors v € L benétigten Koeffizienten a; ergeben sich beson-
ders einfach, wenn Orthonormalbasen gew&hlt werden: Es sei x € V,, (x sei ein

n-dimensionaler Vektor) und die by,...,b, seien orthonormale Basisvektoren.
Dann existieren Koordinaten aq,...,a, derart, dass
n
x=ab; + -+ a,b, = Zakbk. (1.75)
k=1

Man betrachte nun das Skalarprodukt b;x:

b;x:Zakb;bk:aj, ji=1,....n (1.76)
k=1
denn
ne 0, j#k

(1.75) kann dann in der Form

x =Y (bjx)by. (1.78)

k=1

dargestellt werden. Dieser Ausdruck heifit auch orthonormale Basisentwicklung
des Vektors x.

Anmerkung: Bekanntlich kann unter bestimmten Normierungsbedingungen ein
Skalarprodukt als Korrelation interpretiert werden. Dann bedeutet b}x in Glei-
chung (1.78) die Korrelation zwischen dem Vektor x und dem Basisvektor by. In
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der Faktorenanalyse und in Approximationen der Faktorenanalyse wird die La-
dung eines Items (d.h. die Koordinate des Items) auf einer latenten Dimension als
Korrelation zwischen dem Item und der latenten Dimension interpretiert. Diese
Interpretation beruht auf (1.78). O

In Abbildung 5 wird noch einmal die Vektorreprasentation bestimmter kogni-
tiver Fahigkeiten gezeigt: links ergibt sich das poetische Vermogen als Vektor-
addition (Linearkombination) der zwei Fiahigkeiten ’sprachliches Vermogen’ und
"Phantasie’; die reprisentierenden Vektoren fiir diese beiden Kompetenzen sind
nicht parallel und deshalb linear unabhiingig, sie bilden eine Basis im R?. Rechts
ist noch ein durch die beiden Einheitsvektoren e; und es definiertes Koordina-
tensystem eingezeichnet worden. Alle Vektoren kénnen als Linearkombinationen
der orthonormalen Basis {ej,es} dargestellt werden. Das poetische Vermogen
erscheint jetzt als Linearkombinationen der kognitiven Grundfunktionen L; und
Lo, die wegen ihrer Reprisentation durch orthogonale Vektoren als unkorreliert
angenommen werden!.

Teilrdume Es sei {v1,...,v,} eine orthonormale Basis des V;,. Eine echte Teil-
menge der Basisvektoren definiert dann einen Teilraum des V,,. Ohne Einschréin-
kung der Allgemeinheit seien vi,...,vg, k < n ausgewidhlt worden, es es sei
Ly = L(v1,...,v} die lineare Hiille dieser Teilbasis. Ly, ist sicherlich eine Vek-
torraum (Satz 1.7). Dann existiert ein Vektor n € V,,, der orthogonal zu allen
Vektoren aus L ist.

Denn V,, = L(v1,...,Vvy,), trivialerweise ist vy € V,,. Die vyq,...,v, sind
nach Voraussetzung paarweise orthogonal. Es sei y € L, so dass
y=aivy+ -+ apvg.
Dann folgt
/ / /
Vig1ly = @V Vit -+ anvp Vi =0,

da vfg_ij =0 fir j = 1,...,k. Also ist vi;1 ein Normalenvektor n fiir alle
Vektoren aus L.

Damit ist die Annahme der Existenz eines Normalenvektors fiir eine Ebene
auf Seite 30 gerechtfertigt.

Satz 1.11 Es sei B = {by,..., b,} eine beliebige Basis eines n-dimensionalen
Vektorraums. Dann lafit sich aus B eine Orthonormalbasis konstruieren.

BDerartige Repriisentationen von Kompetenzen bzw. Eigenschaften sind einerseits Standard,
andererseits nicht unproblematisch, denn Ausdriicke wie 'Phantasie’, ’sprachliches Vermogen’
etc. bezeichnen komplexe Prozesse und 'poetisches Vermogen’ steht fiir eine Interaktion dieser
Prozesse, und der Ansatz, diese Interaktion durch einfache Addition darzustellen, kann eine zu
grofle Vereinfachung bedeuten. Dieses Problem kann hier nicht diskutiert werden. Es sei aber
angemerkt, dass die Vektoralgebra ebenfalls bei der Modellierung dynamischer Prozesse benéotigt
wird.
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Beweis:'* Zunichst wird by normiert, d.h. es sei

1

ci = ——Dbjy.
by

Dann wird aus £(c1,bg) ein Vektor dy gewéhlt, der der Bedingung cjd2 = 0
geniigt, d.h. es gelte ¢ Lds. Dann mache man den Ansatz

ds = by + acy,

und es folgt ¢fda = ¢|ba + acjc; = 0, d.h. es folgt & = —c/ba. ¢; und by sind
linear unabhéngig, daher ist ds # 0, und somit kann
1
Co = 7(12
[da||
definiert werden, und es ist c,c; = 0 fiir 4, j = 1, 2. Man fihrt in dieser Weise fort
und erhélt eine orthonormale Basis. ]

Die folgende Definition fithrt im Wesentlichen die Redeweise vom 'Rang eines
Vektorraumes’ ein:

Definition 1.14 FEs sei V ein Vektorraum und S eine Teilmenge von V. Dann
ist der Rang von S gleich der Dimension des von S erzeugten Teilraums L(S).
Ist V =V, ein n-dimensionaler Vektorraum und ist S C V,, so hat S den Rang
r <mn, wenn S von r linear unabhdngigen Vektoren aufgespannt wird; fir r =n
hat S den vollen Rang.

Anmerkung: r heifit auch die Dimension des Teilraums Teilraums £(.S), und
n — r heifit die Kodimension des Teilraums £(.S). Die Dimension eines Unter-
oder Teilraums eines Vektorraums ist also nicht notwendig gleich der Dimension,
d.h. der Anzahl der Komponenten der Vektoren, die die Elemente des Teilraums
sind. (|

Definition 1.15 FEs sei V' ein n-dimensionaler Vektorraum und U C 'V sei ein
Teilraum on V. Weiter seit®

Ut ={zecV|du=0VYuc U} (1.79)

Dann heifit UL das orthogonale Komplement von U.

Beispiel 1.4 Es sei V = R? ein 2-dimensionaler Vektorraum und U sei ein 1-
dimensionaler Teilraum von V', d.h. U sei eine Gerade durch den Ursprung des
Koordinatensystems mit der Orientierung des Vektors a € V; die Gerade werde
mit Ra bezeichnet. Dann ist das zu U orthogonale Komplement die Gerade Rb
durch den Ursprung, wobei bla, b e V. O

'Nach Ehrhard Schmidt (1876 — 1956). s. Koecher (1997), p. 157
157 steht fiir "fiir alle”
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Beispiel 1.5 Es sei V = R? und U sei ein 2-dimensionaler Teilraum von V, d.h.
eine Ebene in V. n € V sei der Normalenvektor fiir U, d.h. n stehe senkrecht auf
U. Dann ist UL = n das orthogonale Komplement zur Ebene. O

Definition 1.16 FEs sei W ein n-dimensionler Vektorraum und U und V seien
zwei Teilrdume von W. W heifit orthogonale Summe von U und V, in Zeichen
W =ULV, wenn

(i) Fiir jeden Vektor we W, w=u+v, uc U, veV, und

(i) Wv=0 fir allewe U, veV gilt.

Satz 1.12 (Dimensionalititssatz)Es seien U,V C W, W ein n-dimensionaler
Vektorraum. Die folgenden Aussagen (i) und (ii) sind dquivalent:

(i) V ist das orthogonale Komplement von U, d.h. V = U+,

(ii) W =ULV, d.h. W ist die orthogonale Summe von U und V. Dann gilt

dim W = dim U + dim V*. (1.80)

Beweis: (i) =(ii): Zu zeigen ist W = ULU>. Es sei {by,...,b,} eine ortho-
normale Basis des Teilraums U; sie kann nach Satz 1.11 zu einer orthonorma-

len Basis {by,...,b,} von W erweitert werden. Nach Definition von U* ist
Ut = L(b,y1,...,by,), und da {by,...,b,} eine Basis von W ist, folgt Aus-
sage (i). Da die bj, j = 1,...,n paarweise orthonormal sind, folgt die Aussage

(ii) und damit (1.80).

(ii) = (i): Nach (ii) der Definition 1.16 gilt u'v =0 fir W = ULV; Sei x € W.
Dann x = u+ v mit u € U und v € V. Dann x* genau dann, wenn x'w = 0 fiir
alleweU,alsou’W:OfﬁralleuEU,d.huzﬁ. O

Es gilt der

Satz 1.13 FEs set W ein Vektorraum und U C W,V C W seien Teilrdume von
W. Dann gilt

1. Der Durchschnitt U NV ist wieder ein Teilraum von W,

2. Die Vereinigung U UV ist dann und nur dann ein Teilraum von W, wenn
entweder U CV oder V CU.

Beweis: Zu 1.: Es sei U NV = (); dann ist U NV gerade der triviale Teilraum
(vergl. Definition 1.8, Seite 29). Nun sei UNV # (). Es seien u,v € UNV. Es seien
a1, a9 € R beliebige Koeffizienten, und es sei w = aqu+agv € W, denn u,v e W
und da W ein Vektorraum ist, folgt w € W. Da aber U und V Teilrdume sind,
sind sie abgeschlossen gegeniiber der Multiplikation mit einem Skalar und der
Summenbildung, also ist w € U und w € V.d.h. we UNV. Also ist U NV ein
Teilraum von W.

Zu 2.: Es seien U und V Teilrdume von W und es gelte weder U C V noch V C U.
Nach Voraussetzung existiert ein Vektor wy € U und w; ¢ V, und ein Vektor
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wo ¢ U, wo € V. Es werde angenommen, dass U UV ein Teilraum von W ist.
Dann mul w = wy + wg € U UV gelten. Mit wy € U mufl aber auch —wy € U
gelten (da U ein Teilraum von W ist, mufl mit wy € U auch Aw; € U gelten,
A € R, und es kann insbesondere A = —1 gewihlt werden). Nun mul w € U
oder w € V sein. Sei w € V. Aber dann mufl auch w — wo € V gelten, da ja
—wy € V. Aber dann (w; + wy) — w2 = w; € V, entgegen der Voraussetzung
w1 ¢ V. Analog dazu sollte w — wy € U sein, da ja —w; € U. Aber nun folgt
wo € U, entgegen der Voraussetzung wo ¢ U. Man erhilt also einen Widerspruch
zur Annahme, dass U UV ein Teilraum von W ist. Damit W ein Teilraum ist,
muf} entweder U C V oder V C U gelten. O

Beispiel 1.6 Als Beispiel fiir eine Vereinigung zweier Teiltdime betrachte man
den 2-dimensionalen Vektorraum, wobei U und V zwei nicht parallelele Geraden
seien. Sicherlich sind U und V Teilrdume, aber ihre Vereinigung ist kein Teilraum:
fir x; e Uund xg € Vist x1 +x0 ¢ UUV. O

Definition 1.17 FEs seien U undV Teilraume eines Vektorraums W. Dann heifst
U+V={ut+vjueclU veV} (1.81)

die Summe der Teilrdume U und V.

Satz 1.14 Die Summe zweier Teilrdume eines Vektorraums W ist wieder ein
Teilraum von W.

Beweis: Es seien wi,wy € Wy = U+ V. Dann ist auch a;wy +aowsy € Wy. Denn
arwi = a1(u; +bvy), u; € U, vi € V, und agwy = az(uz + v2), so dass

W1 + Wo = ajuy + asus + a1vy + agve € Wy,

da ajuy + asuy € U und a1vy + asve € V, da U und V Teilrdume sind, und es
folgt w1 + wo € Wy, da Wy ja alle Summen u + v enthélt. ]

Die Summe zweier Teilrdume ist also von der Vereinigung zweier Teilrdume
zu unterscheiden. Weiter gilt

Satz 1.15 Fir die Summe der Teilrdume gilt die Dimensionsformel

dim(U + V) =dim(U) + dim(V) — dim(U NV). (1.82)

Beweis:!% Die Dimension eines (Teil-) Vektorraums ist gleich der Anzahl der Ba-
sisvektoren des Raums. U NV ist ein Teilraum und habe die Basis ay,...,a;,,
also m = dim(U N V). Diese Basis kann zu Basen von einerseits U, anderer-
seits V ergénzt werden: ay, ..., am, b1,..., b, sei die Basis von U, also dim(U) =

6Nach Lorenz I, p. 56
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m+r,und ay,...,amy,Cl,...,Cs sei die Basis von V, also dim(V) = m + 2, und
dim(U N V) = m. Dann bildet

ai,...,am,by,...,b.cp,...,Cq
sicherlich ein Erzeugendensystem von U + V', d.h.
L(ai,...,am,b1,...,byc1,...,¢c5) =U+ V.
Zunédchst mufl gezeigt werden, dass auch
rg(ay,...,am,b1,...,b,,c1,...,cs) =r+s+m

gilt, d.h. dass die ay, ..., cs linear unabhéngig sind, also

Z)\iai+2mbi+zyici =a+b+c=0
i=1 i=1 i=1
a b c

nur dann, wenn die Koeffizienten \;, u;, v; alle gleich Null sind. Esista € UNV,
b € U, c € V. Dann folgt aus der vorangehenden Gleichungb = —-a—cec UNV.
Aus der Wahl der by, ..., b, folgt, dass alle A; = 0. Analog dazu folgt, dass alle
u; = 0, so dass b = ¢ = 0, woraus wiederum a = 0, d.h. alle A\; = 0. Schliellich
folgt

m+r+s=m+r)+(m+s)—m=dim(U) + dim(V) — dim(U NV),

und das war zu zeigen. O

Korollar 1.4 Es seien U und V' Teilraume eines Vektorraums W. Aus (1.82)
folgt

dim(U + V) < dim(U) + dim(V), (1.83)
da dim(U NV) > 0.
2 Matrizen
2.1 Definitionen
Gegeben sei eine Menge X = {xy,...,%,} von m-dimensionalen Vektoren
X5 = (:L'lj, X255 .- ,.%'mj)/.

Schreibt man diese Vektoren spaltenweise nebeneinander, so entsteht die Matrix

11 12 e T1n
o1 o9 e Ton

x=| T (2.1)
Iml ITm2 - Tmn
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X heilt auch (m,n)-Matrix; gelegentlich wird einfach X,,, dafiir geschrieben,
oder X = (xij)mn oder X = (z;;), wenn klar ist, dass 1 < i < m, 1 < j <
n. Eine andere Schreibweise ist X € R™" womit angedeutet wird, dass die
Elemente von X reelle Zahlen sind, denn man kann auch Matrizen betrachten,
deren Elemente komplexe Zahlen sind. Derartige Matrizen werden aber in diesem
Skript nicht behandelt. Auf analoge Weise kann eine Matrix entstehen, indem
man eine Anzahl m-dimensionaler Zeilenvektoren untereinander schreibt. X heifit
quadratisch, wenn m = n. Die x1,...,x, heiflen die Spaltenvektoren von X. Die
Schreibweise

X = [x1,X2,...,Xp] (2.2)

erweist sich oft als niitzlich. Die Zeilen (21, 42, - . . , X, ) heilen die Zeilenvektoren
von X, i = 1,...,m. Eine Matrix wird gestiirzt oder transponiert, indem die
Zeilenvektoren als Spaltenvektoren angeschrieben werden; man schreibt X’ dafiir:

Tl T2 o Tmd
, Ti2 T2 Tm2 o .
X' = ] o ) = [X1.X2,...,Xpm] (2.3)
Tin Ton - Xmn
X' ist also eine (n x m)-Matrix. Die x;, ¢ = 1,...,m sind die n-dimensionalen

Spaltenvektoren von X', d.h. die Zeilenvektoren von X. Generell werden die Zei-
lenvektoren einer Matrix X oder allgemein A stets als Spaltenvektoren x; bzw.
a; eben der transponierten Matrix X’ bzw. A’ angeschrieben.

Die Matrix X heifit symmetrisch, wenn
X'=X, wmj=xzj, 1<i,j<n (2.4)
Symmetrische Matrizen sind notwendig quadratisch. Eine Matrix heifit Diagonal-
matriz, wenn alle Elemente gleich Null sind bis auf r Diagonalelemente ;.
2.2 Operationen mit Matrizen
2.2.1 Addition und Multiplikation mit einem Skalar

Mit Matrizen kénnen eine Reihe von Operationen durchgefithrt werden; die bei-
den folgenden Operationen sind elementar. Die Multiplikation einer Matrix mit
einem Vektor und mit einer Matrix erfordern eine etwas lingere Elaboration und
werden in den folgenden Unterabschnitten vorgestellt.

1. Multiplikation mit einem Skalar: AX = (Az;;), A € R, d.h. die Multiplika-

tion von X mit einem Skalar bedeutet, dass jedes Element z;; von X mit
diesem Skalar multipliziert wird.
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2. X und Y seinen zwei (m,n)-Matrizen. Dann ist die Summe X + Y durch
X +Y = (25 +yij) (2.5)

definiert, d.h. die Elemente von X 4+ Y sind die Summen der korrespondie-
renen Elemente x;; und ;.

2.2.2 Multiplikation einer Matrix mit einem Vektor

In Beispiel 1.2 wurde gezeigt, dass die Komponenten des Vektors y, dargestellt als
Linearkombination von Vektoren xi, . .., X,, sich als Skalarprodukte a’x; ergeben,
wobei a = (a1, ...,a,) und X; = (21, Ti2, . . ., Tin) ist. Man kann die x; nun zu
einer Matrix

11 x12 e Tlin
21 x22 te Lon

X = [x1,X2,...,Xp] = ) . ) (2.6)
Iml ITm2 " Tmn

zusammenfassen. Die Zeilen dieser Matrix sind gerade die Vektoren x;,. ¢ =
1...,m. Fiir die Linearkombination y = a1x1 + asXs + - -+ + a,X, erhélt man
dann die Darstellung

xja
n 5
X2
y = Zajxj = Xa= ) (2.7)
=1 :
X, a

Die Schreibweise y = Xa — also die Multiplikation einer Matrix mit einem Vektor
— ist eine knappere Darstellung der Linearkombination y = ) ;j a;X;. Das Prin-
zip soll noch einmal einer allgemeinen Matrix A und einem beliebigen Vektor u
illustriert werden: Es sei also

A=laj,az,...,a,)

eine (m,n)-Matrix, d.h. die Spaltenvektoren a; seien m-dimensional, und u =
(u1,...,u,) sei ein n-dimensionaler Vektor. Der m-dimensionale Vektor y sei
eine Linearkombination der ai,as,...,a,, also der Spaltenvektoren von A, mit
den Komponenten von u als Koeffizienten:

Yy = uiay + ugas + - - - + Unay,. (2.8)

Dann sei

Au=y (2.9)

eine Schreibweise fiir (2.8). Wann immer ein Ausdruck der Form Au auftritt, soll
er also als kompakte Schreibweise fiir eine Linearkombination der Spaltenvektoren
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von A mit den Koeffizienten u, ..., u, aufgefasst werden, die die Komponenten
des Vektors u sind. Diese Linearkombination ist ein m-dimensionaler Vektor y.
Ein Beispiel ist

a1l a2 Y1
U1
A= | axn axn |, u:<u2>’ y=1| v |,
a3l as2 Y3
und
ail a2 Y1
Au=wa; +ugas =uy | a1 | +us| an | = y2 | =y (2.10)

a31 a32 Y3

Inspektion dieser Gleichung zeigt, dass die Komponenten y; von y durch
Y1 = u1a11 + u2012, Y2 = U1G21 + U2022, Y3 = U1G13 1 U2032

gegeben sind, d.h. die Ausdriicke fiir y; sind durch das Skalarprodukt des Vektors
u mit dem i-ten Zeilenvektor a; (hier als Spaltenvektor angeschrieben) gegeben,
d.h.

yy=au=ua;, i=123 (2.11)

Man kann nun auch von (2.11) ausgehen und das Produkt Au =y durch (2.11)
definieren, d.h. man definiert den Ausdruck Au, indem man festlegt, dass die
Skalarprodukte der Zeilenvektoren von A mit u die Komponenten eines Vektors
y bedeuten sollen, so dass Au = y gilt. Dann folgt, dass y stets auch als Li-
nearkombination der Spaltenvektoren von A mit den Komponenten von u als
Koeffizienten interpretiert werden kann. Die Definitionen von y = Au (i) als Li-
nearkombination der Spaltenvektoren von A und (ii) der Komponenten y; von
y als Skalarprodukte der Zeilenvektoren von A mit u sind also #quivalent. Ubli-
cherweise wird (ii) als Definition von Au =y angegeben; der explizite Fokus auf
y als Linearkombination der Spaltenvektoren von A erweist sich aber bei vielen
Uberlegungen als auBerordentlich niitzlich. Im Ubrigen wird je nach Fragestellung
von beiden Definitionen Gebrauch gemacht werden.

So spielt im Folgenden auch das Produkt
VvV A=17 (2.12)

eine wichtige Rolle, wobei v ein m-dimensionaler Vektor ist (A ist eine (m,n)-
Matrix). Bei der Definition dieser Gleichung wird zunéchst auf die Definition (ii)
des Produkts Au = y zuriickgegriffen: Die Komponenten von z’ sind die Skalar-
produkte von v mit den Spaltenvektoren von A, d.h. es soll z; = v'ay,..., 2z, =
v'a,, gelten, so dass z ein n-dimensionaler Vektor ist. v/ A muf also ein Zeilenvek-
tor sein, — weshalb auch z’ statt z geschrieben wurde. Man iiberlegt sich leicht,
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dass z eine Linearkombination der Zeilenvektoren von A ist, mit den Komponen-
ten von v als Koeffizienten. Ist A wie im obigen Beispiel eine (3 x 2)-Matrix, so
hat man

a1l a12
/
VA = (v1,v9,v3) | a21 aga | = (via11 + vaag1 + vsasi, viais + vaags + vsass),
a3l as32
also
g — via11 + veag1 + v3a31
v1a12 + V2022 + V3aG32
und

zj=v'a;, j=1,2 (2.13)

Zusammengefasst hat man
1. y = Au ist eine Linearkombination der Spaltenvektoren von A;
2. 7/ = v/ A ist eine Linearkombination der Zeilenvektoren von A.

Nun sei y = Au und es wird ein Ausdruck fiir den transponierten Vektor y’
gesucht. Es gilt der

Satz 2.1 Es sei y = Au, A eine (m,n)-Matriz, u ein n-dimensionaler Vektor
und y ein m-dimensionaler Vektor. Dann gilt

Y = (Au) = A (2.14)

Beweis: y ist eine Linearkombination der Spaltenvektoren von A, d.h. y’ muf}
eine Linearkombination der Zeilenvektoren von A’ sein. Mit Bezug!” auf (2.12)
muB also y’ = u’A’ gelten, wobei A in (2.12) durch A’ ersetzt werden mufl. O

Man vergewissere sich der Korrektheit dieser Aussage anhand von (2.10).

Zusammenfassend kann man sagen, dass die Multiplikation einer Matrix A
mit einem Vektor x stets einen Vektor y ergibt, der sich im Allgemeinen hinsicht-
lich seiner Lange, seiner Orientierung und moglicherweise auch in der Anzahl
seiner Komponenten von x unterscheidet. Es gibt verschiedene Redeweisen: die
Matrix A transformiert den Vektor x in den Vektor y (Vektortransformation),
oder A bildet © auf dem Vektor y ab (Vektorabbildung); die Matrix A definiert
dann eine Abbildung oder Transformation des Vektors x. Diese verschiedenen
Verbalisierungen korrespondieren zu bestimmten moglichen Vorstellungen iiber
das, was die Multiplikation einer Matrix mit einem Vektor bewirkt. So kann sich
z.B. nur die Orientierung, nicht aber die Linge von y von der des Vektors x un-
terscheiden, so dass man sagen kann, Ax bedeute eine Rotation von x. Oder Ax

"Eine Idee wire, y' = A’u zu versuchen, aber man sieht sofort, dass diese Gleichung nicht
gelten kann: (i) A’ ist eine (nxm)-Matrix und u ist n-dimensional, so dass fiir m # n das Produkt
A’u gar nicht berechenbar ist, (ii) fiir den Spezialfall m = n kénnte ein Vektor berechnet werden,
aber y’ wire dann eine Linearkombination der Spalten von A’, entgegen der Definition von y’
als Linearkombination der Zeilenvektoren von A’.
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bewirkt nur eine Verdnderung der Lénge von x. Rotation und reine Léngenver-
dnderung konnen, anschaulich gesprochen, als Transformationen von x aufgefasst
werden. Es sind gleichermaflen Abbildungen von Vektoren aus einem Vektorraum
auf Vektoren aus demselben Vektorraum. Das gleiche gilt fiir Transformationen,
bei denen y sowohl eine andere Linge, als auch eine andere Orientierung als x,
aber dieselbe Anzahl von Komponenten hat. Unterscheidet sich auch die Anzahl
der Komponenten von x von der des Vektors y, so bildet A Vektoren x aus
einem Vektorraum auf Vektoren aus einem anderen Vektorraum ab. Man kann
die Eigenschaften von Matrizen als Eigenschaften der Abbildungen von Vektoren
auf andere Vektoren diskutieren. In Abschnitt 4.6 wird auf diese Aspekte der
Multiplikation von Matrizen mit Vektoren ausfiihrlicher eingegangen.

Beispiel 2.1 Es sei D = (d;;) eine (m, n)-Datenmatrix: d;; ist die Messung des
j-ten Merkmals ("Variable”) beim i-ten Fall. Die Spaltenvektoren seien dj, j =

1,...,n, d.h. die Komponenten d;;, i = 1,...,m sind die Messwerte fiir die j-
te Variable. Man sucht "latente” Variablen, die sich durch Vektoren L (k =
1,...,7 < min(m,n)) reprasentieren lassen, mit denen man die Messdaten d;;

“erkldren” kann, indem man die Vektoren d; als Linearkombinationen der latenten
Vektoren darstellt:

dj :blel—l—”-—i-berr, j=1...,n, (2.15)

mit Ly = ({1, 02k, - - -, lmk)’. Da man aber nur die Daten hat, mufl man dazu
zuerst die latenten Vektoren als Linearkombinationen der d; darstellen: Es sei
a; = (a11,a21,-..,a,1)" ein n-dimensionaler Vektor, und es sei

Da; =ap1dy + -+ andy, = Ly, (2.16)

oder, ausfiihrlicher geschrieben,

din dip -+ din aii
doy  doa -+ dop a1
Da; = . .
dml de ce dmn an1
di1 din ‘11
doq dop, 0o -
— ail . +...+an1 . = . :LleR
dml dmn gml
Jede Komponente £;; von Ly, i = 1,...,m, korrespondiert zu einem Fall.

Nach den Regeln der Multiplikation einer Matrix mit einem Vektor ist ¢;; das
Skalarprodukt des Zeilenvektors d; mit ay, d.h.

da =61, 1<i<m (2.17)
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Die Komponenten #;; von L; konnen als Koordinaten der Falle auf einer durch
L, definierten Achse interpretiert werden.

Es sei ag = (a21,...,a,2)" ein zweiter Vektor, dessen Komponenten wieder-
um als "Gewichte” aufgefasst werden kénnen, um einen zweiten Vektor Lo als
Linearkombination der d; zu definieren:

Das = ajody + -+ - + apad,, = Lo (2.18)
Fiir die Komponente ¢;5 von Ly gilt demnach
da;=10lo, 1<i<m (2.19)

Ly représentiert wie Li; ein Merkmal, das sich durch eine Linearkombination der
d;, als Mischung der gemessenen Variablen darstellen oder charakterisieren 1483t.
Es seien L und Lo Geraden, deren Orientierung die L; und Lo gegeben ist. Man
kann ¢;; und /;5 sind Koordinaten im Koordinatensystem (L1, L) eines Punktes
mit den Koordinaten (d;1,d;2) im urspriinglichen Koordinatensystem.

Es lassen sich nun Koeffizientenvektoren by und by finden derart, dass mit
L = [Ly, L]
d, = Lby
do = Lby
so dass die Datenvektoren durch die "Latenten” Vektoren L und L erklart wer-
den (vergl. (2.15)). In Abschnitt 2.6 wird die Bestimmung der Matrizen A =

[a1,as] und B = [by,bs] und die Beziehung zwischen diesen beiden Matrizen
diskutiert werden. O

2.2.3 Multiplikation einer Matrix mit einer Matrix

Es seien A eine (m,n)- und B eine (n x p)-Matrix. b; sei der j-te Spaltenvektor
von B. Dann ist
Cj = AbJ

eine Linearkombination der Spaltenvektoren von A mit den Komponenten von
b; als Koeffizienten. Schreibt man die Vektoren c; spaltenweise nebeneinander,
so entsteht eine (m x p)-Matrix C, so so dass man insgesamt die Matrixgleichung

C=AB (2.20)

erhélt. Da die Komponenten von c; die Skalarprodukte der Zeilenvektoren von
A mit den Spaltenvektoren von B sind, hat man fiir die Komponenten ¢;; von C
die Beziehung

cj=ab;, i=1,...,m;j=1,...,p (2.21)
wobei a; der i-te Spaltenvektor von A’, also der i-te Zeilenvektor von A ist.
Es gilt:
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1. Die Spaltenvektoren von C sind Linearkombinationen der Spaltenvektoren
von A,

2. Die Zeilenvektoren von C sind Linearkombinationen der Zeilenvektoren von
B; diese Aussage folgt aus Satz 2.14, p. 45.

Satz 2.2 Es sei A eine (m,n)-Matriz, B sei eine (n x p), und C' eine (m X p)-
Matriz, und es sei C'= AB. Dann gilt

C'=(AB) =B'A (2.22)
Ist C eine (p x q)-Matriz, so gilt

(AB)C = A(BC) (Assoziativitdt) (2.23)

Beweis: Zu (2.22): Gilt C = AB, so sind die Zeilenvektoren von C' Linear-
kombinationen der Zeilenvektoren von B, d.h. die Spaltenvektoren von C’ sind
Linearkombinationen der Spalten von B’. Die Spaltenvektoren von C' sind Line-
arkombinationen der Spaltenvektoren von A, also sind die Zeilenvektoren von C’
Linearkombinationen der Zeilenvektoren von A’. Damit mufl C' = B’ A’ gelten.

Zu (2.23): Essei U = AB, V = BC, so dass F' = (AB)C =UC, G = A(BC) =
AV. U ist eine (m x p)-Mastrix, V ist eine (n x ¢)-Matrix, und F' und G sind
beide (m x g)-Matrizen. Es seien f; und g; die j-ten Spaltenvektoren von F' bzw.
G. Offenbar gilt

fj:UCj, gj:AVj, jzl,...,q

Nun ist v; = Bcj, so dass g; = ABc; = Uc; folgt, was wiederum f; = g; und
damit F' = G bedeutet, — und das ist (2.23). O

Die in (2.23) ausgedriickte Eigenschaft der Matrixmultiplikation wird als as-
soziativ bezeichnet. Sie ist aus der Multiplikation reeller Zahlen bekannt: Sind
0 # a,b,c € R, so gilt (ab)c = a(bc). Die Multiplikation reeller Zahlen ist auch
kommmutativ, d.h. es gilt stets auch ab = ba.

Die Matrixmultiplikation ist aber im Allgemeinen nicht kommutativ, d.h. im
Allgemeinen gilt fiir irgendzwei Matrizen A und B, wobei A eine (m,n)- und B
eine (n x p)-Matrix ist,

AB # BA. (2.24)

Damit AB = BA gilt miissen einige notwendige, wenn auch noch nicht hin-
reichende Bedingungen erfiillt sein. Zunéchst einmal mufl p = m gelten, damit
iiberhaupt das Produkt BA gebildet werden kann, fiir p # m kann BA gar nicht
berechnet werden und die Aussage AB = BA ist sinnlos. Nun sei p = m, und
es werde U = AB und V = BA gesetzt. U ist eine (m x p)-Matrix und V ist
eine (m,n)-Matrix, so dass AB = BA impliziert, dass auch n = p ist, d.h. p # n
impliziert, dass BA nicht gebildet werden kann. Eine notwendige Voraussetzung
fiir (2.24) ist also m = n = p, d.h. A und B miissen quadratische Matrizen mit
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identischer Zeilen- und Spaltenzahl sein. Dann gilt u; = Ab; und v; = Baj, und
die Beziehung AB = BA impliziert u; = v; fiir alle j = 1,.... Diese Gleichheit
kann fiir spezielle Matrizen gegeben sein, etwa falls B = A~! die Inverse von A
ist (s. Abschnitt 2.5), oder wenn B = A’ und A eine orthonormale Matrix (Rota-
tionsmatrix) ist, s. Abschnitt 2.6.1. Irgendzwei (m, n) Diagonalmatrizen A und B
sind ein weiterer Spezialfall, fiir den AB = BA gilt, wie man leicht nachrechnet.
Aber fiir beliebige Matrizen mit m = n = p muf§ die Bedingung AB = BA nicht
erfiillt sein.

Lingenskalierung: Multiplikation mit einer Diagonalmatrix. Es sei X €
R™™ und es seien A und A Diagonalmatrizen, also Matrizen, die nur in den
Diagonalzellen von Null verschiedene Elemente haben:

M O - 0 M O - 0
0 N -+ 0 ~ 0 X -+ 0
0 0 - A\ 0 0 - Ap
Man schreibt dafiir auch kurz
A =diag(\i,...,\), A =diag(Ai,...,\n) (2.26)
Dann bedeutet
(i) das Produkt XA eine Léngenskalierung der Spaltenvektoren von X,
(ii) das Produkt AX eine Langenskalierung der Zeilenvektoren von X:
Mz AeZiz o ApZin
AZa1 Aa%aa e Aplon
AMTm1 A2Tm2  ApTmn
bzw.
Az Aiziz o Mg
Ay - >\2?6‘21 >\2£.L“22 : )\2!?271 . (2.28)
AmTml  AmTm2  * AmTmn

Wie man sieht, ist der j-te Spaltenvektor von XA gleich dem j-ten Spaltenvektor
x; von X, multipliziert mit A;, und der i-te Zeilenvektor von AX ist der i-te
Zeilenvektor x; von X multipliziert mit A;. Dies bedeutet eine Langenskalierung
der x; bzw. der x;.

Beispiel 2.2 In Beispiel 2.1, Seite 46 wurde die Multiplikation einer Matrix mit
einem Vektor betrachtet: eine Datenmatrix D wurde mit jeweils einem Vektor ay,
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multipliziert, so dass ein Vektor Lj als Linearkombination der Spaltenvektoren
von D erzeugt wurde. Man kann nun die Vektoren a; zu einer Matrix

A=l = (0002 (229

zusammenfassen. Dann gilt
DA =1L =[L;, Lo (2.30)

Die Spalten von A — also die Vektoren a; und as sind spezifisch fiir die Spalten-
vektoren von L, also von Lj und Lo, und dass A durch nur zwei Vektoren definiert
wurde, ist ein Resultat des in Beispiel 2.1 betrachteten Spezialfalls von nur zwei
gemessenen Variablen, Korperlinge und Korpergewicht. Bei n > 2 gemessenen
Variablen wird man eine (n,n)-Matrix A zur Bildung der Linearkombinationen
uy, finden miissen; man hat ja

a1pdy + ageds + -+ - + aprd, = Ly,

wobei die Komponenten u;;, die Koordinaten der Félle auf dem k-ten durch eine
Linearkombination definierten Merkmals M)}, sind. Die Komponenten a;;, sind spe-
zifisch fiir das j-te gemessene Merkmal und kénnen als Koordinaten von Punkten
interpretiert werden, die die j-te gemessene Variable reprisentieren. Die folgenden
Abschnitte zielen u.a. auf die Frage, wie die Matrix A zu bestimmen ist.

O

2.3 Zufillige Vektoren und Matrizen

In der multivariaten Analyse werden die Beziehungen zwischen mehreren Varia-
blen untersucht; sofern diese Variablen gemessen werden, werden sie als zuféllige
Veranderliche interpretiert. Ein Vektor, dessen Komponenten zufillige Veranderli-
che sind, heift zufdlliger Vektor (auch: Zufallsvektor), und eine Matrix, deren Ele-
mente zufillige Verdnderliche sind, heifit dementsprechend zuféillige Matriz (auch:
Zufallsmatriz). Algebraisch wird kein Unterschied zwischen zufilligen Vektoren
und Matrizen und nichtzufilligen Vektoren und Matrizen gemacht; das Adjektiv
"zufillig” bezieht sich eher auf die Interpretation der Vektoren und Matrizen.

Ein zufilliger Vektor wird etwa mit
X =X=(X,Xo,....,X,) (2.31)

bezeichnet, wobei die X; eben zufillige Verédnderliche bezeichnen. Analog dazu
ist

X1 X - Xy
Xo1 Xog - Xop ,

X = . . . = (Xz])a 1 =1, ym;j =1, y 1 (2'32)
Xml Xm2 e an
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eine zufallige Matrix. Datenmatrizen sind Beispiele fiir zuféllige Matrizen. Zu-
fadlige Vektoren werden mit einer multivariaten Verteilung bzw. Dichtefunktion
f(xy1,...,sxy,) assoziiert; in Abschnitt 4.7.3 wird insbesondere die multivariate
Normalverteilung besprochen. Datenmatrizen sind zeilen- oder spaltenzentriert,
wenn entweder die Zeilen- oder die Spaltenvektoren zentriert wurden. Reprisen-
tieren die Spalten der Matrix Variablen und représentieren die Zeilen der Matrix
"Félle” (Objekte oder Personen), an denen Messungen dieser Variablen vorge-
nommnen wurden, so sind die Skalarprodukte der Spaltenvektoren proportional
zu Kovarianzen der entsprechenden Variablen. So sei die (m,n)-Datenmatrix X
spaltenzentriert; im Allgemeinen werden die Elemente dieser Matrix dann mit
kleinen Buchstaben bezeichnet: z;; statt X;;. x; und x; irgendzwei Spaltenvek-
toren von X. Dann ist

m
X;-Xk = Zx,]xzk (2.33)
=1

proportional zur geschitzten Kovarianz der Variablen V; und V}; der Proportio-
nalitdtsfaktor ist 1/m oder 1/(m — 1).

Man betrachte nun das dyadische Produkt des Zeilenvektors x; mit sich selbst:

Ti1dq1 L1432 - Ti1Tin

- T21Ti1  Ti2%i2 - Ti2Tin

XiX; = . . ) . (2.34)
TinTil Tnili2 - Tnilin

Die Elemente dieser Matrix entsprechen den Produkten z;;x;;, in Gleichung (2.33).
Dementsprechend ist die Summe iiber die dyadischen Produkte

Y xX =mE = (Xjxp), 1<jk<n (2.35)
proportional zu ¥, der Matrix der Skalarprodukte zwischen den Variablen, oder
DI G (2.36)

m — Unlat B *

— bei kleinerem Stichprobenumfang m wird man durch m — 1 dividieren.

Zufallige Verénderliche werden durch Verteilungsfunktionen und deren Ablei-
tungen, den Dichtefunktionen beschrieben, sofern sie stetige Variable repréisentie-
ren; im diskreten Fall sind die Dichtefunktionen Wahrscheinlichkeitsverteilungen.
Man kann also annehmen, dass ein zufilliger Vektor durch eine n-dimensionale
Verteilungsfunktion

F(xy,...,2n) = P(X1 <21, X <29,..., X, <) (2.37)

charakterisiert.
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Im Folgenden sind insbesondere die Erwartungswerte, Varianzen und Kova-
rianzen von zufélligen Verdnderlichen von Interesse. Der Erwartungswert einer
zufilligen Verdnderlichen ist der Mittelwert iiber alle mdglichen Realisationen
der Verédnderlichen; er wird it E bezeichnet:

2 xf(z)dz, X ist stetig

E(X) = (2.38)
i piXi, X ist diskret

E ist ein linearer Operator, d.h. es gilt
n n
B aiXi) =) aE(X); (2.39)
i=1 i=1

diese Aussage folgt sofort aus der Definition von E.
Der Erwartungswert eines Zufallsvektors ist ein Vektor, dessen Komponenten
die Erwartungswerte der Komponenten des Vektors sind:
E(X) = (E(X1),E(X2),...,E(X,))". (2.40)
Oft wird E(X) mit p bezeichnet:

p=EX)= (1,42, ), (2.41)

wobei p; = E(X;) ist.
Mit
X_l‘l‘:(X]-_MlaXQ_/«L27-~~;Xn_ﬂn), (242)

wird der Vektor der Abweichungen vom jeweiligen Erwartungswert bezeichnet.
Der Erwartungswert des dyadischen Produkts

2 =E[(X - p)(X = p)] = E[(Xi - p:)(X; — p1;)']) = (035) (2.43)

ist die Matrix der Kovarianzen zwischen den Komponenten eines zufélligen Vek-
tors; die Diagonalelemente ¢;; von ¥ sind die Varianzen der Komponenten von
X:

04 — Ui2 = E[(Xz — ui)Q} (2.44)

Satz 2.3 Es sei Z = (Z1,...,2Z,) ein zufilliger Vektor, dessen Komponenten
paarweise unabhingig sind mit E(Z;) = 0, Var(Z;) = 1, 1 < i < n. Weiter
sei A eine (n,n)-Matriz und X = AZ + p. Dann ist ¥ := AA" die Matriz der
Kovarianzen zwischen den Komponenten von X.

52



Beweis: Es ist AZ = X — p und
E(X-—p)(X—p)]=S=E[AZZ'A'| = AE(ZZ")A' = AA’,

wegen E(Z2Z') = (E(ZiZ;)) = 1,

I die Einheitsmatrix, denn wegen der postulierten Unabhéngigkeit der Kompo-
nenten von Z ist E(Z;Z;) = 0 fiir i # j und E(Z;Z;) = 1, ebenfalls nach Voraus-
setzung. O

2.4 Der Rang einer Matrix

Auf Seite 38 ist der Begriff des Ranges eines Vektorraums bzw. eines Teilraums
eines Vektorraums eingefithrt worden. Es sei nun X = [x1,...,x,] eine (m,n)-
Matrix. Die linearen Hiillen £; = £(x1,...,X,) und £,.(X1,...,X,,) der Spalten-
bzw. Zeilenvektoren sind Teilvektorrdume mit Basen, die s < n bzw. r < m
Vektoren enthalten (vergl. Kommentar 2. zu Satz 1.9, Seite 34 zur Anzahl der
Vektoren in den Teilbasen). s heifit Spaltenrang von X, und r heif3t der Zeilenrang
von X.

Es sei U = [uy,...,u,] eine Matrix, deren m-dimensionale Spaltenvektoren
u; eine Basis von £, bilden, und es sei V' = [vi,...,V,] eine Matrix, deren n-
dimensionale Vektoren v, eine Basis von £, bilden'®. Die Spaltenvektoren X;
von X koénnen dann als Linearkombinationen der Spaltenvektoren von U und die
Zeilenvektoren x; koénnen als Linearkombinationen der Spaltenvektoren von V
dargestellt werden:

X; = aijur +agjue + -+ agjus. (2.45)

Xi = byuvi+byvo+---+byv, (2.46)

Die Koeffizienten ay;, ..., as; konnen zu s-dimensionalen Vektoren a; zusam-
mengeffasst werden und die by, . . ., by; zu r-dimensionalen Vektoren b;. Nach Satz

1.6, S. 25 liegen die Koeffizienten ay; und b;; wegen der linearen Unabhéngigkeit
der uj und vy, eindeutig fest. Fasst man die a; und b; jeweils zu einer (s,n)-
dimensionalen Matrix A und zu einer (r, m)-dimensionalen Matrix B zusammen,
so entsprechen den Gleichungen (2.45) und (2.46) die Matrixgleichungen

X = UA (2.47)
X' = VB (2.48)

Als Basisvektoren sind die Spaltenvektoren von U und V linear unabhéngig,
und so lange es nur darauf ankommt, die Spaltenvektoren von X und X’ als

87Zur Abkiirzung wird im Folgenden eine Matrix, deren Spalten - oder Zeilenvektoren die
Rolle einer Basis haben, selbst als Basis bezeichnet.
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Linearkombinationen von Basisvektoren darzustellen, kénnen die Basen U und V
unabhingig voneinander gewihlt werden!®.

Aus der Definition der Matrixmultiplikation (vergl. die Kommentare zur Ma-
trixmultiplikation 1. und 2.) folgt, dass die Zeilenvektoren von X bzw. X' als Li-
nearkombinationen der Zeilenvektoren von A bzw. B aufgefasst werden konnen.
Dieser Sachverhalt folgt auch aus aus den obigen Gleichungen: (2.47) impliziert
X' = A'U’, d.h. die Spalten von X’ — also die Zeilenvon X — sind demnach Line-
arkombinationen der Spalten von A’, und die Spaltenvektoren von U’ enthalten
die jeweiligen Koeffizienten fiir diese Linearkombinationen. Fiir (2.48) gilt die
analoge Argumentation.

Dass die Zeilenvektoren x; von X Linearkombinationen der Spaltenvektoren
von A’ sind bedeutet, dass die x; Elemente der Linearen Hiille der Zeilenvektoren
von A sind. Da A eine (s, n)-Matrix ist, folgt, dass der Zeilenrang r von X nicht
grofer als s, hochstens gleich s sein kann, dass also r < s gilt. Diese Aussage gilt
erst recht, wenn man bedenkt, dass noch nicht klar ist, ob die s Zeilenvektoren
von A auch linear unabhéngig sind, bisher sind die Elemente von A ja nur als
Koeffizienten fiir die Darstellung der x; als Linearkombinationen der Spaltenvek-
toren von uy von U eingefiithrt worden. Sollten die Zeilen von A linear abhéngig
sein konnen, so ist der Zeilenrang von A kleiner als s, und da alle Zeilenvekto-
ren von X als Linearkombinationen der Zeilenvektoren von A dargestellt werden
konnen, kann der Zeilenrang r auf keinen Fall grofler als s sein.

Beziiglich der Zeilenvektoren von X’ kann eine analoge Betrachtung durchge-
fithrt werden. Demnach sind die Zeilenvektoren von X’ — also die Spaltenvektoren
von X — als Linearkombinationen der Zeilenvektoren von B darstellbar. B ist eine
(r,m)-Matrix, so dass die Zeilenvektoren von X’ Elemente der linearen Hiille der
r Zeilenvektoren von B sind. Beziiglich der moéglichen linearen Abhéngigkeit der
Zeilenvektoren von B gelten die fiir A angestellten analogen Betrachtungen. Dies
heifit, dass der Zeilenrang s von X’ nicht groler als r sein kann; es muf also s < r
gelten.

Die Folgerungen » < s und s < r legen nahe, dass r = s gelten muf}. Die
folgende Betrachtung legt diesen Schlufi ebenfalls nahe: Die Gleichung (2.48) im-
pliziert die Gleichnung X = B'V’, und zusammen mit (2.47) erhilt man die
Gleichung

X=UA=BYV" (2.49)

Da U eine (m, s)-Matrix und B’ eine (m, r)-Matrix ist, wiirde man die Spalten von
X einerseits als Linearkombinationen einer s-dimensionalen Teilbasis U und einer
r-dimensionalen Teilbasis B’ des R™ darstellen, falls die Spaltenvektoren von B’
iiberhaupt linear unabhéngig sind, was noch zu zeigen ist; nach (2.48) kann man V'
als Basis fiir die Spaltenvektoren von X’ wihlen und es mufl gezeigt werden, dass
die mit der Wahl von V festgelegte Matrix B linear unabhéngige Zeilenvektoren
enthélt. Sollte dies so sein, liegt es wiederum nahe, r = s zu vermuten, da es

19 Auf die Frage, wie man solche Basen wihlt, wird in einem spéteren Kapitel eingegangen.
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keinen Sinn macht, die x; einmal durch eine s-dimensionale und einmal durch
eine r-dimensionale Basis darzustellen. In der Tat gilt nun der folgende

Satz 2.4 Es sei X eine (m,n)-Matriz mit dem Zeilenrang r und dem Spaltenrang
s. Dann gilt
r=s (2.50)

d.h. der Zeilenrang ist stets gleich dem Spaltenrang, sowie
X =0V (2.51)
wobei U € R™" und V € R™" Matrizen mit dem Rang r sind. Weiter gilt

r < min(m,n) (2.52)

Beweis: Beziiglich der Aussage r = s werden die obigen Argumente noch einmal
zusammengefasst: Es gelte X = UA, U eine (m, s)-Matrix mit s linear unabhén-
gigen Spaltenvektoren. Dann sind die Spalten von a; eindeutig bestimmt, d.h.
die Matrix A ist eindeutig bestimmt. Gleichzeitig sind die Zeilenvektoren von X
Linearkombinationen der Zeilenvektoren von A, woraus folgt, dass der Zeilenrang
r von X nicht grofler als s sein kann: es mufl » < s gelten.

Weiter gelte X’ = V B, wobei V eine (r, m)-Matrix mit linear unabhéingigen
Spaltenvektoren v; und B eine (r, m)-Matrix ist. Gleichzeitig sind die Zeilen von
X' — also die Spalten von X — Linearkombinationen der r Zeilenvektoren von B,
also kann s nicht grofler als r sein: s < r. Insgesamt muf also r < s Ar < s
gelten?®, woraus r = s folgt.

Es gelte X = UA und U habe den Rang r. Gleichzeitig sind die Zeilenvekto-
ren von X als Linearkombinationen der Zeilenvektoren von A darstellbar, d.h. die
Zeilenvektoren sind Elemente der linearen Hiille der Zeilenvektoren von A. An-
genommen, die Zeilenvektoren von A seien linear unabhéingig, d.h. A hitte den
Zeilenrang ' < r. Dann lidgen aber die Zeilenvektoren von X in einem Vektor-
raum mit kleinerem als dem Spaltenrang, was nach dem Vorangegangenen nicht
sein kann. Also sind die Zeilenvektoren von A linear unabhingig.

Eine analoge Argumentation gilt fiir die Matrix B in X’ = VB, wenn die
Spaltenvektoren von V linear unabhéingig sind. Es gilt auch X = B’V und man
kann speziell U = B’ setzen, so dass A = V' folgt. Es gilt also X = UV’ und die
Spalten sowohl von U als auch von V sind linear unabhéngig.

Es sei m > n. Da der Rang von X gleich der Maximalzahl der linear unabhén-
gigen Vektoren von £(x1,...,X,) und von L(X;,...,X;,) ist, folgt » < n. Analog
folgt fiir m < n, dass r < m sein mufl. Zusammengefafit ergibt sich die Aussage

r < min(m,n).

207 steht fiir 'und’.
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also (2.52). O

Anmerkungen:

1.Der Beweis wird iiblicherweise durch Anwendung elementarer Umformungen
auf X gefiihrt, s. Abschnitt 4.1.

2. Es sei 7 < min(m,n). Die n r-dimensionalen Spaltenvektoren a; von A, die
die Koeffizienten fiir die Linearkombinationen x; = > _." | a;;ju; liefern, sind dann
nicht lineare unabhingig. Eine analoge Aussage gilt fiir die m r-dimensionalen
Spaltenvektoren bq,...,b,, von B. O

Definition 2.1 Es seien x;, j = 1,...,n die Spaltenvektoren von X, und &;,
i=1,...,m, seien die Zeilenvektoren von X (als Spaltenvektoren von X' aufge-
fasst). Dann heifit die lineare Hiille L(x1, ..., ®,) der Spaltenraum von X, und
die lineare Hiille L(Z1, . .., Zy) heifit Zeilenraum von X.

Anmerkungen:

1. Die jeweils r Spaltenvektoren von U und V sind linear unabhéngig; sie sind
die Basis des Spaltenraums bzw. des Zeilenraums von X.

2. Fiir r = min(m, n) sagt man, X habe den vollen Rang.

3. Aus dem Beweis zu Satz 2.4 ergibt sich, dass sich jede (m,n)-Matrix X als
Produkt der Form (2.51) darstellen lafit.

4. DA mit der Wahl von U die Matrix V' eindeutig festliegt und umgekehrt mit
der Wahl von V'’ die Wahl von U eindeutig festliegt stellt sich die Frage, ob eine
der beiden Matrizen berechnet werden kann, wenn man die andere gewéhlt hat.
Das ist moglich, wenn man etwa U so wéhlt, dass die Spaltenvektoren von U
orthonormal sind: dann gilt U'U = I, I, die (r,r)-Einheitsmatrix, und man hat

UX=UX=UUV =V, (2.53)

d.h. die Zeilenvektoren von V'’ (Spaltenvektoren von V| eine (n,r)-Matrix) erge-
ben sich als Linearkombinationen der Zeilenvektoren von X. Oder man habe die
Spaltenektoren von V' als orthonormal gewihlt, so dass V'V = I,.. Dann folgt

XV =UV'V =T, (2.54)

d.h. die Spaltenvektoren von U ergeben sich als Linearkombinationen der Spal-
tenvektoren von X. Die in Abschnitt 2.6.6 eingefiihrte Singularwertzerlegung von
X ist ein Spezialfall von (2.54) bzw. (2.54), der vielen faktorenanalytischen An-
sitzen zur Interpretation von Datenmatrizen zugrunde liegt. O

Der folgende Satz iiber den Rang eines dyadischen Produkts erweist sich als
niitzlich:

Satz 2.5 FEs sei x ein n-dimensionaler und y ein m-dimensionaler Vektor. Das
dyadische Produkt xy ist eine (m,n)-Matriz mit dem Rang 1.
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Beweis: Die Inspektion der Matrix xy’ (vergl. (1.19), (S. 16) zeigt, dass die
Zeilen von xy’ alle proportional zu y sind, d.h. Elemente eines 1-dimensionalen
Teilraums des R™ sind. Analog dazu sind die Spaltenvektoren alle proportional
zu x, d.h. sie sind Elemente eines 1-dimensionalen Teilraums des R™. Somit hat
xy’ den Rang 1. O

Korollar 2.1 Aus (2.51) folgt, dass jedes Element x;; von X als Skalarprodukt
Tij = Wv; (2.55)

dargestellt werden kann, wobei w; der i-te Spaltenvektor von U’ (Zeilenvektor von
U) und v; der j-te Spaltenvektor von V' (Zeilenvektor von V') ist.

Beweis: (2.55) ist eine unmittelbare Folgerung aus der Gleichung X = UV’
(vergl. auch Gleichung (2.21), Seite 47). O

Satz 2.6 Es sei A eine (m,n)-Matrixz. Es gelten die folgenden Aussagen:
1. B sei eine (n X p)-Matriz. Dann gilt

rg(AB) < min[rg(A), rg(B)]. (2.56)

2. Q(m,m) und P(n,n) haben jeweils vollen Rang, d.h. m9(Q) = m, rg(P) = n.
Dann gilt
rg(PAQ) = rg(A), (2.57)

d.h. das Produkt von A wvon links mit einer Matriz mit vollem Rang und die
Multiplikation von A von rechts mit einer Matriz mit vollem Rang hat denselben
Rang wie A.

3. A und B seien zwei (m,n)-Matrizen. Dann gilt

r9(A+ B) < rg(A) + r9(B) (2.58)

Beweis: Zu 1. A habe den Rang s. Die Spaltenvektoren von C' = AB sind
Linearkombinationen der Spaltenvektoren von A, d.h. C' C L(A) = L(ay,...,as),
aj,...,a, eine Basis der linearen Hiille £(A) von A, so dass C hochstens den
Spaltenrang s hat. Die Matrix B habe den Rang 7, und die Zeilenvektoren von
C sind Linearkombinationen der Zeilenvektoren von B, so dass C' C L(B') =
L(b1,...,b.), by,...,b, eine Basis von L(B’), so dass C' hiochstens den Rang r
haben kann. Es sei r < s; dann hat C hochstens den Rang r, denn nach Satz 2.50
sind dann auch die Spaltenvektoren von C' als Linearkombinationen von maximal
r linear unabhéngigen Vektoren darstellbar. Sei umgekehrt s < r; analog zur
vorangegehenden Argumentation ist dann ist der Rang von C hochstens gleich s,
d.h. rg(C) < min|rg(A),rg(B)].

Zu 2. Es ist rg(A) = r < min(m,n). Es sei B = PA. Aus 1. folgt
rg(B) < min[rg(P),rg(A)] = min(m,r) = r = rg(PA) <rg(A).
57



Andererseits ist P~'B = A, und wieder nach 1. folgt
1g(P~'B) = 1g(A) < min(m, 1g(B)) = rg(B),

d.h.
rg(PA) <rg(A) <rg(PA) = rg(PA) =rg(A).

Es sei C' = AQ); auf analoge Weise folgt rg(C) = rg(AQ) = rg(A). Dann folgt
aber auch rg(A) = rg(PAQ).
Zu 3. Der Rang einer Matrix ist gleich der Dimension des von den Spalten der
Matrix aufgespannten Teilraums, d.h. rg(A) = dim £(A). Es sei C = A+ B; dann
ist die j-te Spalte c; von C durch a; 4 b; gegeben, a; die j-te Spalte von A und
b; die j-te Spalte von B. c; ist ein Element der Summe der Teilrdume £(A) und
L(B). Fir die Dimensionalitdt der Summe zweier Teilrdume gilt nach (2.58)

dim(L(A) + £(B)) < dim(L(A) + dim(L(B)),

und das heifit (2.58). O

Korollar 2.2 Es sei A eine (m,n)-Matriz mit dem Rang rg(A) < min(m,n),

und P sei eine (m,m)-Matriz mit rg(P) = m. Dann gilt rg(PA) = rg(A). Ist Q
eine (m,n)-Matrix mit dem Rang rg(Q) = n, so folgt rg(AQ) = rg(A).

Beweis: Die Aussagen folgen direkt aus (2.57) fiir entweder QQ = I,, oder P = I,,,,
(vergl. auch den Beweis zu Satz 2.6, 3.). O

Definition 2.2 Es sei A eine (m,n)-Matriz. Die Menge N(A) = {z|Azx = 0}
heifst Nullraum oder Kern von A. Die Dimensionalitit des Nullraums wird auch
Nullitat (nullity) genannt.

N ist ein Vektorraum, denn fiir x; und x5 aus N folgt

Aa1xy + Aooxg = a1 Axy + agAxeg =0+ 0 = 0.

Beispiel 2.3 Es sei A eine(m,n)-Matrix mit dem Rang n, d.h, die Spaltenvek—
toren von A seien linear unabhingig. Dann gilt Ax = 0 genau dann, wenn x = 0,
und NV (A) = {0}. Die Gleichung Ax = y hat dann eine (falls y € £(A)) oder gar
keine Losung (falls y ¢ L£(A)). O

Satz 2.7 Es sei A eine (m,n)-Matriz vom Rang v < min(m,n). Es sei s der
Rang von N (A). Dann gilt
r+s=n (2.59)
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Beweis: Die Behauptung des Satzes kann auf die Aussage iiber orthogonale Kom-
plemente (Definition 1.15, Seite 38) und Satz 1.12 zuriickgefiihrt werden. Denn sei
V das orthogonale Komplement von N (A). Geméf (1.80) gilt dann die Beziehung
(2.59). 0

Kovarianz- und Korrelationsmatrizen spielen in der multivariaten Statistik ei-
ne zentrale Rolle; sie werden oft auch Kreuzproduktmatrizen genannt. Ist X eine
(m, n)-Matrix, bei der (wie iiblich) die Zeilen "Fille” reprisentieren und die Spal-
ten die gemessenen Variablen, so ist (1/m)X’X gleich der Kovarianzmatrix oder
der Korrelationsmatrix fiir die Variablen, je nachdem, ob nur eine Spaltenzen-
trierung oder eine Spaltenstandardisierung der Datenmatrix vorgenommen wur-
de; eine analoge Aussage gilt fiir X X'. Die folgende Aussage gilt fiir beliebige
(m,n)-Matrizen X.

Satz 2.8 Es sei X eine (m,n)-Matriz mit dem Rang rg(X) = r < min(m,n).
Dann gilt fir den Rang der Kreuzproduktmatrizen

rg(X'X) = rg( X X') = rg(X). (2.60)

Beweis:?! (i) rg(X) = rg(X’X). Es sei u € R" und es gelte Xu = 0, so dass u €
N(X), N(X) der Nullraum von X. Dann gilt auch X’Xu = 0, so dass ebenfalls
u € N(X'X). Sei nun v € N(X'X), dh. X'Xv = 0. Dann folgt v'X'Xv =
| Xv]]? =0, woraus Xv = 0 und damit v € N'(X) folgt. Also haben X und X’X
denselben Nullraum und damit, nach Satz 2.7, denselben Rang.

(ii) rg(X) = rg(X X'): analog. O

2.5 Die Inverse einer Matrix

Es sei A eine (m, n)-Matrix, und x € R"; betrachtet werde die Linearkombination
y = Ax. Sie kann als Transformation x — y des Vektors x in den Vektor y ge-
deutet werden. Bestimmte Transformationen wie etwa die Rotation eines Vektors
um einen bestimmten Winkel konnen invertiert werden, d.h. man kann fiir die
Transformation x — y eine Transformation y — x finden. Dies bedeutet, eine
Matrix B zu finden derart, dass x = By. Die Frage nach der zu Ax = y inver-
sen Transformation ist dann die Frage nach der Existenz einer Matrix B derart,
dass By = x. Substituiert man hier fiir y den Ausdruck Ax, so erhilt man die
Beziehung BAx = x, so dass man BA = [, erhilt, I,, die (n,n)-Einheitsmatrix.
Existiert B, so heifit B eine Linksinverse. Analog dazu heifit C' eine Rechtsinverse

Satz 2.9 Es sei A eine (m,n)-Matriz. Notwendig fir die Ezistenz der Linksin-
versen B von A ist, dass A den vollen Spaltenrang n hat, und notwendig fir die
Existenz einer Rechtsinversen C von A ist, dass A vollen Zeilenrang m hat.

218eber, p. 385
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Beweis: Es gelte Ax = y, x = By, BA = I,,. Notwendig fiir die Eindeutigkeit von
x ist nach Satz 1.6, Seite 25)), dass die Spaltenvektoren von A linear unabhéingig
sind, d.h. A muB vollen Spaltenrang haben. Weiter sei A'u = v, u € R™, v € R.
Notwendig fiir die Existenz von u ist der volle Spaltenrang von A’, d.h. der volle
Zeilenrang von A. O

Ist m > n, so sind die Zeilenvektoren von A notwendig linear abhingig und
es existiert keine Rechtsinverse fiir A. Ist m < n, so sind die Spaltenvektoren von
A notwendig linear abhingig und es existiert keine Linksinverse fiir A. Fiir den
Fall m = n ergibt sich der Satz

Satz 2.10 FEuxistieren fiir eine Matriz A sowohl die Linksinverse B wie auch die
Rechtsinverse C, so folgt, dass A eine quadratische Matriz ist, d.h. es ist m = n,
und es gilt

B=C. (2.61)

Beweis: Es sei m # n; dann gilt BA = I,, und die Rechtsinverse C' existiert
nicht, oder es gilt AC = I,;, und die Linksinverrse existiert nicht, je nachdem, ob
m > n oder m < n. Existieren sowohl B wie auch C, so folgt, dass die Bedingung
m # n nicht erfiillt sein kann, also mufl m = n gelten??.

Weiter gilt

d.h. es gilt (2.61). O

Definition 2.3 Es sei A eine (n,n)-Matriz mit vollem Rang n. Dann heifst
A™' = B = C die zu A inverse Matrix, wobei B die Links- und C die Rechts-
inverse von A ist.

Folgerung:Wegen A~! = B = C folgt sofort
ATTA=AAT = 1, (2.62)

I,, die (n,n)-Einheitsmatrix. O

Im Beweis fiir die Aussage (2.61) wurden keine expliziten Ausdriicke fiir B
und C gegeben, weshalb der folgende alternative Beweis von Interesse sein mag;:

Es gelte BA = I,,, B eine (m, n)-Matrix. Die Multiplikation von rechts mit A’
liefert BAA’ = A’. Da A vollen Spaltenrang hat, hat die (m, m)-Matrix AA’
den Rang m, so dass die Inverse (AA4’)~! existiert, so dass die Multiplikation
von rechts mit (AA")~1 auf

B=A(AA)™! (2.63)

22Djeser SchluB ist eine Anwendung des modus tollens: sind p und ¢ Aussagen und gilt p — ¢,
so folgt =¢ — —p, =p = nicht-p, -¢ = nicht-q.
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fithrt. Weiter gelte AC' = I,,, C eine (n, m)-Matrix. Multiplikation von links
mit A’ liefert A’AC = A’. Da voller Zeilenrang von A vorausgesetzt wird,
hat die (n,n)-Matrix A’A den Rang n, so dass die Inverse (A’A)~! existiert,
und die Multiplikation von links mit (A’A)~! liefert

C=(AA)"A. (2.64)
Fiir den Fall, dass A eine (n,n)-Matrix ist, existieren sowohl B wie auch C.
Es soll gezeigt werden, dass B = C. Dazu werde von A’ = A’ ausgegangen.
Dann folgt

A (AANY(AA) L = AA(A(AAHY ) = A
Multplikation mit (A’A)~" liefert
A/(AAI)—I — (141‘(4)—114/7

also B =C. O

Spezialfall: Die (n,n)-Matrix A sei orthonormal. Dann gilt A’A = AA" = I, und
mithin A=1 = A’ |

Beispiel 2.4 Es sei
und gesucht ist

Es ist

1 [ ac+by af+b5\ (1 0
A4 _<ca+d'y cB+ds ) '

Man hat also das Gleichungssystem

ac+by = 1l=a= ! _abfy (2.65)
aB+bd = 0=p= —% (2.66)
cao+dy = 0=~v= —% (2.67)
Btds = 1=6= 1*;5 (2.68)

Durch Einsetzen etwa des in Gleichung (2.67) gegebenen Ausdrucks fiir v in die
Gleichung (2.65) etc findet man schlieflich

1 d —b
-1 _
A _ad_bc(_c . > (2.69)

Man iiberpriift durch Nachrechnen, dass in der Tat AA™! = A71A = I gilt , -
vorausgesetzt, dass ad — bc # 0 ist.
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Es werde nun angenommen, dass ad — bc = 0 ist, d.h. es gelte ad = bc. Dann
ist der Ausdruck 1/(ad — bc) in (2.69) nicht definiert, d.h. A~! existiert nicht.
Man hat dann einerseits

d b
b=a—, d=c—,
c a
andererseits folgt auch
d b
—=— = A
c a

d.h. fiir den Spaltenvektor (b,d)" von A gilt

(2)=2(%)

die Spaltenvektoren von A sind linear abhéingig. Man rechnet leicht nach, dass
umgekehrt die lineare Abhingigkeit der Spaltenvektoren die Gleichung ad — bc =
0 impliziert. Die Voraussetzung ad — bc # 0 gilt also genau dann, wenn die
Spalten- und damit auch die Zeilenvektoren von A linear unabhéngig sind. Es sei
angemerkt, dass ad — bc = |A| die Determinante der Matrix A ist (vergl. (1.56),
S. 26) ist; allgemein gilt, dass die Inverse einer quadratischen Matrix nur dann
existiert, wenn die Determinante der Matrix ungleich Null ist, und dies ist der
Fall, wenn A vollen Rang hat. O

Beispiel 2.5 Es sei R eine (2 x 2)-Korrelationsmatrix,

R:<i ;’) (2.70)

Die Inverse R~ ergibt sich aus (2.69)

R*l — < 13T2 _1jr2 > — 1 < 1 - > (2 71)
o 1jT2 1jr2 1—r2 -r 1 .
R~ heilt auch Prézisionsmatriz. Der Ausdruck wird klar, wenn man R~ fiir
r — 0 und r — 1 bzw r — —1 betrachtet. Offenbar ist

lim R~ = < (1) (1) ) lim B! = ( o T > (2.72)

r—0 r—1 —0o0 o0

Fiir r — —1 #&ndert sich das Vorzeichen der Elemente neben der Diagonalen. Aus
der Regressionsrechnung ist bekannt, dass fiir y = bx +a +e¢
2
2 2 Se
= = ]_ —_ —

Toy =T 857
d.h. r — 1, wenn s2 — 0. Ein kleiner Wert fiir die Fehlervarianz bedeutet grofie-
re Prézision der Vorhersage von y, und dies driickt sich in einem betragsméflig
grofen Wert der Elemente von R~! aus. Fiir s — 55 folgt r — 0 und die Prézision
der Vorhersage geht gegen Null. O
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Beispiel 2.6 Es werde der Fall einer Matrix A mit den Zeilen (1, 3) und (2,1)
betrachtet; gesucht ist die zu A inverse Matrix A~

W (1)1 0)-(00)

Die Spalten von A sind linear unabhéngig, denn die Spaltenvektoren sind offenbar
nicht parallel. Es miissen die Elemente a, b, ¢ und d von A~! bestimmt werden.
Man erhilt zwei Gleichungssysteme:

l-a+3-c=1 1-64+3-d=0
2-a+1l-c=0" 2:b+1-d=1

o (F ) (E )

und man rechnet leicht nach, dass AA=! = A1 A =T ist. ([l

Dann ist

Anmerkung: Es sei A eine (n, r)-Matrix mit » < n, und die Spaltenvektoren von
A seien orthonormal. Dann ist AA" = I,,, d.h. AA’ ist eine (n x n)-Matrix. A’A
dagegen ist eine (r,r)-Matrix, so dass sicherlich A’A # AA’. Die inverse Matrix
existiert in diesem Fall nicht, weil A nicht quadratisch ist und AA’ {iberdies
singulér ist, denn rg(AA’) < n. O

Satz 2.11 Es seien A und B zwei (n,n)-Matrizen mit vollem Rang, so dass die
Inversen Matrizen A~ und B~ existieren. Dann gilt

(AB)"'=B7tA™L (2.73)

Beweis: Sicherlich gilt AB(AB)~! = I,,, I, die (n,n)-Einheitsmatrix. Multipli-
kation von links mit A~ liefert B(AB)~! = A~!; nochmalige Multiplikation mit
B~ von links fiihrt auf (AB)~! = B~1A~L. O

2.6 Eigenvektoren symmetrischer Matrizen

Gesucht ist eine Methode, fiir die Zeilen- bzw. Spaltenvektoren einer (m x n)
Datenmatrix X latente Vektoren zu finden derart, dass die Vektoren von X als
Linearkombinationen von m- bzw. n-dimensionalen latenten Vektoren dargestellt
werden konnen. Es zeigt sich, dass diese latenten Vektoren durch eine Rotation
der Zeilen- bzw. Spaltenvektoren von X gefunden werden kénnen. Die Rotation
eines Vektors x ist ein Spezialfall einer Transformation des Vektors, die stets eine
Linearkombination ist, die wiederum stets als Multiplikation einer Matrix mit
einem Vektor dargestellt werden kann:

y=Tx = x1t1 + 2oto + - - - + Tty (2.74)
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wobei T' = [t1,ta,...,t,] die Transformationsmatriz ist. Die Aufgabe ist also,
eine derartige Matrix T zu bestimmen.

Es sei A eine beliebige (m,n)-Matrix, x sei ein n-dimensionaler Vektor und
es gelte Ax = y. y ist dann m-dimensional. A bildet Vektoren aus einem R"
auf Vektoren aus einem R™ ab. Fiir den Fall m = n (A ist quadratisch) sind
sowohl x also auch y Elemente des R™. Fiir das Folgende sind zwei Spezialfille:
von Bedeutung:

1. Es seien x,y € R", y = Ax, und es gelte einerseits x # y, und andererseits
IIx|| = |lyl], d-h. x und y haben identische Langen. Man sagt, die Trans-
formation A ist lingeninvariant. x und y unterscheiden sich nur durch ihre
Orientierungen. A heifft dann auch Rotationsmatriz.

2. Fiir x € R” gelte Ax =y = Ax. x und y haben also dieselbe Orientierung,
unterscheiden sich aber im Falle A # 1 durch ihre Lénge. Fiir eine gegebene
Matrix A kénnen die Vektoren x nicht beliebig gewahlt werden, die Orien-
tierungsinvarianz kann nur fiir spezielle, fiir A charakteristische Vektoren
x gelten, die deswegen auch charakteristische Vektoren oder Figenvektoren
von A genannt werden. Dabei kann der wiederum fiir die Anwendungen
sehr wichtige Fall eintreten, dass die zu einer Matrix 1" zusammengefassten
Eigenvektoren einer Matrix A die Eigenschaft einer Rotationsmatrix haben.

In den folgenden Abschnitten wird die Rolle von Rotationsmatrizen und Matrizen
von Eigenvektoren elaboriert.

2.6.1 Rotationen

Es seien x,y zwei verschiedene n-dimensionale Vektoren und 1" sei eine Matrix
derart, dass y = Tx. T" muf} eine (n,n)-Matrix sein, da andernfalls die Vekto-
ren x und y nicht beide n-dimensional sein kénnen. T lasse die Lidnge von x
invariant, so dass sich y von x nur in Bezug auf die Orientierung unterscheidet.
Dementsprechend soll

x#y, |yl>=yy=xTTx=x'x = || (2.75)
gelten.
Satz 2.12 Die Beziehung (2.75) gilt genau dann, wenn die Spaltenvektoren von
T orthonormal sind, so dass T'T = 1 gilt, wobei I die (n,n)-Einheitsmatriz ist.

Dariiber hinaus gilt T'T = I genau dann, wenn TT' = I, d.h. die Orthonormalitdt
der Spalten von T impliziert die Orthonormalitdt der Zeilen und umgekehrt.

Beweis: Der Fall x = y und T = I die Einheitsmatrix ist trivial. Fiir x # y ist
die Bedingung T'T = I sicher hinreichend dafiir, dass x'T'Tx = ||x||? erfiillt ist,
denn x'T'Tx = x'Ix = x'x = ||x]2.
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Die Beziehung T'T = I ist auch notwendig fiir die Giiltigkeit von (2.75). Um
diese Behauptung einzusehen, werde U = T'T gesetzt, wobei zuniichst noch offen
ist, ob U = T'T = I gilt. Nach (2.75) soll x'Ux = x'x fiir alle x gelten. Dann
liefert (4.18) aus dem Anhang, Abschnitt 4.4.2, Seite 145

Ux = Ix, fir alle x,

und die nochmalige Ableitung liefert U = I (s. Gleichung (4.15), Seite 144), d.h.
T'T = I. Dies bedeutet, dass die Spaltenvektoren von 7' orthonormal sind.

T'T =1 = TT' = I: Da der Zeilenrang einer Matrix gleich ihrem Spaltenrang ist,
muB rg(7") = rg(T) = n gelten, d.h. die Spaltenvektoren t; von 7" (also die Zei-
lenvektoren von T') sind linear unabhéngig, so dass nur noch ihre Orthonormalitéit
gezeigt werden muf. Es gilt

TT=1=TTT =T =T (IT' -1) =0=T'b; =0; = b; = 0;
N——
B:[b1,...,bn}

filr j = 1,...,n wegen der linearen Unabhingigkeit der Spalten von T”, also folgt

B=TT —I1=0,dh TT =1I.

TT' = I = T'T = I: diese Aussage folgt analog zur Aussage T'T = [ = TT' = I.
O

Hinweis: Setzt man den Begriff der Determinante voraus, 148t sich ein sehr kurzer
Beweis fiir die Aussage T'T = I = TT' = I finden. Nach dem Produktsatz fiir
Determinanten gilt |AB| = |A||B| (vergl. (4.63), Seite 160), und nach (4.78),
Seite 164, gilt fiir eine orthonormale Matrix 7' die Aussage |T| = |I| = 1, I die
Einheitsmatrix. Dann hat man |T'T| = |I| = |T"||T| = |T||T"| = |TT'| = 1, also
T =TT =1.

O

Anmerkung: Die Beziechung 7T = T'T" = I fiir orthonormale Matrizen bedeu-
tet, dass im Falle von orthonormalen Matrizen T die jeweilige Inverse durch

Ti=1" (2.76)

gegeben ist. Die Beziehung ist damit auch ein weiteres Beispiel fiir eine kommu-
tative Matrixmultiplikation: mit A =7 und B = T” hat man AB = BA.
O

Korollar 2.3 Fine Rotation lif$t die Skalarprodukte zwischen den rotierten Vek-
toren invariant.

Beweis: Fiir u = Tx, v = Ty folgt sofort uv=xT"Ty =x'y, T'T=1. O
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T 148t sich durch trigonometrische Betrachtungen zur Rotation (etwa von
Koordinatensystemen) herleiten; im 2-dimensionalen Fall erhélt man fiir 7' den

Ausdruck
cos@ sind
T= < —sinf cos6 ) ’ (2.77)

wobei 6 der Rotationswinkel ist. Eine gegebene (m, n)-Rotationsmatrix 7" rotiert
alle n-dimensionalen Vektoren y um einen bestimmten, fixen Winkel 6, so dass
man auch 7'(f) schreiben kénnte, um diesen Sachverhalt auszudriicken. Davon
wird im Folgenden kein Gebrauch gemacht, weil 6 nicht explizit in die Betrach-
tungen eingeht. Dem Spezialfall auf Seite 61 entsprechend hat man 77 = 71,
. O

2.6.2 Rotationen und Koordinatentransformationen

Es sei X eine (m,n)-Matrix. Die m-Zeilen représentieren "Félle”, d.h. Personen
oder Objekte, an denen jeweils n Messungen vorgenommen wurden. Die Messun-
gen sind Messungen von n Variablen. X;; ist die Messung der j-ten Variablen
beim i-ten Fall. Die Matrix X heifit spaltenzentriert, wenn von den Messwerten
X;j der j-ten Variablen (den Messwerten in der j-ten Spalte von X) der Mittel-
wert Z; subtrahiert wurde: z;; = X;; — Z;. Benennt man X um in die Matrix
der z;;-Werte, so heiflt X spaltenzentriert. Werden die Messwerte X;; spalten-
standardisiert, so gehen die X;;, iiber in z;; = (X;; — ;)/s;, s; die Streuung der
Messwerte in der j-ten Spalte der Datenmatrix. Offenbar 23 ist

1 1
C=—X'X, R=-7727, (2.78)
m m
wenn X die spaltenzentrierte Datenmatrix ist und Z = (z;;) die Matrix der

spaltenstandardisierten Messwerte ist.

Die Betrachtungen fiir eine zeilenzentrierte bzw. zeilenstandardisierte Matrix
sind analog. Man muf} allerdings bedenken, dass eine Zeilenzentrierung oder eine
Zeilenstandardisierung nur Sinn macht, wenn die damit verbundene Mittelung
iiber die Variablen Sinn macht.

Es sei X spaltenzentriert. Die Spalten von X kénnen als (Spalten-)Vektoren
Xj, j = 1,...,n betrachtet werden. Die Spaltenvektoren von X’ werden mit X;
bezeichnet; die %X; sind die Zeilenvektoren von X. Sie werden aber im Folgenden
stets als Spaltenvektoren betrachtet, — eben als Spaltenvektoren von X’. Auf diese
Weise kann u.a. die Schreibweise von Skalarprodukten aufrecht erhalten werden.

In Regressionsproblemen werden iiblicherweise die Félle als Punktekonfigura-
tionen ("Punktwolken”) dargestellt: im 2-dimensionalen Fall ist jeder Fall durch
zwei Messungen X7 und Xo definiert, so dass der i-te Fall durch den Punkt
(41, x;2) reprisentiert wird. Sind die Spaltenvektoren von X zentriert worden.

23Natiirlich kann durch m — 1 geteilt werden.
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Abbildung 6: Konfiguration von Féllen im urspriinglichen Koordinatensystem:
Gewicht versus KorpergroBe (a). In (b) sind mogliche latente Variable einge-
zeichnet worden: Lq hat die Orientierung der maximalen Ausdehnung der Kon-
figuration, Lo ist orthogonal zu L; und représentiert die Orientierung mit im
allgemeinen zweitgrofiter Ausdehnung der Konfiguration. (c¢) zeigt die Konfigura-
tion im Koordinatensystem (L1, L2); die Koordinaten in diesem System sind die
Projektionen der Punkte im urspriinglichen System auf die Achsen L; und Lo.
Die Punkte werden durch Zahlen représentiert, um die Identifikation der Punkte
im rotierten System zu erleichtern. Der Ausreisser 22 wurde bei der Bestimmung
von Ly und Ly nicht beriicksichtigt, weil er wegen seiner Hebelwirkung (levera-
ge) die optimale Bestimmung dieser Achsen verhindert hétte (vergl. Beispiel 2.8,
Seite 130).
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22
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fallt der Schwerpunkt der Punktekonfiguration mit dem Ursprung des Koordi-
natensystems zusammen, s. die Abbildung 6. Im Folgenden wird angenommen,
dass die Daten spaltenzentriert sind, insbesondere kénnen sie spaltenstandardi-
siert sein. Die Transformation von den Koordinaten (X1, X5) auf die Koordinaten
(L1, L2) ist eine Rotation. Diese Koordinatentransformation kann dann in der
Form

yi=Tx%;, i=1,....m (2.79)
angeschrieben werden; die inverse Transformation ist

=Ty, i=1,....,m (2.80)

Die Schreibweisen T und 7" kénnen vertauscht werden; man wihlt diejenige, die
am Ende zu einer iibersichtlicheren Formel fiihrt.

2.6.3 Quadratische Formen und Eigenvektoren

Die folgenden Betrachtungen bereiten die Beantwortung der Frage vor, wie fiir
einen gegebenen Datensatz latente Variable bestimmt werden kénnen. Es wird
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zunédchst gezeigt, dass bestimmten symmetrischen Matrizen M — insbesondere
also Varianz-Kovarianzmatrizen — Ellipsoide zugeordnet werden kénnen. Dabei
sind die Orientierungen der Ellipsoide identisch und durch die im Folgenden her-
geleiteten "Eigenvektoren” von M gegeben. Zu jedem Eigenvektor von M korre-
spondiert ein "Eigenwert”. Den Hauptachsen der Ellipsoide entsprechen mégliche
latente Dimensionen, und die Eigenwerte enthalten Informationen iiber die An-
zahl der latenten Dimensionen.

Die Idee der latenten Variablen ist, dass diese durch (Basis-)Vektoren Ly, ..., L,
repréisentiert werden, so dass die Spaltenvektoren x; von X als Linearkombina-
tionen

xj = a;Ln + agjLlo + -+ - + ajrLiy

dargestellt werden konnen. Da aber nur die Matrix X gegeben ist, miissen die
Ly (k = 1,...,r) aus den Daten errechnet werden. Formal bedeutet dies, dass
man Vektoren t; bestimmt derart, dass Xt; = Li. Wie Betrachtungen zur Ab-
bildung 6 zeigen, kann die Beziehung zwischen den x; und den Lj als Rotation
der Koordinatenachsen bzw. der Punktekonfiguration aufgefasst werden, so dass
T = [t1...,t,] eine Rotationsmatrix ist, woraus sofort folgt, dass die Darstellung
der x; als Linearkombinationen der Lj, ebenfalls eine Rotation der Ly sein muf.
Diese Rotation invertiert die durch T' gegebene Rotation und ist deshalb durch
T~ =T’ gegeben.

Ist X (spalten-)zentriert, so gilt ’X = (0,...,0) = 0/, d.h. die Spaltensum-
men von X sind gleich Null; alle Betrachtungen iibertragen sich auf zeilenzen-
trierte Datenmatrizen). Dann folgt I'Xt; = 1’L; = 0, d.h. die Summen der
Komponenten der Ly, sind ebenfalls gleich Null. Dann ist L} Ly = ||Lg||* propor-
tional zur Varianz der Komponenten von Lyg; der Proportionalititsfaktor ist 1/m
bzw. 1/(m—1). Es ist Lj Ly, = t}, X' Xt;. Hier ist XX eine symmetrische Matrix,
weshalb der Ausdruck tj X' Xt ein Beispiel fiir den allgemeinen Begriff der qua-
dratischen Form ist, der im Folgenden allgemein eingefiihrt wird. Die Bedeutung
dieses Begriffs wird deutlich, wenn man bedenkt, dass die L so bestimmt wer-
den kénnen, dass die Varianz L} L; maximal wird. Dies bedeutet die Maximierung
der quadratischen Form t’lX "Xt als Funktion des Vektors t;. Die Details dieses
Ansatzes werden weiter unten gegeben.

Die folgenden Betrachtungen gelten fiir beliebige symmetrische Matrizen M
und Vektoren x, ein spezieller Bezug auf Zeilenvektoren x; oder Spaltenvektoren
x; einer Matrix X ist hier nicht notig.

Definition 2.4 FEs sei M eine symmetrische (n,n)-Matriz, und es gelte
Qu(x) =Mz, fir allex € R" (2.81)

Dann heifit Qpr(x) quadratische Form, und
1. M heifit positiv semidefinit, wenn € Mz > 0
2. M heif$t negativ semidefinit, wenn & Mz < 0
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3. M heifit positiv definit bzw. elliptisch, wenn @Mz > 0, und
4. M heift negativ definit bzw. hyperbolisch, wenn @ Mz < 0
jeweils fiir alle x € R™ gilt.

Satz 2.13 Es sei X € R™" eine zentrierte Matriz. Die Matrizen X' X und XX’
sind positiv semidefinit.

Beweis: Es sei x € R", d.h. x sei ein n-dimensionaler Vektor, und es sei Xx =y.
Dann ist X’ X'Xx = y'y = ||y||? > 0, also ist X'X positiv-semidefinit. Nun sei
x € R™ und es sei X’ X = y’. Dann folgt X’ X X'x = y'y = ||x]|> > 0, d.h. XX’
ist positiv semidefinit. [l

Folgerung: Varianz-Kovarianzmatrizen sind von dr Form X’'X bzw. X X', also
sind sie positiv semidefinit. O

Definition 2.5 FEs seien xi,...,x, eine Menge von Vektoren mit gleicher Di-
mensionalitit. Es sei A die (n,n)-Matriz der Skalarprodukte azg-:z:k, 5L k=1....n
der Vektoren. Dann heifft A Gram-Matrix oder Gramsche Matrix??.

Varianz-Kovarianzmatrizen sind also Gramsche Matrizen, und aus dem Vorange-
gangenen folgt, dass Gramsche Matrizen positiv-semidefinit sind.

Satz 2.14 FEs sei M € R™™ eine symmetrische, positiv semidefinite Matrix.
Dann definiert die Menge &, = {x|d Mx = k,z € R", k € R eine Konstante}
ein n-dimensionales Ellipsoid, wobei die Anfangspunkte der Vektoren x im Null-
punkt des Koordinatensystems und die Endpunkte auf dem jeweiligen Ellipsoid
lvegen.

Beweis: Die Aussage folgt sofort aus der Definition von Qps(x): multipliziert
man (2.81) aus, so erhilt man

n
x' Mx = Zm“xf +2 Z mgjrir; =k (2.82)
i=1 i<j
Fiir X’ Mx = k > 0 definiert x' Mx ein n-dimensionales Ellipsoid. O

Der Ausdruck ’quadratische Form’ ergibt sich aus dem Sachverhalt, dass die
Summe der Exponenten der Komponenten z; stets gleich 2 ist. Fiir den Spezialfall
n = 2 hat man

x' Mx = ’I’)’Llll‘% + mgzl'% + 2migzi120 = k > 0. (2.83)

Die Menge der 2-dimensionalen Vektoren x = (z1,x3)’, die dieser Gleichung ge-
niigen, definiert eine Ellipse.

24Nach Jorgen Pedersen Gram (1850 — 1916), dinischer Mathematiker.
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Anmerkung: Die in Satz 2.13 eingefiihrte Varianz-Kovarianzmatrix S ist sym-
metrisch und positiv-definit, also definiert sie eine Menge von Ellipsoiden mit
identischer Orientierung, wobei jedes Ellipsoid durch einen bestimmten Wert von
k € R charakterisiert wird. O

Spezialfall: Insbesondere sei M = A = diag(A,...,\,) eine Diagonalmatrix.
Dann sind die Ellipsoide x'Ax = k fiir verschiedene Werte von k achsenparallel,
d.h. die Hauptachsen der Ellipsoide sind parallel zu den Achsen des Koordina-
tensystems; diese Aussage folgt sofort aus (2.82) bzw. (2.83), denn fiir M = A
sind alle m;; = 0 fiir 7 # j.

Es seien nun x,y € R™ Vektoren und M sei eine symmetrische (n,n)-Matrix,
und es gelte

X Mx=y'Ay =k >0, A=diag(\,...,\n). (2.84)

& = {x[x¥’Mx = k > 0} und &, = {y|y’Ay = k > 0} sind Ellipsoide, &y ist
insbesondere achsenparallel. Weiter gelte x = Ty, wobei die (m,n)-Matrix T
eine Rotation reprisentiere. Offenbar gilt

X'Mx =y T MTy =y'Ay =k, (2.85)

woraus
T'MT = A (2.86)
folgt?®. Denn &, ist ein achsenparalleles Ellipsoid, so dass auch y'T'MTy = k ein

achsenparalleles Ellipsoid sein mufl, d.h. 7"MT = A muf} eine Diagonalmatrix
sein. [l

Da T als Rotationsmatrix angenommen wurde, folgt, dass T orthonormal
ist. Deshalb folgt durch Multiplikation der Gleichung (2.86) von links mit 7" die
Gleichung

MT =TA. (2.87)

Diese Gleichung besagt, dass fiir die Spaltenvektoren tx, £ = 1,...,n, von T
die Beziehung Mt, = Aitp gilt, d.h. die t; werden durch M so transformiert,
dass sich nur ihre Lénge, nicht aber ihre Orientierung veréndert (vergl. (2.27), S.
49). Diese Aussage gilt natiirlich nicht fiir beliebige Vektoren x, sondern nur fiir
spezielle Vektoren t, die charakteristisch fiir die Matrix M sind.

Definition 2.6 FEs sei M eine beliebige (n,n)-Matriz und t € R™ sei ein Vektor,
der der Beziehung
Mt=At, t#0, (2.88)

gendigt. Dann heifst t Eigenvektor?® von M und \ heifst der zu t gehorende Ei-
genwert von M.

257wei quadratische Matrizen A und B heifien dhnlich, wenn eine regulire Matrix S existiert
— also eine Matrix, fiir die eine Inverse existiert — derart, dass A = S™'BS. Die Matrizen M
und A in Gleichung (2.86) sind offenbar #hnliche Matrizen, da T' = T, S.a. Definition 4.80,
Seite 164.

268ynonym sind auch die Ausdriicke ’latenter Vektor’ und ’latenter Wert’ und ’charakteristi-
scher Vektor’ und ’charakteristischer Wert’.
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Anmerkungen:

1. In der Definition 2.6 wurde nicht vorausgesetzt, dass M symmetrisch ist,
d.h. es wurde dem Sachverhalt, dass Eigenvektoren auch fiir nicht-symmetrische
Matrizen existieren Rechnung getragen. Die folgenden Betrachtungen be-
schranken sich aber auf symmetrische Matrizen M.

2. In der Definition 2.6 wurde T nicht als Rotationsmatrix spezifiziert, die Be-
ziehung (2.87), die T als Matrix von Eigenvektoren ausweist, ergab sich aber
durch Ausnutzung der Orthonormalidt der Rotationsmatrix T'. Die Frage
ist nun, ob Orthonormalitét eine charakteristische FEigenschaft von Eigen-
vektoren der symmetrischen Matrix ist, unabhéngig davon, ob 7" vorher als
Rotationsmatrix spezfiziert wurde oder nicht. Dies ist in der Tat der Fall,
wie in den Sétzen 2.18 und 2.19, Seite 78, gezeigt wird.

3. Der Nullvektor 0 ist kein Eigenvektor. Wire 0 ein Eigenvektor, kénnte man
MO = 0 = A0 schreiben. Diese Gleichung ist aber fiir beliebige A € R er-
fillt, d.h. man hétte beliebig viele Eigenwerte, die zu 0 korrespondieren.
Dariiber hinaus hat 0 keine Orientierung. Die Orientierung ist aber ein cha-
rakteristisches Merkmal von Eigenvektoren; da sie alle die Lénge 1 haben,
unterscheiden sie sich nur durch ihre Orientierung. Der Nullvektor als Fi-
genvektor ist daher kein sinnvoller Begriff.

4. Nach (2.88) kann man fiir irgendeinen Eigenvektor t mit zugehérigem Ei-
genwert A Mt = At schreiben, woraus

Mt — Mt =(M—At=0 (2.89)

folgt, wobei I die (n,n)-Einheitsmatrix ist. Dies ist ein Gleichungssystem
mit der Matrix M — Al und den Komponenten von t als Unbekannten.
Hitte M — A vollen Rang, miisste t = 0 sein, was aber nicht méglich ist,
da t ja ein Eigenvektor ist. Also hat M — AI nicht vollen Rang, d.h. M — AI
ist singuldr. Dies bedeutet, dass fiir die Determinante (s. Abschnitt 4.7)
|M — M| = 0 gilt. Entwickelt man diese Determinante (vergl. Punkt 19,
Seite 165, in Abschnitt 4.7), so ergibt sich ein Polynom n-ten Grades in A,
d.h.

FO) =M = A = ag+atA+ )\ + -+ ap,\", (2.90)

wobei die o reelle Zahlen sind, die durch die Elemente der Matrix M — \I
definiert sind. Die Nullstellen dieses Polynoms, also diejenigen Werte fiir A,
fiir die f(\) = 0 gilt, sind die Eigenwerte von M. f(\) heifit charakteristi-
sches Polynom der Matrix A — AI, I die Einheitsmatrix, das im Anhang,
Abschnitt 4.7 vorgestellt wird, worauf aber im Folgenden kein Bezug ge-
nommen wird. Der Begriff des charakteristischen Polynoms wird an dieser
Stelle nur der Vollstédndigkeit wegen erwéhnt. O
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Abbildung 7: Ellipsen in verschiedenen Orientierungen; die Hauptachsen sind die
skalierten Eigenvektoren der zugehorigen Matrix M.

achsenparallele Ellipse rotierte Ellipse

Die Gleichung (2.87) besagt also, dass alle Spaltenvektoren t; von T" Eigenvekto-
ren von M sind, und die Diagonalmatrix A enthilt in der Diagonalen die zuge-
horigen Eigenwerte von M.

Zur Bedeutung der Eigenvektoren: Es sei M eine symmetrische, positiv-
semidefinite Matrix mit 7T als Matrix der zugehorigen Eigenvektoren, so dass
MT = TA, also T"MT = A gilt, A die Diagonalmatrix der zugehérigen Eigen-
werte von M. Die Menge & der Vektoren x mit x’Mx = k € R beschreibt ein
Ellipsoid (Ellipse) der Art "rotiert” in Abbildung 7, sofern M keine Diagonal-
matrix ist. Die Menge ) mit y’Ay = k dagegen beschreibt eine achsenparallele
Ellipse. Da T' orthonormal ist, ist 7" eine Rotationsmatrix, d.h. T rotiert y € )
in einen Vektor x € £. Insbesondere definiere der Vektor y; € ) die Orientierung
der ersten Halbachse des durch A definierten achsenparallelen Ellipsoids (d.h. y;
liege auf der ersten Achse des Koordinatensystems, in dem das Ellipsoid liegt).
Dann ist y; = y1e1, e1 = (1,0,...,0)', 11 € R, so dass ||y;|| = y1|le1]|. Dann
transformiert 7" y; in den Vektor x;, der die erste Halbachse der rotierten, durch
M definierten Ellipse (allgemein: des Ellipsoids) reprisentiert, und man hat

t11

t21
X1 = Tyl = T(ylel) = y1T61 =1 : = yltl, Y1 € R, (2.91)

tnl

d.h. x; ist proportional zum ersten Eigenvektor von M, der in der ersten Spalte
von T steht. t; definiert demnach die Orientierung der ersten Hauptachse des
durch M definierten Ellipsoids. Da die t; orthogonal sind, definieren die restlichen
Vektoren t;, j # 1, die Orientierungen der restlichen Hauptachsen des Ellpsoids.

T rotiert alle Vektoren y, fiir die y'Ay = k gilt. x; definiert dann die erste
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Abbildung 8: Punktekonfiguration und Ellipsen. Im Anhang, Abschnitt 4.3 wird
die Konstruktion dieser Ellipsen néher erlautert.

Halbachse des Ellipsoids x’ Mx = k. Nach (2.91) ist die Orientierung dieser Halb-
achse durch den ersten Eigenvektor t; von M gegeben. Analoge Interpretationen
ergeben sich fiir die iibrigen Halbachsen des durch M definierten Ellipsoids:

0
0
tlj
xp=Ty; | 1L [ =y | . [, X €& yj=yje; €& (2.92)
. tnj
0

y; ist die Lénge der jeweiligen Halbachse.

Definition 2.7 Die orthonormale Transformationsmatriz T rotiert das achsen-
parallele Ellipsoid £y in das orientierte Ellipsoid &, und wegen T—1 =T rotiert
das Ellipsoid &, in das Ellpsoid &,. T und T" heiflen deshalb Hauptachsentrans-
formationen.

Beispiel 2.7 Rotation der Fille Es sei X eine spaltenzentrierte (m, n)-Daten-
matrix; die Spaltenvektoren x;, 1 < j < m, reprisentieren Variablen, die Zeilen-
vektoren X;, 1 < ¢ < n, reprisentieren die Félle. Fiir jeden Fall existiert ein
Ellipsoid derart, dass der Endpunkt von x; auf der Oberfliche des Ellipsoids
liegt, vergl. Abbildung 8. Denn es sei C = X'X, x;Cx; = k;. Dann ist

Epi = {X|X € R", X' C% = k; > 0} (2.93)

das Ellipsoid fiir den i-ten Fall in den urspriinglichen Koordinaten. Die Orientie-
rung der Ellipsoide ist fiir alle ¢ identisch, da sie von der Matrix C festgelegt wird.
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Abbildung 9: Links: Punktekonfiguration fiir r,, = .7 mit Regressionsgeraden, Ellipsen
und deren Hauptachsen; Die Orientierungen der Regressionsgeraden sind im Allgemeinen
nicht identisch mit der Orientierung der ersten Hauptachse. Rechts: Die Hauptachsen als
neue Koordinatenachsen fiir die Punktekonfiguration. Die Komponenten der y, sind die
Koordinaten in Bezug auf diese Achsen. Zur Berechnung der Ellipsen s. den Anhang 4.3,
Seite 142.

r(xy)=.7 rx,y)=0

— y=bx+a
— x=by+a
---- Hauptachsen o
o
> 2" lo
N ° 4 o °
[ > N

Variable Il
0
Zweite Hauptachse

Variable | Erste Hauptachse

Nach Satz 2.4, Seite 55, kann X stets als Produkt X = UV’ zweier Matrizen U
und V' dargestellt werden, wobei die Spaltenvektoren von V' linear unabhéingig
sind. Insbesondere kann dann fiir V' eine orthonormale Matrix gewéhlt werden,
weil dann die Spalten von V' auf jeden Fall linear unabhéingig sind. Somit sei V' die
orthonormale Matrix der Eigenvektoren von C: C'V = VA, A die Diagonalmatrix
der Eigenwerte von C. Dann folgt XV = U, und wegen

U'U=V'X'XV=V'CV=V'VAV'V =A

folgt dann, dass die Spaltenvektoren von U orthogonal sind. Der i-te Zeilenvektor
1u; von U ist dann die Transformation des i-ten Zeilenvektors von X: aus XV =U
folgt X' =VU’, d.h.
X =Vu, w=Vx%,, (2.94)
d.h. x; und u; gehen durch Rotation auseinander hervor. 0; definiert das achsen-
pallele Ellipsoid
Eui = {ulu’Au=k; >0} (2.95)
wobei k; = ﬁ;Aﬁi. Die Ellipsoide &, ; haben fiir die verschiedenen 7 alle dieselbe
Orientierung, da A fiir alle Ellipsoide identisch ist, und da A eine Diagonalma-
trix ist sind die Ellipsoide &, ; achsenparallel. Abbildung 9 (S. 74) illustriert die
Rotation der Punktekonfigurationen. O

Anmerkung zur Punktekonfiguration: Es ist gezeigt worden, dass fiir je-
den Punkt der Konfiguration der Falle ein Ellipsoid existiert, auf dem der Punkt
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liegt, aber dies bedeutet nicht, dass die Konfiguration auch tatsichlich ellipsoid
sein muf}, — d.h. die unterliegende Verteilung muf3 nicht die multivariate Normal-
verteilung sein(vergl. die Dichte der Normalverteilung in Beispiel 4.7, Gleichung
(4.123), Seite 179), — die Dichtefunktion ist durch eine qudratische Form definiert,
aber die Beschreibung eines Datensatzes durch eeine quadratische Form bedeutet
noch nicht, dass die Daten auch normalverteilt sind). Auch wenn die Konfigurati-
on selbst nicht ellipsoid ist kann doch stets eine Menge von Ellipsoiden gefunden
werden derart, dass jeder Fall auf einem Ellipsoid liegt, — einfach weil X’'X stets
eine Menge von Ellipsoiden definiert. Dieser Fall kann z.B. dann eintreten, wenn
sich die Stichprobe der Fille aus Stichproben aus verschiedenen Populationen
zusammensetzt. In Abbildung 10 wird dieser Sachverhalt illustriert.

Abbildung 10: Superponierte Punktekonfigurationen und Ellipsen
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Die folgenden Aussagen beziehen sich auf die Anzahl der Dimensionen, d.h.
auf die Anzahl der Hauptachsen der Ellipsoide.

Satz 2.15 Es sei M eine reelle, symmetrische (n,n)-Matriz. M ist positiv semi-
definit dann und nur dann, wenn die Eigenwerte \; grofer als bzw. mindestens
gleich Null sind.
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Beweis: Es sei M = T'AT, wobei T die orthonormalen Eigenvektoren von M
seien. Multiplikation von links mit 7" impliziert TM = AT, nochmalige Multi-
plikation von rechts mit 7" impliziert TMT" = A. Weiter sei ¢ = x’Mx € R, x
ein beliebiger n-dimensionaler Vektor. Fiir einen geeignet gewihlten Vektor y ist
x =Ty, so dass

n
q=y'T'MTy =y'Ay = _ Ay}
i=1
Da x beliebig gew#hlt werden kann, kann insbesondere x = T'e; gewéhlt werden,
also y; = e; der j-te Einheitsvektor, j = 1,...,n. Dann ist ¢ = A;, und ¢ > 0
genau dann, wenn A; > 0.

Man zeigt auf analoge Weise, dass fiir eine negativ (semi-)definite Matrix
Aj <0 fiir alle j gilt. O

Spektraldarstellung von M: Die Orthonormalitdt von T" bedeutet, dass man
aus MT = TA (Gleichungen (2.102) und (2.103)) durch Multiplikation von rechts
mit 7" die Beziehung

M =TAT' =) Aptyty. (2.96)
k=1

erhélt. Der Ausdruck >, Aptyt) driickt TAT’ iiber die dyadischen Produkte t;t),
aus und erweist sich bei bestimmten Betrachtungen als niitzlich. Man macht sich
leicht klar, wie dieser Ausdruck zustande kommt. Es ist ja T' = [ti,...,t,] und
TA = [Ait1, ..., A\nty), so dass

41
! n
TAT = [\t ] | 2| = Atit] + oot Antntl = 3 Astyt)
= [Aite, ..., Anty] : = A1ttty + Aototy + -+ + ntntn—z Ktrty.
: k=1
tTL

Definition 2.8 Die Darstellung (2.96) von M heifit Spektraldarstellung von M.

Satz 2.16 Es sei M eine beliebige relle, symmetrische (n,n)-Matriz vom Rang
r <mn, T sei die n x n-Matriz der Eigenvektoren, A sei die (n,n)-Diagonalmatriz
der Eigenvektoren von M, so dass M = TAT’. Dann gilt

rg(M) = rg(TAT') = rg(A) = r (2.97)

und rg(A) ist gleich der Anzahl von Null verschiedenen Eigenwerte.

Beweis: Da T vollen Rang hat (T'T = I) folgt rg(M) = rg(TAT') = rg(A) aus
Satz 2.6, Gleichung (2.57) (Seite 57) mit P = Q =T rg(A) = r folgt aus (2.96),

denn es mufl nun . .
Z Aptit), = Z Artit),
k=1 k=1

gelten, d.h. es folgt A\pyy =--- =X, =0. O
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Korollar 2.4 Es sei X eine (m,n)-Matriz. Dann haben X'X und X X' dieselben
von Null verschiedenen Figenwerte.

Beweis: Allgemein gilt X = UV’ (vergl. (2.51), Seite 55), wobei U eine (m,r)-
und V eine (n,r)-Matrix ist, r = rg(X). Dann ist X’ = VU’, d.h. die Spal-
tenvektoren von X’ sind Linearkombinationen der Spaltenvektoren von V. Es
sei insbesondere V' = T, T die Matrix der Eigenvektoren von X’'X; T ist eine
orthonormale Basis fiir die Spaltenvektoren von X’. Dann folgt X7 = U und

UU=TX'XT=TTAT'T = A,

A die Diagonalmatrix der r von Null verschiedenen Eigenwerte, d.h. U ist orthogo-
nal und die Eigenwerte sind gleich den Quadraten der Léngen der Spaltenvektoren
von U. Dann enthélt Q = UA~Y/2 die normiertem Vektoren, d.h. U = QA2
Man hat nun

XX =UT'TU =UU = QAYV2AV2Q" = QAQ' = XX'Q = QA,

d.h. @ ist die Matrix der zu Eigenwerten ungleich Null korrespondierenden Ei-
genvektoren von X X', und offenbar sind diese Eigenwerte identisch mit denen
von X'X. O

Anmerkung: Man kann also TAT' = T, A, T schreiben, wobei A, eine (r,r)-
Diagonalmatrix ist, deren Diagonalelemente nur die von Null verschiedenen Ei-
genwerte entélt, und 7, ist eine (n,r)-Matrix mit den Eigenvektoren von M, die
zu den von Null verschiedenen Eigenwerten korrespondieren. O

Der folgende Satz gibt weitere Auskunft iiber die Eigenschaften einer reel-
len, symmetrischen Matrix; er spezifiert die Bedingungen, die eine symmetrische
Matrix M erfiillen muf}, um eine Ellipse bzw. ein Ellipsoid zu definieren.

Satz 2.17 Es sei M eine symmetrische (n,n)- Matrix vom Rang r < n. Dann
ist M genau dann positiv semidefinit, wenn eine (n,r)-Matriz G ezistiert derart,
dass

M = GG (2.98)
Beweis: (1) =: Es gelte M = GG'. Dann folgt
x'GG'x = (Gx)'Gx = ||Gx|* > 0,

so dass M positiv semidefinit ist.

(2) <: Aus der Symmetrie von M folgt die Existenz der orthonormalen Matrix
T und der Diagonalmatrix A = diag(A1,...,Ay), A; >0 fiir j=1,...,n (s. Satz
2.15), mit M = TAT'. Es sei

Al/zzdiag(\/xw"v )\T?O""’O)'
~——

n—r
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Dann kann man
M = TA1/2A1/2T/ — (TA1/2)(TA1/2)/

schreiben. Streicht man in TA'/? alle Spalten, die nur Nullen enthalten, so erhélt

man eine Matrix G = TTA}/ 2 und M ist in der Form M = GG’ darstellbar. O

In der Anmerkung 2 auf Seite 71 wurde die Frage gestellt, ob die Matrix T" der
Eigenvektoren einer symmetrischen Matrix charakteristischerweise orthonormal
ist oder diese Eigenschaft nur folgt, wennn T vorher als Rotationsmatrix definiert
wurde. Dazu wird der folgende Satz bewiesen:

Satz 2.18 M € R™" sei symmetrisch und habe die Eigenvektoren ty,...,t,. Fir
irgendzwei Eigenvektoren t; und t, mit zugehorigen Eigenwerten \j # A gilt

_ 0, j#k
%’t"‘{ It #0, j=k (2:99)

d.h. Eigenvektoren mit verschiedenen zugehorigen Eigenwerten sind orthonormal.

Beweis: Ist (i) T' eine Rotationsmatrix, ist (ii) M symmetrisch und gilt (iii)
MT = TA, so ist T eine Matrix von Eigenvektoren und aus der Orthonormalitét
von Rotationsmatrizen folgt die Orthonormalitidt der Eigenvektoren. Es sei um-
gekehrt T' = [t1,...,t,] eine Matrix von Eigenvektoren von M, d.h. fiir t;, t, € T
mit A\; # A gilt

Mt; = A, (2.100)
Mty = Mty (2.101)

mitA; # A;. Die Gleichung (2.100) werde von links mit t} , die Gleichung (2.101)
von links mit t; multipliziert. Es entstehen die Gleichungen

t,Mt; = Ajtit; (2.102)
tiMty = Aptity. (2.103)

Nun ist einerseits tit); = t;t;, und andererseits (t; Mt;)" = t;Mty, da ja M’ =
M. Subtrahiert man also die zweite Gleichung von der ersten, ergibt sich

0= (A\j — M)ty

woraus wegen \; — A, # 0 die Behauptung t;-tk = 0 folgt. ]

Anmerkung: In (2.99) ist nicht gefordert worden, dass [[t;|| = 1 ist; Mt; = \;t;
bedeutet, dass sich die Lingen der Vektoren Mt; und t; um den Faktor \; unter-
scheiden, unabhingig von der Linge von t;. Insofern ist die Lénge eines Eigen-
vektors irrelevant und deswegen kann ||t;|| = 1 gesetzt werden, womit man die fiir
weitere Betrachtungen niitzliche Eigenschaft der Orthonormalitdt der Matrix T
der Eigenvektoren erhélt. Ist bereits bekannt, dass T" auch eine Rotationsmatrix
ist, so wird die Normiertheit der t; gewissermaflen gleich mitgeliefert. ]
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Die Frage ist nun, welche Aussage iiber die Eigenvektoren einer symmetrischen
Matrix gemacht werden kann, wenn nicht alle Eigenwerte voneinander verschieden
sind. Es gilt der folgende Satz:

Satz 2.19 Es sei \j ein Eigenwert der symmetrischen Matriz M mit der Mehr-
fachheit m, d.h. es gelte \j = \jy1 = -+ = Xjym. Dann existieren m orthogonale,
zu diesen Eigenwerten korrespondierende Eigenvektoren.

Beweis: Der Beweis wird hier nicht gegeben, da er auf Resultate zuriickgreift,
die in dieser Kurzfassung nicht dargestellt werden, weil sie im Folgenden nicht
weiter gebraucht werden. Andererseits ist der Satz aber intuitiv klar: Die Ma-
trix T' der Eigenvektoren einer symmetrischen Matrix ergab sich aus der Eigen-
schaft der Orthonormalitdt von Rotationsmatrizen one Bezug auf die Eigenwerte
der Eigenvektoren. n-dimensionale Vektoren x = Ty, so dass T auf jeden Fall
eine orthonormale (m,n)-Matrix ist, d.h. sie enthélt in jedem Fall n orthonor-
male Spalten- und damit auch n orthonormale Zeilenvektoren, unabhiingig da-
von, ob es identische Eigenwerte gibt oder nicht. Damit ist auch der Spezialfall
Arg1 = -+ = A, = 0 abgedeckt, wenn also die (m, n)-Matrix M einen Rang r < n
hat. Es gilt M = TAT' = AT', A = TA, und die Spaltenvektoren von M sind
Linearkombinationen der Spalten von A. Dabei gehen nur die ersten r Spalten-
vektoren von A in die Berechnung der Spalten von M ein, weil nur die ersten
Spaltenvektoren von A ungleich Null sind (man iiberzeuge sich durch Nachrech-
nen). Gleichwohl enthélt 7" insgesamt n paarweise orthogonale Vektoren. O

Bemerkung 2.1 Eine Matrix muf} nicht symmetrisch sein, damit Eigenvektoren
fiir sie existieren, und andererseits existieren nicht fiir jede symmetrische Matrix
Eigenvektoren mit reellwertigen Komponenten (d.h. es ist méglich, dass Eigenvek-
toren mit komplexwertigen Komponenten existieren, vergl. Satz 2.22, 90). Dazu
betrachte man die Matrix (2.77), Seite 66, d.h.

T— ( cos¢ —sing )

sing cos¢

- cos ¢ —sing \ [ y1\ _
TX_ml(sin¢>>+x2< cos ¢ )_<y2>_y'

x ist ein Eigenvektor von T, wenn y = Ax, d.h. wenn sie dieselbe Orientierung
haben, also wenn

Dann ist

T2 _ Y
x1 Al

gilt. Es ist aber
Y2 18N + roC08 P

Y1 T1CoS¢ — Tosing’
so dass y parallel zu x nur fiir spezielle Werte von ¢ ist, fiir die cos¢ = 1 und
sing = 0 gilt, also z.B. fiir ¢ = 0, so dass T" = I mit den Spaltenvektoren
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(1,0)" und (0,1)". Dies ist der gewissermaBen triviale Fall, bei dem gar keine
Rotation erzeugt wird. Man findet allerdings komplexwertige Figenvektoren mit
zugehorigen komplexwertigen Eigenwerten, — fiir ¢ = 7/4 etwa findet man die
Eigenvektoren (i, 1)’ und (—i, 1)’ mit den Eigenwerten (1+414)/v/2 und (1—14)/v/2,
mit i = /—1, wie man durch Nachrechnen bestitigt. Komplexe Eigenvektoren
und - werte werden allerdings im Folgenden keine Rolle spielen.

2.6.4 Inverse und Wurzel einer symmetrischen Matrix

Die Inverse von M: Es sei M eine symmetrische (n,n)-Matrix und M habe
vollen Rang, so dass rg(M) = n. Die Spektraldarstellung von M sei M = TAT".
Da M vollen Rang hat, existiert die Inverse M ~! von M. Es ist (vergl. Satz 2.73,
Seite 63)

M*l — (TAT/)fl — (T/)71A71T717
wobei A1 = diag(A\[!, ..., A\y}). Die Orthonormalitiit von T impliziert 7" = T,
so dass (T")~! = (T~1)~! =T, so dass die Inverse von M durch

n
1
M7 =TAT'T =) )\—tktﬁc (2.104)
k
k=1

gegeben ist. Die tt) sind die dyadischen Produkte der Eigenvektoren von M.

Anmerkung: Die Beziehung (2.104) ist von Bedeutung u.a. bei der Interpreta-
tion von Regressionsparametern: die Stichprobenvarianzen der Schitzungen der
Regressionsparameter b = (by,...,b,)" einer multiplen Regression y = Xb + e,
X die zentrierte Matrix der Pradiktorwerte, hingen von den Eigenwerten A\, der
Kovarianzmatrix M = X’X ab, und die Stichprobenvarianzen sind proportional
zu (X'X)~1. Gleichung (2.107) zeigt, dass diese Varianzen groff werden, wenn es
kleine Eigenwerte A\ gibt.

Die Wurzel von M: Es sei A1/2 = diag()\}/z, ce )\711/2). Dann gilt sicherlich

M = TAY2AY2T,

Es sei nun?’

MY? =pog TAVPT' =/ Nitut, (2.105)
k=1

AY2T’ kann sicherlich berechnet werden, so dass der Ausdruck M/2 einer bere-
chenbaren Groéfle entspricht. Dariiber hinaus entspricht sie der iiblichen Schreib-
weise a'/2a/? = q fiir @ € R, denn

MY2NY2 = TAYRTITAY2T = TAT'.

2"Mit dem Zeichen =Def soll ausgedriickt werden, dass der Ausdruck auf der linken Seite
durch den auf der rechten Seite definiert wird.
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Weiter folgt
(M2 = (TAY?T'"Y = TAV?T, (2.106)

d.h. M1/2 ist symmetrisch, und

(MY~ = M=V2 = (PAVPT) T = TATRT = (2.107)
k=1

1
——tyt).
— x
2.6.5 Der Rayleigh-Quotient

In Abschnitt 2.6.3 wurde gezeigt, dass die Transformationsmatrix 7', die ein ach-
senparalleles Ellipsoid in ein nicht achsenparalleles Ellipsoid iiberfiihrt, die Matrix
der Eigenvektoren von M = X'X ist, wobei X eine (m,n)-Matrix von im Allge-
meinen zentrierten oder standardisierten Messungen von n Variablen bei m Féllen
ist (die Zentrierung oder Standardisierung ist keine notwendige Bedingung); M
ist dann eine (n, n)-Matrix. Der erste, d.h. der zum gréfiten Eigenwert korrespon-
dierende Eigenvektor entspricht dabei der Orientierung der ersten Hauptachse des
nicht-achsenparallelen Ellipsoids. Dieser Sachverhalt legt nahe, dass diese Orien-
tierung die der grofiten Ausdehnung der Punktekonfiguration der Félle ist. Das
ist in der Tat der Fall, wie die folgende, eher intuitive Betrachtung zeigt. Es sei
T eine beliebige (n,n)-Matrix und es sei XT = L. Insbesondere sei Xt; = Ly,
wobei ||t1]| < oo, dass ||L1|| < co. Ly enthélt die Koordinaten der Fille auf einer
"latenten” Variablen, und t; soll so gewéhlt werden, dass co > ||L1|| = max. Es
ist t) X' Xt; = L|Ly = ||L1]|. |L1]| = max wenn ||L;||?> = max.

Es sei nun wi = Mvy; wy und t; sind n-dimensional, und man hat
LiL; = tiwy = ||t1]|||w1| cos 0, (2.108)

nach Gleichung (1.31), Seite 19, wobei # der Winkel zwischen den Vektoren t;
und w; ist; da t; zunichst beliebig ist, kann 6 # 0 sein. Wegen |cosf| < 1 hat
man [tiwi| < [[vi][|w1]] und der Betrag des Skalarprodukts tjw; nimmt den
maximalen Wert [viwi| = ||vi]|||w1]| an, wenn |cosf| = 1, d.h. wenn 6 = 0 gilt.
In diesem Fall sind t; und wy parallel, so dass w1 = A;vy fiir eine gewisse reelle
Zahl Ay folgt, d.h. man hat die Beziehung

W1 = X/th = )\1131. (2.109)

Demnach ist der Vektor, der Q(t;) = t} X'Xv; maximiert, gerade der erste Ei-
genvektor von X’X und )\; ist der korrespondierende Eigenwert (wie iiblich wird
hier angenommen, dass die Eigenwerte von X’X der Grofie nach geordnet an-
geschrieben werden). Damit ist gezeigt worden, dass die maximale Ausdehnung
der Punktekonfiguration der Fille, repriisentiert durch L)L, gerade der durch
den ersten Eigenvektor t; definierten Orientierung des Ellipsoids entspricht, das
durch X’X definiert wird.
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Da L|L; von der Liinge von t; abhiingt, legt die Beziehung (2.109) den Wert
von L)} L; nur relativ zur Linge ||t1|| von t; fest. Geht man von dem in Abschhnitt
2.6.3 diskutierten Ansatz T'T = I aus und setzt [[ti|| = 1 (T" wurde dort als
Rotationsmatrix eingefiihrt), so hat man

LiL; = tiw; = )y, (2.110)

d.h. fiir den Fall, dass L; zentriert ist, ist A\; proportional zur Varianz der Kom-
ponenten von L; (der Proportionalitétsfaktor ist 1/m bzw. 1/(m — 1)).

Natiirlich hiatte man gerne eine analoge Aussage fiir die iibrigen Spaltenvek-
toren von L = XT. Dazu geht man am besten vom folgenden allgemeinen An-
satz aus. Man fragt allgemein nach Vektoren x, die fiir irgendeine symmetrische
Matrix M die quadratische Form x’Mx maximieren. Nach den vorangegangenen
Betrachtungen wird man die x als normiert voraussetzen; dies entspricht der Ein-
fithrung einer Nebenbedingung fiir die Maximierung von x’ Mx, ohne die man auf
||x|| = oo fiir den Maximalwert von x’ Mx gefiihrt wird. Man betrachtet demnach
die quadratische Form

x/ X x'Mx x'Mx

el Il el xx

Definition 2.9 FEs sei M eine symmetrische Matriz. Dann heifst

R(z) = dﬁw (2.111)

Rayleigh-Quotient®® oder Rayleigh-Koeffizient.

Der Befund (2.109) legt nahe, dass R(x) maximal (beziiglich der Orientierung)
wird, wenn fiir x/||x| die Eigenvektoren von M eingesetzt werden; warum hier
nicht nur der erste Eigenvektor betrachtet wird, ergibt sich aus der Natur der
Anwendungen des Rayleigh-Quotienten im Rahmen multivariater statistischer
Verfahren.

Eine Methode zur Maximierung besteht darin, R(x) durch Anwendung der
Differentialrechung zu maximieren. Dieses Vorgehen wird im Anhang, Abschnitt
4.4 besprochen. In diesem Abschnitt wird ein anderer Weg beschritten, der oh-
ne die Anwendung der Differentialrechnung auskommt und den Befund (2.109)
verallgemeinert.

Satz 2.20 (Satz von Courant-Fischer) Es sei M eine symmetrische, positiv de-
finite Matriz mit M = TAT', T die Matriz der Eigenvektoren und

A:diag()\la"w)\n)a )\122>\n

2¥Nach dem britischen Physiker John William Strutt, Dritter Baron Rayleigh (1842-1919)
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die Diagonalmatriz der zugehorigen Figenwerte von M. Dann ist

max R(z) = max T _ max \; = Ap, (2.112)
2 £0 o0 TT J

und der Vektor z, fiir den das Mazimum angenommen wird, ist der zu A1 korre-
spondierende Eigenvektor t, so dass max, g R(x) = ¢, Mt; = \y. Weiter gilt

Mz

max

= Aps1, k<nm, 2.113
xlty,... t k+1 " ( )

fiir €= tp41 der (k+ 1)-te Eigenvektor (L steht fiir “ist orthogonal zu”.), und

min R(z) = v Mz = min \;, (2.114)

mit dem zugehorigen Figenvektor ty,, d.h. min#a R(x) = tmin M tmin = Amin-

Beweis: Sei T' = [ty, ..., t,] die Matrix der Eigenvektoren von M mit den zugeho-
rigen Eigenwerten \y > --- ,> \,, so dass MT = TA, A = diag(A1,...,\,). Die
Eigenvektoren t;, j = 1,...,n sind eine orthonormale Basis des V,, = L(t1,...,ty).

Es sei nun x ein beliebiger n-dimensionaler Vektor. Er kann stets als Linearkom-
bination einer Basis dargestellt werden, d.h. es gilt insbesondere

x=cit1+ - +cpty

fir fiir geeignet gewéhlte Koeffizienten ¢y, ..., c,. Dann ist

n n
X' Mx = (c1ty + -+ cptn) M(c1ty + - + cpty) = Zc?t;Mtj = ZC?)‘J"
j=1 j=1

Alle Kreuzprodukte cjckt;-tk verschwinden, weil t;-tk = 0 fiir alle j # k, so dass

/ n 2 .
xMx Zj:1 Cj)‘]

/ - n 2
XX > =16

und Ay > A > -+ > \,. Ersetzt man also auf der rechten Seite alle \; # A\
durch Aq, so folgt

x'x Z?Zlc? - Z?zlc?

so dass maxy R(x) = A1, \1 der grofite Eigenwert. Jetzt mufl noch gezeigt werden,
fiir welchen Vektor x das Maximum angenommen wird. Es sei t1 der zu Apax = A1
korrespondierende Eigenvektor. Fiir x = t; folgt t{ Mt = A\; und wegen tjt; =1
sicht man, dass R(x) = max fiir x = t;.

n 2 n 2
X'Mx 25168 MY
< — >\17
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Die Aussage (2.114) ergibt sich aus (2.113). Es sei wieder T' = [t1, -, tp]

die Matrix der Eigenvektoren von M. Dann existieren relle Zahlen y1,...,y,
derart, dass ein Vektor x in der Form x = Ty dargestellt werden kann, wobei die
Komponenten von y durch die y; gegeben sind. Nun soll speziell x L tq,...,t;

gelten. Dann folgt aber
tix = yityts + yotito + -+ yntit, = yp =0,

denn t;tk =1, so dass ykt;tk = yi. Die Forderung der Orthogonalitdt von x zu
den ersten k Eigenvektoren impliziert also y; = --- = y; = 0. Dann folgt aus
(2.112)

n 2
xX'Mx Zj:kJrl AjY;
/ - n 27
XX D i—kt1Y;

und analog zur Argumentation im Beweis zu Satz 2.20, Seite 82, folgt (2.113). O

Anmerkungen:
1. Fiir £ = 0 betrachtet man max, g X;],\ix = A1, und fiir ¥ = n — 1 erhilt man
x' Mx
max — = An,
xlty,ntn_1  X'X
d.h.
min R(x) = A, (2.115)
X

so dass

An < R(x) < Ay (2.116)

2. Es sei M eine beliebige symmetrische (m,n)-Matrix und x € R"™. Weiter sei
A = x'Mx/x'x. Die Werte \ heilen mazimal, wenn sie den Rayleigh-Quotienten
x'Mx/x'x maximieren. O

2.6.6 Die Singularwertzerlegung einer Matrix

Die im Folgenden dargestellte Zerlegung einer Matrix gilt fiir beliebige (m,n)-
Matrizen, die Betrachtung von Datenmatrizen erleichtert moglicherweise den in-
tuitiven Zugang. Es geht um die Frage, wie latente Variablen zur Erkldrung von
beobachteten Daten bestimmt werden kénnen. Die Daten seien in einer (m,n)-
Matrix X zusammengefasst worden, bei der die Komponenten der Spaltenvekto-

ren x; die Messungen z;; der j-ten Variablen (1 < j <n) beii=1,...,m Féllen
reprisentieren. Die Komponenten der Zeilenvektoren X; sind die Messungen x;;,
j=1,...,n, bei einem gegebenen Fall fiir alle n Variablen.

Die Betrachtungen der vorangegangenen Abschnitte kénnen in einem Satz?”
iitber die Singularwertzerlegung der Matrix X zusammengefasst werden, der fiir
die multivariate Analyse von Daten von zentraler Bedeutung ist:

29Der Satz ist einfach, hat aber eine lingere Vorgeschichte, vergl. Stewart (1993).
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Satz 2.21 Es sei X eine (m,n)-Matriz mit dem Rang r < min(m,n). Dann gilt
die Singularwertzerlegung (SVD*°)

X =Q3T', ¥ =AY? (2.117)

wobei A die (m,n)-Matriz der Form

A1 ]

A< (2.118)

ist, d.h. A enthdlt nur Nullen mit Ausnahme der ersten r Diagonalzellen, in denen
die Eigenwerte von X X' und X' X ungleich Null stehen; diese Eigenwerte sind fiir
XX und X'X identisch. Q ist die (m,n)-Matriz der Eigenvektoren von X X' und
T ist die (n,n)-Matriz der Eigenvektoren von X'X, die jeweils zu Figenwerten
ungleich Null korrespondieren.

Anmerkungen: Die Dimensionen der Matrizen () und 7" sind so gewéhlt worden,
dass allen moglichen Fillen (m > n, m = n und m < n) Geniige getan wird. Die
Diagonalmatrix ¥ enthélt offenbar die Wurzeln aus den Eigenwerten; sie heiflen
auch Singularwerte; o; = \/)Tj, j =1,...,r. Die Spaltenvektoren von () heiflen
Linkseigenvektoren, die von T heiflen Rechitseigenvektoren von X. Ein anderer,
hiufig gebrauchter Ausdruck fiir die SVD ist 'Grundstruktur’ einer Matrix (engl.
basic structure). O

Beweis: Es sei T eine orthonormale (n,n)-Matrix und es sei L = XT3!, L eine
(m, n)-Matrix, wobei T' so gewihlt werde, dass

T'X'XT = L'L = A = diag(\1, ..., An)

d.h. A sei eine Diagonalmatrix, die Spaltenvektoren Ly, k = 1,...,n von L sei-
en also orthogonal®?. Multiplikation von X7 = L von rechts mit 7" liefert die
Gleichung X = LT’. Die Spaltenvektoren von L werden durch Multiplikation von

300bliche Abkiirzung fiir Singularwertzerlegung, von engl. Singular Value Decomposition.

31dh. T"X’ = L' und T' rotiert die %x;, also die die Fille repréisentierenden Zeilenvektoren
von X, in die Vektoren L; = (4;1,... ,Km)’, die die Fille in einem neuen Koordinatensystem
abbilden.

32Die Notation ist im Vergleich zu der in Abschnitt 2.6.2 veréndert worden, um der iiblichen
Schreibweise fiir die SVD zu entsprechen: die Matrix 7" heifit dort T".
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rechts mit A~Y/2 normalisiert: es entsteht die Matrix Q = LA~Y/2 mit orthonor-
malen Spaltenvektoren q, (s. Léingenskalierung, Seite 49). Dann kann L = QA!/2
geschrieben werden und es resultiert

X = QAT
also (2.117). Man hat weiter
X'X =TL'LT' = TAT'.

Die Multiplikation von rechts mit 7" liefert X’ XT = TA, d.h. T ist die Matrix der
Eigenvektoren von X’X und A ist die Diagonalmatrix der zugehérigen Eigenwerte
von X’X. Ebenso hat man

XX'=LT'TL = LL' = QAV2AY2Q = QAQ),

so dass nach Multiplikation von rechts mit @ die Beziehung X X'Q = QA folgt,
d.h. @Q ist die Matrix der ersten n Eigenvektoren von XX’ und A enthilt die von

Null verschiedenen Eigenwerte von X X'; die von Null verschiedenen Eigenwerte
von X’'X und X X’ sind also identisch. Il

Anmerkungen:

1. Die SVD X = QA'Y2T" repriisentiert offenbar eine spezielle Wahl fiir die
Matrizen U und V' fiir die Beziehung X = UV’: man kann U = @ und
V = TAY? setzen, oder U = QAY? und V = T. Noch allgemeiner kann
man X = QAgAl%pT’ setzen, mit 0 < p < 1, um dann U = QA% und
V = TA " anzunehmen; iiblicherweise werden allerdings nur die Fille
p =1 oder p = 0 betrachtet.

2. Aus X'X = TAT' folgt T'"X'XT = A. Es sei v ein n-dimensionaler Vektor
und es werde die quadratische Form v'X’Xv = u € R betrachtet. Nach
dem Satz von Courant-Fischer nimmt x4 den maximal moglichen Wert A
an, wenn v = t; (es wird die iibliche Annahme gemacht, dass die A\ in
A der Grofle nach geordnet angeschrieben werden un ddie Anordnung der
Eigenvektoren t;, in T der der Eigenwerte in A entspricht. Da LiL; = )\
ist klar, dass die Projektionen der Fille auf die erste Hauptachse, also die
Komponenten von Ly, die gréfite Ausdehnung der Konfiguration definieren.
L- reprisentiert dann die zweitgrofite Ausdehnung, etc. Die SVD entspricht
einer Hauptachsentransformation.

3. Die SVD kann auch in der Form X = QA’ geschrieben werden, wobei
A = TA'/2. Die Spaltenvektoren x; von X konnen als Linearkombinationen
einerseits der L geschrieben werden:

x; = t1;L1 + -+ - + ty;L, = Lt;, (2.119)
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t; der j-te Spaltenvektor von 7" (Zeilenvektor von T'): oder als Linearkom-
binationen der q;, der Spaltenvektoren von Q:

a; der j-te Spaltenvektor von A’ (Zeilenvektor von A). Die ty; bzw. die
ay; beziehen sich offenbar auf die j-te gemessene Variable; sie indizieren
das Gewicht, mit dem die k-te latente Variable in die j-te gemessene Va-
riable eingeht. Eine analoge Aussage gilt fiir die t5;. Die t;; und die ay;
reprisentieren verschiedenen Skalierungen der Variablen, vergl. Abschnitt
2.10.1.

4. Die SVD ist nicht an eine Spaltenzentrierung oder Standardisierung der
Matrix X gebunden; eine SVD kann fiir eine beliebige Matrix X bestimmt
werden.

Eine Anwendung der SVD wird in Abschnitt 2.10.1 vorgestellt.
Zur Beziehung zwischen den Eigenvektoren von XX’ und X’'X: Nach
Multiplikation der SVD X = QXT” von rechts mit 7" erhilt man
XT = Qy, (2.121)
und die Multiplikation der SVD von links mit Q' ergibt Q'X = XT”, oder
X'Q="Ts, (2.122)
so dass man fiir die Eigenvektoren q; aus () und t; aus 1T' die Beziehungen

th = Orqr (2.123)
X'q, = opty, k=1,....n (2.124)

erhélt. Diese beiden Gleichungen zeigen die Beziehungen zwischen den t; und den
q;: 0rd; ist eine Linearkombination der Spalten von X mit den Komponenten
von tj, als Koeffizienten, und ojq; ist eine Linearkombination der Zeilen von X
(Spalten von X’) mit den Komponenten von q,, als Koeffizienten.

Darstellung der SVD iiber das dyadische Produkt: Die Zerlegung X =
QXT" kann in der Form

n
X => opaquty, ox =+ A, m=n (2.125)
k=1

dargestellt werden, wobei q; die Spaltenvektoren von @ und t; die Spaltenvekto-
ren von 7’ sind. qjt;- ist das dyadische Produkt dieser Vektoren. X kann also als
Summe von Matrizen aufgefasst werden, die jeweils eine Dimension repréasentie-

ren. Das Element z;; ist demnach durch die Summe

Tij = 01gittj1 + o+ Onlintjn (2.126)
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gegeben, o1¢;1t;1 ist der Beitrag der ersten latenten Dimension, etc.

Ublicherweise werden die Eigenwerte Ay, in A so angordnet, dass A der groBte
und A, der kleinste Figenwert ist, — numerisch sind iiblicherweise schon aufgrund
von Rundungsfehlern alle Ay # 0, auch wenn der "wahre” Rang von X kleiner als
min(m,n) ist. Man hat also

g1 > 09 >+ > 0p.

Die Matrix X wird in (2.125) als Summe der als dyadische Produkte der Eigen-
vektoren q; von X X’ und der Eigenvektoren t; von X’'X definierten Matrizen,
jeweils gewichtet mit o, = /A, dargestellt. Betrachtet man die o) fiir einen
bestimmten Wert r < k als "hinreichend” klein, kann man X durch eine Matrix
X, approximieren:

X, = Zaqut; ~X, op=+v X T<n (2.127)
k=1

"Hinreichend” klein bedeutet, dass man die o mit & > r als eben nur "zufillig” von
Null abweichend betrachtet. Darauf wird in Abschnitt 2.10.1 noch eingegangen.

Anmerkung: In Abschnitt 4.4.4, Seite 148, wird der Satz von Courant-Fischer
durch Differentiation der quadratischen Form (2.113), Seite 83 (hier also 7" X' XT =
L'L = A) unter der Nebenbedingung t't = 1 bewiesen; dieser Herleitung ent-
nimmt man leicht, dass es nur eine Losung fiir T gibt, eben die Matrix der Eigen-
vektoren von X’X, denn die Ableitung Q(t) = d(t'X’'Xt)/dt = 0 hat nur eine
Losung fiir t. Es gibt also keine Rotation T} # T derart, dass X7} = L; mit
LiL; = Ay, Ay eine Diagonalmatrix. Wéhlt man demnach eine von 7' verschie-
dene Matrix 77, um die Vektoren von X zu rotieren, so représentieren die zu T}
korrespondierenden L,(Cl) ein Koordinatensystem, in Bezug auf das die Konfigura-
tion der Félle nicht mehr achsenparallel ist, d.h. die latenten Variablen sind nicht
mehr unkorreliert. O

2.7 Eigenvektoren und Eigenwerte nichtsymmetrischer Matrizen
2.7.1 Der allgemeine Fall

Der Begriftf des Eigenvektors und der des zugehorigen Eigenwerts ergab sich in
Abschnitt 2.6.3 bei der Betrachtung einer Koordinatentransformation auf eine na-
tirliche Art und Weise fiir den Spezialfall symmetrischer Matrizen. Fiir nichtsym-
metrische quadratische Matrizen konnen ebenfalls Eigenvektoren existieren, die
aber nicht notwendig reell sind; so sei A eine orthonormale Matrix. Das Produkt
von A mit einem Vektor x liefert einen Vektor y, der sich von x méglicherweise
durch eine Rotation unterscheidet: so sei

[ cos¢p —sing
A_<sin<;5 cos ¢ >
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Dann ist
B cos ¢ —sing \ [ y1 | _
Ax_xl(sin¢>+x2< cos ¢ >_<y2>_y’

und y ist nur parallel zu x fiir diejenigen Werte von ¢, fiir die cos¢ = 1 und
sin ¢ = 0 ist, also z.B. fiir ¢ = 0, so dass A = I mit den Spaltenvektoren (1,0)’
und (0, 1). Dies ist der gewissermaflen triviale Fall, bei dem gar keine Rotation er-
zeugt wird. Man findet allerdings komplexwertige Eigenvektoren mit zugehorigen
komplexwertigen Eigenwerten, — fiir ¢ = /4 etwa findet man die Eigenvektoren
(4,1)" und (—4,1)’ mit den Eigenwerten (1+1)/v/2 und (1 —i)/v/2, mit i = /—1,
wie man durch Nachrechnen bestétigt. Wie komplexe Eigenvektoren und - werte
zu deuten sind, wird spdter noch besprochen werden.

Charakteristische Gleichung einer Matrix: Es sei A eine quadratische Ma-
trix. Aus Au = Au folgt Au — Au = Mu = 0, I die Einheitsmatrix; die Dimen-
sionen von [ entsprechen denen von A. Diese Gleichung kann in der Form

(A=X)u=0 (2.128)

geschrieben werden. Diese Gleichung beschreibt ein homogenes Gleichungssystem:
In ausgeschriebener Form hat man

(CL11 — )\)ul + apug + -+ AUy = (2.129)
as1u1 + (CLQQ — /\)UQ + - t4agu, = 0 (2.130)

(2.131)
An1u1 + apgua + -+ + (app — Nup, = 0 (2.132)

Solche Gleichungssysteme haben nur dann mindestens eine nicht-triviale Losung
(d.h. eine Losung, die nicht gleich dem Nullvektor 0 ist), wenn die Koeffizien-
tenmatrix nicht vollen Rang hat, d.h. wenn ihre Determinante verschwindet, so
dass

ail — A a2 e a1n
a1 Az — A - aonp
IA— | = _ —0 (2.133)
anl an2 ot App — A

Entwickelt man die Determinante, so ergibt sich ein Polynom P(\) in A vom Grad
n:

A= M| = (=)W = B 4 B2 o (<1 LB A+ (—1)"Ba] = 0.

(2.134)
Diese Gleichung heifit charakteristische Gleichung der Matrix A, wenn man den
Faktor (—1)" wegldfit, und das Polynom auf der rechten Seite heifit charakteri-
stisches Polynom von A. Die Gleichung hat, wie aus der Theorie der Polynome
bekannt ist, insgesamt n Losungen — also mogliche Eigenwerte von A —, von denen
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aber nicht alle identisch sein miissen. Die Nullstellen von P()\) sind die moglichen
FEigenwerte von A. Bekanntlich existieren fiir ein Polnom n-ten Grades genau n
Nullstellen Ag,...,A,, die allerdings nicht alle verschieden sein miissen und die
durch komplexe Zahlen A = a+1if3, i = /—1, gegeben sein kénnen. Es gilt dabei

Satz 2.22 Ist ein Eigenwert A der quadratischen Matriz mit reellen Elementen
komplezx, so existiert ein zweiter Figenwert X, der zu A konjugiert komplex ist, dh
gilt \ = a+1i8, so ist auch A\ = o — i3 ein Figenwert von A.

Beweis: Es ist (A — X)u = 0. Der Ubergang zu konjugiert komplexen Zahlen
fiithrt zu (A — M) = 0. Aber A ist als reell vorausgesetzt worden, also folgt

(A—X)a=0, (2.135)

und dies heifit, dass A ebenfalls ein Eigenwert von A ist. O

Links- und Rechtseigenvektoren: Es sei A eine nicht notwendig symmetrische
(m, n)-Matrix, und fiir einen n-dimensionalen Vektor u gelte die Beziehung

Au = \u. (2.136)

Dann ist u ein Eigenvektor von A, und A ist der zugehorige Eigenwert.
Es sei B = A'; gilt
Bv = uv, (2.137)

so ist v ein Eigenvektor von B und p der zughorige Eigenwert. Es ist
(Bv) =v'B'=v'A=pv'.

v heifit auch Linkseigenvektor von A; u in (2.136) heifit dementsprechend Rechts-
eigenvektor. Wegen (2.137) iibertragen sich alle Aussagen iiber Rechtseigenvekto-
ren auf Linkseigenvektoren, was allerding nicht bedeutet, dass Links- und Rechts-
eigenvektoren notwendig identisch sind. Notwendig identisch sind sie nur fiir den
Spezialfall symmetrischer Matrizen. Denn wenn A’ = B = A gilt, so folgt aus
(2.137) Bv = Av = pv, d.h. ein gegebener Linkseigenvektor entspricht einem
Rechtseigenvektor. Im Falle A’ # A gilt der

Satz 2.23 FEs sei A eine quadratische, nicht-symmetrische Matriz. Es gelte ei-
nerseits v A = pv', andererseits Au = A\u mit A\ # p. Dann folgt W/'v = 0, d.h.
die Links- und Rechtseigenvektoren sind orthogonal zueinander.

Beweis: Multiplikation von v'A = v’ von rechts mit u und von Au = Au von
links mit v’ liefert
/ / /
vVAu = puvu=JAvu
vVAu = MWu=pv'u
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Da v Au—v'Au = 0 folgt A\v'u—pv'u = (A— p)v'u = 0, woraus wegen A—p # 0
die Behauptung v'u = 0 folgt, d.h. u und v sind orthogonal. O

Im Falle nicht-symmetrischer Matrizen sind Links- und Rechtseigenvektoren
also verschieden, da sie ja orthogonal zueinander sind. Dieses Resultat bedeutet
nicht, dass auch die Rechts- und Linkseigenvektoren untereinander orthogonal
zueinander sind. Aber die Giiltigkeit des folgenden Satzes 148t sich zeigen:

Satz 2.24 FEs sei A eine nicht-symmetrische, quadratische Matriz mit mehr als
einem Rechtseigenvektor. Die Rechiseigenvektoren sind linear unabhdngig, sofern
die zugehorigen Figenwerte verschieden sind.

Beweis: Es seien u; und u; zwei Rechtseigenvektoren von A mit zugehorigen
Eigenwerten u #£ A, fiir die u # A gelte. Angenommen, sie seien linear abhéngig;
dann existieren Koeffizienten a; und as ungleich Null derart, dass

aiju; + asue =0 (2.138)
Multiplikation von links mit A fiithrt dann auf a; Au; + as Aus = 0, d.h. auf
ajpuy + agAug = 0. (2139)

Multipliziert man (2.138) mit A und subtrahiert (2.138) dann von (2.139), so
erhélt man
a1 (A — p)ug + az(A — Mug =0,

woraus entgegen der Annahme wegen A\ — u # 0 sofort a; = 0 folgt. Auf analoge
Weise fogt ag = 0, d.h. u; und us sind linear unabhéngig.

Diese Aussage gilt fiir irgendzwei Rechtseigenvektoren von A. Hat man also
insgesamt drei Eigenvektoren, so sind sie paarweise linear unabhéingig, so dass
man sagen konnte, sie seien insgesamt linear unabhéngig. Das Argument ist aber
intuitiv, und ein strenger Beweis ist einer intuitiven Betrachtung stets vorzuzie-
hen. Dieser ergibt sich durch das Prinzip der vollstédndigen Induktion. Es gebe
also r > 2 linear unabhingige Eigenvektoren, so dass

aju] + agug + - - + a,u, = 0 genau dann, wenn a; = --- = a, = 0.

Es ist zu zeigen, dass dann auch r + 1 Eigenvektoren linear unabhéngig sind, so
dass
a1vi +agvo + -+ Ve + app1vprr =0 (2.140)

gilt mit a1 = ag = --- = apy1 = 0 als einziger Losung. Da die u; Eigenvekto-
ren sind, gilt Au; = Aju;. Multiplikation von (2.140) mit A fithrt dann unter
Beriicksichtigung dieser Beziehung auf die Gleichung

aiAiug + asAous + - - - + a0 + ap+1)\p+1up+1 =0. (2.141)
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Multipliziert man (2.140) mit A,4; und subtrahiert die Gleichung dann von
(2.141), so erhilt man

ar(A = Apr)ur + - 4+ ap(Ap — Apy1)up =0,

und wegen der vorausgesetzten linearen Unabhéngigkeit der v;, 1 < j < r hat

man einerseits a; = --- = ap, = 0 und wegen der ebenso vorausgesetzten Un-
gleichheit der A; folgt dann aus (2.141) apt1Apr1up1 = 0. Daraus folgt wegen
Ap+1 # 0 dann ap41 = 0, so dass die uy,...,u,+1 ebenfalls linear unabhéngig
sind. O

Der Beweis gilt fiir eine beliebige quadratische Matrix, also auch fiir A’ und
damit fiir die Rechtseigenvektoren von A’, die aber die Linkseigenvektoren von
A sind, so dass deren lineare Unabhéingigkeit ebenfalls nachgewiesen ist. Gilt der
Spezialfall A’ = A, ist A also symmetrisch, so folgt sofort, dass in diesem Fall die
Linkseigenvektoren gleich den Rechtseigenvektoren sind, und wie bereits gezeigt
wurde gilt dann nicht nur die lineare Unabhéngigkeit der Eigenvektoren, sondern
dariiber hinaus auch die Orthogonalitit der Eigenvektoren.

Im Folgenden werden nur die Rechtseigenvektoren betrachtet und es wird der
Kiirze wegen nur von Eigenvektoren geredet; alle Aussagen iibertragen sich auf
die Linkseigenvektoren. Zunéchst soll die Beziehung zwischen einer quadratischen
Matrix A und ihren Eigenvektoren und Eigenwerten auf eine andere Art darge-
stellt werden, die Aufschluss iiber die Anzahl und Art der Eigenvektoren und
-eigenwerte gibt.

Ahnliche Matrizen: Es sei V die Matrix der Eigenvektoren einer beliebigen
quadratischen Matrix A. Da die Spaltenvektoren von V linear unabhéngig sind,
folgt die Existenz der zu V inversen Matrix V1. Aus AV = VA, A die Matrix
der zugehérigen Eigenwerte, folgt dann durch Multiplikation von rechts mit V=1

A=VAVL (2.142)
Durch Multiplikation von rechts mit V' und von links mit V~! erhélt man hieraus
VTIAV = A (2.143)

Mit diesen beiden Gleichungen hat man einen Spezialfall einer Beziehung zwi-
schen Matrizen, die durch die folgende Definition charakterisiert wird:

Definition 2.10 Es seien A und B zwei (n,n)-Matrizen und es existiere eine
nichtsinguldre Matriz C' derart, dass

B=C1tAC (2.144)

gilt. Dann heiflen A und B &hnlich.
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Offenbar bedeuten (2.142) und (2.143), dass A und A &hnlich sind. Da A eine
Diagonalmatrix ist, heit A auch diagonalisierbar. Damit eine (n,n)-Matrix dia-
gonalisierbar ist, muB also die Matrix V! existieren, und diese Matrix existiert,
wenn A vollen Rang hat, denn dann hat A n linear unabhéngige Eigenvektoren.

Komplexe Eigenwerte und - vektoren: Es ist bisher stets vorausgesetzt wor-
den, dass fiir eine gegebene quadratische Matrix Eigenwerte und - vektoren exi-
stieren. Die Frage ist aber, ob fiir eine beliebige quadratische Matrix itiberhaupt
FEigenvektoren existieren miissen. Gegeben sei etwa die Matrix

cos¢ —sing

Ale) = ( sing  cos¢ > (2.145)
Ein Eigenvektor v von A muf} die Bedingung Av = w = Av erfiillen, d.h. der
Vektor w muf} parallel zu v sein, er darf sich nur in der Linge von v unterscheiden.
Aber fiir ¢ # 0 und ¢ # 7 bewirkt A eine Rotation des Vektors v, w kann also
nicht parallel zu v sein. A hat mit Ausnahme spezieller ¢-Werte zumindest keinen
reellen Eigenvektor. Um die Situation allgemein zu klédren, geht man noch einmal
auf die Gleichung (2.136) zuriick: so dass sich die Eigenwerte von A als Nullstellen
des Polynoms ergeben. Speziell fiir die Matrix (2.145) erhélt man

|A — \| = 4)\* — 4\ cos g + 1 = 0; (2.146)

auf die Herleitung des Polynoms wird hier verzichtet, da es an dieser Stelle nur
nur auf die Implikationen von (2.146) ankommt. Man findet die Nullstellen

1 1
AL = §(COS¢ +ising), A= §(cos¢ —ising), i =+v—1 (2.147)
Die in (2.145) definierte Matrix A hat also zwei komplexe Eigenwerte, relle Ei-
genwerte ergeben sich nur fiir solche ¢-Werte, fiir die sin ¢ = 0 ist, also etwa fiir
¢ = 0, wenn gar keine Rotation der Vektoren stattfindet, oder fiir ¢ = 7/2, wenn
eine Rotation um 90 stattfindet.

Es ist also moglich, dass fiir eine beliebig gewéhlte quadratische Matrix keine
rellen Eigenwerte existieren, dass man aber komplexwertige Eigenwerte finden
kann, die als Paare konjugiert komplexer Zahlen auftreten3?. Nun hitte man
noch gerne die zugehorigen Eigenvektoren bestimmt. Fiir A findet man zwei:

u1:<_1i>, m:(i). (2.148)

Natiirlich ergibt sich die Frage der Deutung von komplexen Eigenwerten und Ei-
genvektoren. Diese treten etwa bei der Analyse dynamischer Systeme und dement-
sprechend bei allgemeinen Diskussionen von Zeitreihenproblemen auf. Hier sollen
zunédchst noch bestimmte Typen von Matrizen eingefiihrt werden.

337 wei komplexe Zahlen z und Z heifien konjugiert komplex, wenn sie sich nur im Vorzeichen
des Imaginérteils unterscheiden, wenn also z = z + iy und z = = — iy gilt.
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Typen von Matrizen: In der multivariaten Statistik spielen symmetrische Ma-
trizen mit reellen Elementen eine zentrale Rolle, es ist aber trotzdem sinnvoll,
auch den allgemeinen Fall einer Matrix mit moglicherweise komplexwertigen Ele-
menten zu betrachten.

Sind die Elemente einer Matrix A komplex, d.h. von der Form z = = + iy mit
i =+/—1, so heifit A die zu A konjugierte Matrix; die Elemente von A enthalten
die zu z konjugiert komplexen Elemente z = x — ¢y. Sind nur die Imaginérteile
1y der Elemente einer Matrix A von Null verschieden, so heifit A imagindr; in
diesem Fall gilt A = —A. Die Transponierte A’ einer Matrix A heiit die mit A
assoziierte Matrix.

Fiir symmetrische Matrizen gilt A’ = A, d.h. a;; = ay; fiir alle ¢, j. Gilt fiir
eine Matrix die Ausssage a;; = —aj;, so heiBBt A schief-symmetrisch.

Ein wichtiger Fall ist durch die Gleichung
A=A (2.149)

definiert; in diesem Fall heiit A hermitesch®*. Ist A = A, so sind die Elemente von
A alle reell und (2.149) bedeutet einfach, dass A symmetrisch ist. Da der reelle Fall
ein Spezialfall ist, gelten alle Aussagen iiber hermitesche Matrizen auch fiir reelle
symmetrische Matrizen, so dass es Sinn macht, bestimmte Aussagen allgemein
fiir hermitesche Matrizen zu machen.

2.7.2 Mehrfache Eigenwerte

Es sei A eine (n,n)-Matrix und es werde die Gleichung Av = Av betrachtet:
A ist ein Eigenwert von A und v der zugehorige Eigenvektor. Es gibt maximal
n verschiedene Eigenwerte, d.h. es ist mdglich, dass einige Eigenwerte mehrfach
vorkommen (multiple Eigenwerte, multiplicity, repeated eigenvalues). Ein einfa-
ches Beispiel ist die (m,n)-Identitdtsmatrix I: fiir jeden n-dimensionalen Vektor
x gilt Ix = x, d.h. jeder Vektor x ist ein Eigenvektor von I, und alle haben den
Eigenwert A = 1.

Definition 2.11 Es sei V' ein Vektorraum und es sei V\ = {v € V|Av = Av}.
Dann heifit Vy der Eigenraum von A zum FEigenwert X.

Bemerkung: Aus Av = \v folgt (A — AI)v = 0. Diese Gleichung ist ein lineares
Gleichungssystem in v, d.h. in den Komponenten von v als Unbekannten. Be-
kanntlich heift die Menge der Vektoren x, die der Gleichung Ax = 0 geniigen,
der Kern von A: kern(A) = {x|Ax = 0}. Dementsprechend ist kern(A—\I) = Vj,
d.h. der Eigenraum VX ist der Kern von (A — AI). O

Da zu jedem Eigenwert A ein Eigenvektor v korrespondiert, enthélt V) zumin-
dest ein Element. Da mit v auch av, a # 0 ein Eigenvektor ist, ist V), zumindest

34Nach dem franzosischen Mathematiker Charles Hermite (1822 — 1901)
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ein 1-dimensionaler Teilraum von V. Die Frage ist, ob V) stets ein Teilraum von
V' ist. Man sieht dies leicht ein: sind v # w aus V), so ist mit a € R, b € R auch
u = av + bw € V). Denn wegen Av = Av, Aw = Aw hat man auch

A(av + bw) = aAv + bAw = aAv + bAw = Au.

Die Eigenwerte von A sind die Nullstellen des Polynoms, das durch die De-
terminante

Pyi=|A—X|=0

definiert ist. Mehrfache Eigenwerte gibt es demnach dann, wenn dieses Polynom
mehrfache Nullstellen hat. Man kann nun zeigen, dass, wenn \ eine m-fache Null-
stelle von P4 ist, dann die Dimension des Eigenraums V) kleiner, hochstens gleich
m ist, d.h. es gibt maximal m linear unabhéngige Vektoren in V) (der Beweis fiir
diese Aussage wird hier iibergangen (vergl. Fischer (1984), Kapitel 4).

Der Begriff des Hauptraums ist eine Verallgemeinerung des Begriffs des Ei-
genraums:

Definition 2.12 Die Matriz A definiere eine Abbildung f des Vektorraums V in
sich selbst, d.h. f :V — V, und X\ sei ein Eigenwert von A (d.h. von f), und

r(\) sei die algebraische Vielfachheit von X. Der Kern der r-fachen Hintereinan-
derschaltung von A — Al heifst Hauptraum zu A H(A, \)

H(A,\) = {ve V|(A— M) (v) =0} (2.150)

Die Elemente von H (A, \) heiffen die Hauptvektoren. v € V' ist Hauptvektor der
Stufe p, wenn (A — A\ )Pv # 0.

Anmerkung: Alle Eigenvektoren sind Hauptvektoren der Stufe p = 1. O

Der in der folgenden Definition eingefiihrte Begriff des invarianten Teilraums
ist eine weitere Verallgemeinerung des Begriffs des Eigenraums:

Definition 2.13 Die Matriz A definiere eine Abbildung eines Vektorraums in
sich selbst: f: V =V, und es ses U C V. Gilt f(U) C U, d.h. ist die Menge der
Vektoren Au wieder eine Teilmenge von U, so heifit U invarianter Teilraum von
V, oder einfach f-invariant3®.

Anmerkung: Alle Eigenrdume sowie alle Hauptrdume sind invariante Teilrdume.
O

35oder invariant unter f
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2.7.3 Das generalisierte Eigenvektorproblem

FEine Reihe von statistischen Fragestellungen fithrt auf das generalisierte Eigen-
vektorproblem, so etwa die Frage, ob zwei, an m "Féllen” erhobene Datensétze
die gleiche oder eine dhnliche latente Struktur haben oder nicht. So kann man
an m Personen (Patienten, etc) Messungen von n Variablen vor und nach einer
Intervention (etwa einer Therapie) erheben. Die Frage nach einer Verédnderung
durch die Intervention (Therapieerfolg) fithrt auf die Frage, ob sich Vorher- und
Nachhermessungen systematisch voneinander unterscheiden. Die Berechnung der
Kanonischen Korrelationen kann hier zu Antworten fithren. An dieser Stelle kann
nur auf die rein formalen Aspekte derartiger Methoden eingegangen werden.

Definition 2.14 FEs seien A und B symmetrische, positiv semidefinite Matrizen.
Dann reprdisentiert
Aw = \Bw (2.151)

das generalisierte Eigenvektorproblem.

Der generalisierte Rayleigh-Quotient: Der generalisierte Rayleigh-Quotient
ist durch

p(w) = W Bw (2.152)

definiert. Wie beim schon behandelten Fall B = I die Einheitsmatrix ergibt sich
die Frage nach dem maximalen Wert von p(w). In Abschnitt 2.10.2 wird eine
Anwendung dieses Quotienten vorgestellt.

Dazu werde vorausgesetzt, dass die Inverse B~! existiert. Da B als symme-
trisch und positiv semidefinit vorausgesetzt worden ist, kann man die Wurzel
B/2 = PAY2P’ von B bestimmen, — offenbar ist

BY2BY/2 = B = pAY2p/' PAY2P = PAP,

denn P'P = I die Einheitsmatrix, und P die Matrix der Eigenvektoren von B..
Es sei v = BY2w. Dann ist w = B~/2v und man erhilt

wAw Vv B~12AB1/2y _ V'Mv
w'Bw v'v oviv

p(w) = (2.153)

M = B~'/24B~1/2 ist symmetrisch (warum?) und die Maximierung des gene-
ralisierten Rayleigh-Quotienten ist auf den einfachen Fall zuriickgefiihrt worden.
Der Vektor w des urspriinglichen Problems ergibt sich aus der Losung fiir (2.153)
gemif w = B~1/2y.

Die Gleichung (2.151) fithrt durch Multiplikation von links mit B~! auf

B 'Aw = \w, (2.154)
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d.h. w ist ein Eigenvektor der nicht-symmetrischen Matrix BV 1A, und \ ist der
zugehorige Bigenwert. Multipliziert man diese Gleichung von links mit B'/2, so
erhélt man

BY?B~'Aw = B~'/?Aw = AB"?w.

und nochmalige Multiplikation von links mit B~Y2 fiihrt zu
B7Y2AB %y = \v. (2.155)
Damit hat man mit (2.155) ein Eigenwert- und Eigenvektorproblem der bekannten

Art fiir symmetrische Matrizen.

Die Eigenvektoren v; symmetrischer Matrizen sind bekanntlich orthonormal.
Die Losung fiir den generaliserten Rayleigh-Quotienten durch die Lésung fiir den
gewOhnlichen Rayleigh-Quotienten in einem transformierten Raum gegeben ist.
Man kommt damit zu der Aussage (Shaw-Taylor & Christianini (2004), p. 162)

Satz 2.25 Ein beliebiger Vektor v kann als Linearkombination der wj, j =
1,...,k angeschrieben werden. Fiir die FEigenvektoren des generalisierten Figen-
vektorproblems Aw = ABw gelten die Relationen

1, i=j

o iz (2.156)

w;-Bwj = (51']', wg-ij = (5z'j/\i> 5ij = {

Beweis: Es war v = BY/?w, und als Losungen von (2.155) sind die v; orthonor-
mal. Es ¢ # j und A; # 0. Dann folgt, wegen Aw = ABw (vergl. (2.154)) und
damit Bw = (1/\)Aw,

1
0=vjvj = W;BI/QBI/QWJ- = w;Bw; = )\—wiij;
J

nach (2.151) gilt ja Aw = ABw und deshalb (1/\;)Aw = Bw. Damit gilt (2.156)
fiir den Fall ¢ # j.

Nun sei ¢ = j; es ist 1 = viv; = wgBl/QBl/Qwi, also
)\i = )\ivgvi = )\Z'WéBl/zBl/QWi = )\ZW;sz = WiAWZ',
und dies ist (2.156) fur den Fall i = j. O

Die Maximierung von (2.156) (Maximierung unter Nebenbedingungen, S. An-
hang) fiithrt auf die Gleichung (2.154).

Satz 2.26 Fir den generalisierten Rayleigh-Quotienten gilt

p1 < p < pa, (2.157)

und p1, p2 sind durch die Eigenvektoren definiert, die zum kleinsten bzw. grofiten
FEigenwert korrespondieren.
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Der Beweis ergibt sich analog zum Beweis fiir den Rayleigh-Quotienten fiir sym-
metrische Matrizen (Satz von Courant-Fisher, Seite 82).

Satz 2.27 Gilt Av = ABv und sind A und v die Figenwerte und Figenvektoren
fiir den generalisierten Rayleigh-Quotienten, so kann A gemdf

A=>"X;Buv;(Bv;) (2.158)
j=1

zerlegt werden.

Beweis: Fiir eine beliebige symmetrische Matrix C' mit der Matrix P der Ei-
genvektoren und der Diagonalmatrix A = diag(\q,...,\,) der Eigenwerte gilt
bekanntlich C = Zj )\jpjp;-. Die Matrix B~1/24B~1/2 ist symmetrisch, mithin
gilt

,
BT2ABTV2 =) " Avivh
j=1
Multipliziert man von links mit B'/2 und von rechts ebenfalls mit B/2, so folgt

A= Z )\jBl/Q(Bl/ZVjVj), = Z )\jBWj(BWj),,
J=1 J

und das war zu zeigen. O
2.8 Weitere Befunde

2.8.1 Die Zentrierungsmatrix

Die Zentrierung einer Datenmatrix kann durch eine Matrixmultiplikation bewerk-
stelligt werden:

Definition 2.15 Es sei 1 = (1,1,...,1)" ein m-dimensionaler Vektor, dessen
Komponenten alle gleich 1 sind, und 11" ist das dyadische Produkt von 1 mit sich
selbst. Dann heif$t

1
H,=1-—11. (2.159)
m
Zentrierungsmatrix.
H s hat die Form
_ 1 _1 _1 _1
m? m? m’ ? m
"
Hp, = " S m (2.160)
R U U
m m m m



Ist X eine nichtzentrierte (m,n)-Matrix und ist X, die korrespondierende spal-
tenzentrierte Matrix, X,. die korrespondierende zeilenzentrierte Matrix so gilt

Xoo = HpX, X..=XH,. (2.161)

Es gilt der

Satz 2.28 Die Zentrierungsmatriz hat die Eigenschaften:

1. H,, ist idempotent (eine Matriz M ist idempotent, wenn MM = M ),

2. H,, ist symmetrisch und positiv-semidefinit>°,

3. H,, hat einen Figenwert A = 0 und den Figenwert 1 mit der Multiplizitdt
m — 1, d.h. Hp, hat den Rang rg(Hy,) =m — 1,

Beweis: Es gilt

1 —— ]_ ——
HnH, = (I-—=11)(1-—11)
m m
]. ——, ]. ——, ]_ ——y o
= J— —J111" - —I11" + —211’11’
m m m
1 -
= - —I11" = H,,
m
denn
T = 1" T = m1T,
d.h. H,, ist idempotent. Weiter gilt
H, = (- 200y =1 — (Li1y = 1- 21T = & (2.162)
mn m m m m '

d.h. H,, ist symmetrisch. Damit ist H,, gem&fl Definition 2.21 eine Projektions-
matrix. Nach Satz 2.37 (Seite 129) hat H,, dann die Eigenwerte 0 und 1. Da H,,
reell und symmetrisch ist, ist der Rang von H,, gleich der Anzahl von von Null
verschiedenen Eigenwerte, mithin ist der Rang von H,, gleich rg(H,,) = m — 1,
d.h. Hy, hat keinen vollen Rang und ist damit singulédr. Nach Definition 2.4 ist
H,, positiv-semidefinit, wenn fiir x € R™ die Relation x'H,,x = k > 0 gilt. x'H,,
ist ein Zeilenvektor; die j-te Komponente von x’H,, ist

1 Ti_1 1 Tiy1 T 1
N s +x](1——)——] — =g - — Ti=xj—T
m m m m
=1
Dann ist
m
X/HmX:aU%—:rla_H—x%—xga_c—i—---—xzn—xmi:g x?—m@zzk,
=1

36d.h. H,, ist eine Projektionsmatrix, s. Abschnitt Projektionsmatrix
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so dass

also ist H,, positiv-semidefinit.

Der Kern von H,, ist ker(H,,) = {x|H,,x = 0}. Man hat

o Twm Tw T 2 0
_%, 1— %7 —%7 , —% ) _ 0
_%7 _%, _%’ , 11— % T 0
Fiir die i-te Komponente von 0 findet man dann
r,—r=0=>ux,==2
fiir alle 4, d.h. die Komponenten von x sind identisch, x = (z,z,...,z)". Da sich

die Orientierung eines Vektors nicht &ndert, wenn er mit einem Skalar multipli-

ziert wird, ist
1
JX= (1,1,...,1),
d.h. die Orientierung der x aus dem Kern von H,, ist identisch mit der von
1= (1,1,...,1). Der Kern ist damit ein 1-dimensionaler Teilraum des R™. [
Es sei X eine unzentrierte Datenmatrix, X, sei die zugehotrige spaltenzentrier-
te Matrix. Dann gilt

X,=H,X, X'X,=XH H,X=XH:X=XH,X, (2.163)

wegen der Symmetrie und Idempotenz von H,,.

Der Rang zentrierter Datenmatrizen: Nach (2.161) ist X,. = H,, X, so dass
wegen (2.56)
rg(Xse) < min[rg(Hp, ), rg(X)]. (2.164)

Satz 2.29 Es ist rg(Hp,) = m.

Beweis: Zu zeigen ist, dass die Darstellung des Nullvektors 0 als Linearkombina-
tion der Spaltenvektoren von H,, nur moglich ist, wenn alle Koeffizienten a; = 0
gilt. Allgemein hat man

1—-1/m —1/m —1/m

—1/m 1—1/m —1/m .
ay : + az : +-tam : =0

—1/m —1/m 1-1/m
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Mit S = )", a; gilt dann speziell fir die i-te Komponente von 0

1 m—1
0= CLZ(]. — %) — T(S — az),
d.h. ) )
m ai:m (S—aj)=a =S5
m m
so dass 1
a; = 55’, i=1,....m
Andererseits hat man
-1
m-—- a; = (m —15—1—72@“

m -

7
woraus 0 = (m — 1)S, d.h. § = 0 folgt. Dann folgt a; = S = 0 fiir alle i. Damit
folgt, dass die Spaltenvektoren von H,, linear unabhingig sind, d.h. H,, hat den
vollen Rang m. g

Bei Datenmatrizen stehen die m Zeilen fiir die m Félle und die n Spalten
fiir die gemessenen n Variablen, und man hat m > n. Die Gleichung (2.164)
impliziert dann

rg(Xse) =rg(X) <n. (2.165)

2.8.2 Die Beziehungen zwischen verschiedenen Basen

Es sei V ein n-dimensionaler Vektorraum. Jede Menge von n linear unabhéngigen,
n-dimensionalen Vektoren aus V ist eine Basis von V, und es fragt sich, welche
Basis man wihlen soll, wenn man eine Menge von Datenvektoren x;, j = 1,...,n
als Linearkombination von Basisvektoren reprisentieren will. Bevor auf diese Fra-
ge niher eingegangen wird, sollen ein paar grundséitzliche Sachverhalte geklért
werden.

Es seien B = (by,...,by) und C = (cy, ..., cy,) irgend zwei Basen des Vektor-
raums V. Dann gilt

LB)=L(C) =V

und damit sind die b; € £(C) und die c¢; € £(B). Jeder Basisvektor c; ldft sich
als Linearkombination der Basisvektoren b; darstellen und umgekehrt, d.h. es
gelten die Gleichungen

c; = tljbl—i-'”—i-tnjbn:Btj, j=1....n (2.166)
bj = S81j€C1 + -+ SpjCp = C’sj (2.167)

wobei B eine Matrix ist, die entsteht, wenn man die b; spaltenweise zu einer
Matrix zusammenfasst, und analog dazu ist C' die Matrix, deren Spaltenvektoren
die ¢; sind. Die Koeffizienten t;; und s, 1 < k < n, kénnen zu Vektoren t; =
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(t1js- - tn;) und sj = (S1j,. .., Sn;)’ zusammengefasst werden. Ist 7' die Matrix
mit den t; als Spaltenvektoren und S die Matrix mit den s; als Spaltenvektoren,
so sind (2.166) und (2.167) dquivalent zu

C = BT (2.168)
B = CS. (2.169)

Diese Gleichungen reprisentieren die Moglichkeit eines Basiswechsels, d.h. des
Ubergangs von einer Basis zu einer anderen, wobei sich zeigt, dass zwischen den
Matrizen S und T eine enge Beziehung besteht. Setzt man nédmlich die rechte
Seite von (2.169) fur B in (2.168) ein, so erhdlt man C' = CST. C hat — da
die Spaltenvektoren eine Basis reprisentieren — den vollen Rang n, so dass C~!
existiert, so dass

clc=07'CST=5T=1

folgt; aus demselben Grund hat auch B vollen Rang n, so dass weiter rg(C) =
rg(BT) folgt. Nach Satz 2.6, Seite 57, gilt

rg(C) < min(rg(B),rg(T)) <rg(B), rg(B) < min(rg(C),rg(S),

und man kann
rg(S) =rg(T) =n

schlieflen; wire rg(T) < n, wiirde rg(C) < rg(B) folgen, was nicht méglich ist, da
ja rg(B) = rg(C) gelten muf; eine analoge Argumentation gilt fiir den Rang von
S. Dann folgt aus ST = I die Bezichung

S=1"1 (2.170)

und analog dazu S~! =T.

Natiirlich ist der Fall moglich, dass die Vektoren x; linear abhiingig sind, so
dass die aus den Spaltenvektoren x; bestehende Matrix X einen Rang r kleiner
als min(m, n) hat. Dann sind B, und C, (r,r)-Matrizen und die vorangegangenen
Betrachtungen iibertragen sich auf diesen Fall.

Formal sind die verschiedenen Basen eines Vektorraums insofern dquivalent,
als sie es ermoglichen, alle Vektoren des (Teil-)Vektorraumes als Linearkombi-
nationen der Basisvektoren darzustellen. Will man zu einer Matrix X zusam-
mengefasste Daten interpretieren, so mufl man sich fiir eine moglichen der Basen
entscheiden. Die Entscheidung mufl anhand von Kriterien geschehen, die sich aus
dem Begriff des Vektorraums oder dem der Basis eines Vektoraumes selbst nicht
herleiten lassen. Ein Ausgangspunkt fiir die Suche nach einer (Teil-)Basis kann
stets die SVD gewiihlt werden. Setzt man L = QA'/2, so hat man X = LT', T
die Matrix der Eigenvektoren von X’X, und L'L = A eine Diagonalmatrix, d.h.
die Spaltenvektoren Ly, k = 1,...,7 < min(m,n) sind orthogonal, weshalb man
die L; unabhéingig voneinander interpretieren kann. Diese Moglichkeit ist aller-
dings mit Vorsicht zu betrachten: eine Korrelation gleich Null bedeutet ja nicht
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notwendig auch stochastische Unabhéngigkeit; diese Interpretation setzt gewisse
Annahmen iibner die Verteilung der Daten voraus, worauf an dieser Stelle nicht
weiter eingegangen werden kann. Jedenfalls gilt wegen der Orthonormalitit von
T die Beziehung

XT =1L,

d.h. die Basisvektoren Lj ergeben sich als Linearkombinationen der Datenvekg-
toren x;. Will man auf die Variablen (repréasentiert durch die Spalten von X)
fokussieren, so betrachte man den Fall X = QA’, mit A = TAY2, und wegen der
Othonormalitéit on @ hat man Q'X = A’ oder

X'Q=A4,

d.h. die n-dimensionalen Spalten von A ergeben sich als Linearkombinationen der
Zeilenvektoren von X.

Der Ubergang zu einer anderen Basis bedeutet nun die Multiplikation etwa
von L mit einer orthogonalen Matrix U. Man erhélt

XTU = LU,

und setzt man V = LU, so erhilt man (Multiplikation von rechts (i) mit U1,
(ii) mit T")

X=LUU'T'=vW' W=1U""}, (2.171)
d.h. die Transformation von L mit U geht mit einer Transformation von 7' mit
der Transformationsmatrix U ! einher.

2.8.3 Die Pseudoinverse einer Matrix

Es werde das Gleichungssystem Ax =y betrachtet, wobei A eine (m,n)-Matrix
sei mit m > n. x ist ein n-dimensionaler Vektor, dessen Komponenten die Un-
bekannten sind. Man hat jetzt mehr Gleichungen als Unbekannte. y ist ein m-
dimensionaler Vektor. Ist y € £(A), d.h. ist y eine Linearkombination der Spal-
tenvektoren von A (L(A) ist die lineare Hiille der Spaltenvektoren von A), so
existiert x, andernfalls — wenn y keine Linearkombination der Spaltenvektoren
von A ist (y ¢ L(A)), so existiert x nicht.

Man kann nun eine Pseudoinverse (auch: generalisierte Inverse) AT definieren:

Definition 2.16 Die Matriz A" heifit Pseudoinverse oder Moore-Penrose-Inverse,
wenn sie die folgenden Bedingungen (Moore-Penrose-Bedingungen) erfillt:

1. AATA= A,

2. ATAAT = AT

3. (AAT)* = AAT

4. (ATA)* = AT A.
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Anmerkung: Die Bedingungen 3. und 4. beziehen sich auf Matrizen mit komplex-
wertigen Elementen; der Stern definiert die konjugiert komplexe Zahl einer kom-
plexen Zahl. In diesem Skript werden keine komplexen Matrizen und Vektoren
betrachtet, so dass 3. und 4. nicht weiter beriicksichtigt werden miissen, die beiden
Punkte sind nur der Vollstéindigkeit halber mit aufgefiihrt worden. O

Fiir das Gleichungssystem Ax = y kann nun leicht eine Pseudoinverse ge-
funden werden, wenn rg(A) = n ist. Dann hat A’A ebenfalls den Rang n, d.h.
A’ A hat vollen Rang, so dass die Inverse (A’A)~! existiert. Man hat dann nach
Multiplikation von Ax =y von links mit A’ die Gleichung

AAx = Ay = x=(AA) 1Ay, (2.172)

Firy € £(A) ist x die exakte Losung fiir das Gleichungssystem, und fiir y ¢ £(A)
liefert (A’A)~! A’y die Kleinste-Quadrate-Approximation X fiir x, d.h. man hat

orsan- (3 3360

(vergl. Abschnitt 4.4.3, Gleichung (4.25), Seite 146).

Die Matrix (A’A)"1A’ ist eine Pseudoinverse fiir A. Um diese Behauptung
einzusehen, geniigt es, die Bedingungen 1. und 2. zu iiberpriifen. In Bezug auf 1.
hat man

(2.173)

A((AA)TTANA = A(AA)TAA = A,
und in Bezug auf 2. hat man
(ATA)TTANA((AA) A = (A A)TTAAAA)IA = (A'A)L A,

d.h. (A’A)~1 A’ ist eine Pseudoinverse fiir A. O

Der folgende Ansatz, eine Pseudoinverse zu definieren, gilt auch fiir den Fall
rg(A) = r < min(m,n) (Stewart (1973)). Es sei

1/2
A=QST, T = < Ag 8 ) (2.174)

die Darstellung von A durch die SVD. @ ist die (m, m)-Matrix der orthonormalen
Eigenvektoren von AA’, T ist die (n,n)-Matrix der orthonormalen Eigenvektoren
von A’A, und A, ist eine (r,r)-Matrix der von Null verschiedenen Eigenwerte von
AA' bzw. A’A. X ist eine (m, n)-Matrix, deren Elemente bis auf die Diagonalzellen
von A, gleich Null sind. Dann ist

—1/2
A=A =T ( ATO 8 ) Q' (2.175)
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eine Pseudoinverse fiir A. Denn nach 1. mufl AATA = A gelten, und man findet,
indem man die SVD fiir A einsetzt,

A, O A2 0 AYZ o AY2 o
r 7 A ' r T = r T = A
Q( 0 0> < o 0)9% 0 o N ’

und nach 2. mufl ATAAT = AT gelten:

A2 o N A AYE 0N AV 00 AV 0
T & r 77 A 7| A =
( o 099 o o 0o o0)Y 0o o0)Y

d.h. (2.175) definiert tatséchlich eine Pseudoinverse.

2.8.4 Vektor- und Matrixnormen

Es ist immer wieder von normierten Vektoren die Rede gewesen: ein Vektor x ist
normiert, wenn ||x|| = 1, wobei ||x|| die Linge im Sinne des Satzes von Pythagoras
ist, man spricht auch von Euklidischer Norm. Dies ist ein Spezialfall, die Norm
eines Vektors kan allgemeiner definiert werden.

Die Norm eines Vektors definiert, in welchem Sinne von der "Go6f3e” eines Vek-
tors gesprochen werden soll, - die iibliche euklidische Norm ||x|| = (3, 2)/2 de-
finiert die Linge des Vektors x als seine "Gro8e™7. Ebenso kann eine Matriznorm
definiert werden. Dieser Begriff erweist sich als niitzlich, wenn bestimmte Maxima
oder Minima gefunden werden sollen, etwa die Varianzen von Projektionen einer
Punktekonfiguration auf bestimmte Dimensionen, oder die Giite der Approxima-
tion an eine Datenmatrix. Es wird zuerst der Begriff der Vektornorm spezifiziert:

Definition 2.17 Es seien € R™ n-dimensionale Vektoren. Eine Vektornorm
ist eine Abildung f : R™ — R (d.h. es wird einem Vektor x eine bestimmte reelle
Zahl zugeordnet), die den Bedingungen

1. f(2) = 0,

2. flz+y) < f(=) + fy),

3. flax) = af(x), fira e R

gentigt. Dann heifit f eine Vektornorm. f wird durch f(x) = ||| notiert. Der
Einheitsvektor in Bezug auf eine Norm || - || ist derjenige Vektor, fir den ||| = 1
gilt.

Von besonderem Interesse sind die p-Normen
1/p

Il = (P 4+ ) = [ S| (2.176)
j=1

37Um sich eine inhaltliche Vorstellung zu machen, stelle man sich vor dass die Komponenten
x; von x MaBe fiir Begabungen M, ..., M, reprisentieren. Dann ist ||x|| ein mdgliches Ma$ fiir
die Gesamtbegabung einer Person.
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Fiir p = 1 erhélt man die 1-Norm
Il = (a4 + lzal) = 3 Jol. (2.177)
j=1

und fiir p = 2 die euklidische Norm

1/2
n
Ixllz = (f1] + -+ |22 = [ Dl | = Va'x, (2.178)
j=1
Fiir p = oo schlieBlich findet man die Maximum-Norm
xlloo = max |a:. (2.179)

Die Maximum-Norm ergibt sich aus der p-Norm fiir p — co. Es seil £ = Tpax die
maximale Komponente von x. Dann ist

1/p

n
|z |P
[%[lp = | |zkl 2 il

Wegen |z;|/|zi| < 1 fiir alle j # k folgt limy, o0 |7 /|2x|P — O fir j # k und
|z [P /|zx|P = 1 fir j = k, so dass

lim [xllp = @ = T

Matrixnormen: Der Begriff der Norm kann auch auf Matrizen angewendet wer-
den:

Definition 2.18 Es sei R™*" die Menge der rellen (m,n)-Matrizen®®. Eine Ma-
trixnorm ist eine Abbildung || - | : R™*™ — R4, Ry die Menge der reellen Zahlen
grafler oder gleich Null, und A — || Al|| derart, dass

1. ||A|l = 0 genau dann, wenn A =0 die Nullmatriz ist,

2. X[ = AJI4],

5. |A+B| < ] + Bl

gilt. Zusammen mit der Norm ||-|| wird der Vektorraum der (m,n)-Matrizen dann
zu einem normierten Vektorraum3® (R™*™ || - |]).

38Diese Definition ist etwas vereinfacht formuliert, eigentlich muf es heiffen: es sei K = R der
Kérper der rellen Zahlen und K™*™ = R™*" die Menge der reellen (m,n)-Matrizen, etc

39Hier wird vom allgemeinen Begriff des Vektorraums Gebrauch gemacht, demzufolge auch
Matrizen als "Vektoren” aufgefasst werden konnen, so dass auch Mengen von Matrizen einen
Vektorraum bilden kénnen. Der Begriff des Vektorraums bezieht sich ja eigentlich nur auf die
Kombination bzw. Verkniipfungen von Elementen einer Menge!
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Es gibt verschiedene Normen, von denen hier einige als Beispiel genannt wer-
den:

1. Die Frobenius-Norm.

1/2

1AIE = | DD el |- (2.180)

i=1 j=1

Fir diese Norm wird auch der Name Schur-Norm oder Hilbert-Schmidi-
Norm verwendet.

2. Die p-Norm: sie ist definiert durch

A
Allp = mag 2%l
x#£0 ||XHp

(2.181)

Da Ax =y ein Vektor ist, ist ||Ax||, eigentlich eine Vektornorm; allgemein
heilen Normen der Form

| Ax]
<]

durch eine Vektornorm induzierte Normen.

| Al = max (2.182)

Die Frobenius- und die p-Norm sind die am h#ufigsten vorkommenden Ma-
trixnormen. Fiir ||Al|, gilt, wenn A eine (n,n)-Matrix ist,

(45

Speziell fir p = 2 ist mit y = Ax die Norm [|Ax||2 durch die Norm |y|l2 =
(¥'y)/? = |yl gegeben, und nach dem Courant-Fischer Theorem 2.20 findet
man

Al = sup
x7#0

= max [|Ax][,. (2.183)

p =1

HAH2 = mnax ||AXH2 Y/ >\max7 (2184)

lIx[l2=1

wobei A\pax der maximale Eigenwert von A’A ist. Fiir die Frobenius-Norm findet
man

Satz 2.30 Es sei A eine (m,n)-Matrix. Fir die Frobenius-Norm ||A||r gilt
n
|A||% = spur(AA') =) "), (2.185)
i=1

wobei A\ > Ao > --- > N\, die Eigenwerte von A’A sind.
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Beweis: Auf A kann die SVD angewendet werden: A = QAY/2P/, Aj > 0fiir j =
1,...,n. Dann ist AA = QAY2P'PAY2Q' = QAQ’, und die Diagonalelemente
von QAQ’ sind von der Form ), /\iqui fiir 7 = 1,...,n Die Spur von A’A ist die
Summe dieser Diagonalelemente, d.h.

spur(AA) =3 > Nigg =3 N )iy
j=1i=1 =1 j=1

Aber Z?:l qu =1 fiir alle 4, da @ orthonormal ist, d.h. die Eigenvektoren haben
alle die Lange 1. Damit ist (2.185) gezeigt. O

Anmerkung: A = QA'Y/2P’ impliziert A’A = PAP' und wegen der Orthonor-
malitéit der Spaltenvektoren von P folgt in analoger Weise

spur(A’A) = Z Aj. (2.186)
i=1

2.8.5 Die Approximation von Matrizen

Der folgende Satz macht eine Aussage iiber die Giite der Approximation einer
Matrix A durch eine Matrix mit kleinerem Rang. So sei etwa A = X eine Daten-
matrix mit dem Rang n und man will versuchen, X durch eine Matrix X, mit
dem Rang r < n zu approximieren, d.h. durch moglichst wenige latente Variable
zu "erkléren”.

Satz 2.31 Es seien A und A (m,n)-Matrizen, m > n, und es seien die Matrizen

A und Ay, durch
n k
A=QANPP =" \/Njqp),  Ap= QAP P = > VAigp (2.187)
j=1 j=1

definiert, wobei A = diag(A1,Aa, -+, An) mit Ay > Ao > -+ > Ny und A =
diag(A1, Aa, -+, A\g) mit k < n sei. Dann gilt

A = Agll2 = Akt (2.188)
Beweis: Es ist A = QLP, A, = Q¥,P', wobei & = AY2, %, = A% A die

Diagonalmatrix der Eigenwerte von A’A, Ay die Diagonalmatrix der ersten k
Eigenwerte. Dann ist

A— AL, =QYP — QX P =Q(X - Xp)P = Q¥*P,
¥* = diag(0,...,0,0k41,...,00), 05 = /Aj. Da ||All2 = omax = o1 im Falle
k
geordneter Singularwerte o;41 > --- > oy, folgt

|A— Agll2 = oktr1 = V/ Abt1,
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da nun o1 der maximale Singularwert ist. O

Anmerkungen:

1. Die Approximation wird trivialerweise immer besser, je grofler der Wert von
k ist, da ja der Wert von Ap41 mit grofler werdendem £ immer kleiner wird.
Der nichttriviale Teil der Aussage ist, dass ||A — Ag||2 gerade dem Wert von

v/ Ak+1 entspricht.

2. Bei der Approximation von A durch Ay wurde von der SVD von A Gebrauch
gemacht. Die Gleichung A = QA'/2P’ ist insofern trivial, als die SVD stets
gilt. Dass man A durch A, approximiert, wobei Ay nur durch die ersten
k Terme der SVD definiert ist, kann zur Frage fithren, ob es eine andere
Reprisentation fiir Ay gibt, die nicht auf der SVD beruht, aber besser ist
in dem Sinne, dass ||A — Ag|l2 < \/Ak+1. Eine solche gibt es nicht, wie noch

gezeigt werden wird.

3. Man vergleiche die Aussage (2.188) mit der Aussage (2.187) von Satz 2.20.
Wie die Gleichung (2.126), also die SVD von A, zeigt, ist A additiv durch
Matrizen aufgebaut, die jeweils als dyadisches Produkt der Singularvektoren
q; und p; definiert sind und die jeweils den Rang 1 haben (vergl. Satz 2.5,
Seite 56). Der Rang rg(A) < min(m,n) ist durch die Anzahl der von Null
verschiedenen Eigenwerte A; und damit durch die Anzahl der von Null
verschiedenen o,q;p, gegeben. Da die ersten k Eigenwerte von A und Ay
identisch sind, enthélt die Differenz Al/2 — A,lc/ 2 nur Nullen, und der erste
von Null verschiedene Wert in der Diagonalen ist ox41 = v/ Ak+1. Da die
Eigenwerte A; in A der Grofle nach angeordnet sind, ist 041 nun der grofite
Singularwert fiir A — Ay. O

Im Folgenden bedeutet minyg(p)—y | X — BJ| bzw minyg(p)— [|X — Bl die-
jenige Matrix B, die (i) den Rang rg(B) = k hat und die (ii) den Wert fiir die
Norm || X — B|| bzw. || X — B||r minimiert. Es kann nun der folgende Satz bewiesen
werden:

Satz 2.32 Es seien A und B (m,n)-Matrizen mit m > n, wobei A den Rang r
und B den Rang k < r habe. Weiter sei

k
A= QNP =3 /N g1, (2.189)
j=1

Ay die zu den ersten® k Eigenvektoren korrespondierenden Eigenwerte von X
enthdlt. Dann gilt

i A—Blla=|A— Aylls = Y 2.190
Beng%(B):kH 2 = | kll2 = orpa k1 (2.190)

19Fs wird angenommen, dass die Eigenwerte der Gréfie nach geordnet sind, A1 > Ao > -+ > Mg
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Anmerkung: Dieser Satz wird gelegentlich als Satz von Eckart & Young be-
zeichnet, weil Eckart & Young (1936) eine derartige Aussage vorgestellt haben,
allerdings nicht mit diesem Beweis. Tatséchlich hat schon Schmidt (1907) diese
Aussage vorgestellt, und Mirsky (1960) hat diesen und den folgenden Satz 2.33 in
allgemeiner Weise bewiesen, so dass auch zusammenfassend vom Schmidt-Mirsky-
Theorem gesprochen wird.

Beweis: Zur Vereinfachung werde

[A = Buin || = min A= Bl
BeRm™ rg(B)=k

gesetzt. Zu zeigen ist, dass

min A= Bl = |4~ Ay
BeR™ 18(B)=k

Dazu werde angenommen, dass
|A = Buinll < [|A — Ag[l2.

Die Ungleichung bleibt bestehen, wenn beide Seiten mit dem gleichen Faktor (>
0) multipliziert werden. Fiir alle n-dimensionalen Vektoren b gilt dann

A = Buin||[b[} < |4 = Ag[l2[[b]| = o1 [|b].
Dann gilt auch
(A = Buin)b|| < [I(A = Ap)b|| < opsa|b]].

Insbesondere kann dann b als Linearkombination der ersten k+1 (Eigen-)Vektoren
von P gewahlt werden: sind also gerade die ersten k41 Spalten von P die Spalten
von Pyi1,s0seib = Py 1Xx=x1P; + + Tp41Pgy- Es ist

-Bminb = BminPk—i—lXa

Binin Pr+1 ist also eine (m x (k+1))-Matrix. Nach Satz 2.6, Gleichung (2.56) (Seite
57) ist aber rg(BminPr+1) < min(rg(Bmin)),rg(Prt1)) = k, da ja rg(Bmin) = k
nach Voraussetzung. Dann folgt aber

rg(BminPk+1) + dim(kern(BminPk+1)) =k+ 1,

d.h.
dim(kern(BpinPr+1)) > k+1 -k =1.

Also enthélt kern(Byin Px+1) mindestens einen Vektor x mit B Pry1X = 0. Es
sei also x € kern(Bpin Px+1); dann folgt

[Ab — Buinb|| = [|APp41x[| < [[(APpi1x = ApPryax|| < o4 ][b]]-
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Es ist aber
|A Prgrx|| < [[(A = A Pega||Ix]| < orqrlb],

d.h.
01 < Of+1,

im Widerspruch zu o1 > oj41. Damit gilt (2.190). O

Satz 2.33 (Satz von Schmidt-Mirsky) Es sei A und Buyin (m,n)-Matrizen mit
m > n, wobei A den Rang r und B den Rang k < r habe, Bnin sei wie in Satz
2.82 definiert und Ay sei wie in (2.189) definiert. Dann gilt

zn: A, (2.191)

j=k+1

||A - Bmin”F =

wobei || - || die Frobenius-Norm ist.

Beweis: Die Anwendung der SVD auf A — Ay liefert

14 — A2 = |Q(AY? — A/ P = ZA - Z No= AR - 3 A

j=k+1 j=k+1

Bin kann als Summe von durch dyadische Produkte definierte Matrizen definiert

werden, also
m1n - § Xija

wobei die x; m-dimensionale und die y; n-dimensionale Vektoren sind. Da auch
fiir Bimin eine Singularwertzerlegung gilt, konnen fiir x; und y; die jeweils mit
/0 multiplizierten Links- und Rechtssingulérvektoren von Buin gewéhlt werden,
d.h. man kann orthogonale Vektoren wéhlen. Zu zeigen ist dann, dass

k k
1A= x5yl = A7 =D A
i=1 j=1

Nach Definition der Frobenius-Norm hat man

k
A=Y xwilE = spur | (4= D xy,) (4= Y xy))
j=1 : ‘

j=1 j=1
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Es ist spur((y; — A'x;)(y; — A'x;)) > 0, spur(A’x;x;A) = || A'x;| und es ist zu

zeigen, dass
k k
DolIARP <N
j=1 J=1

Die SVD von Asei A = QXP’, und essei Py = [|py] ... |pPk|0], P> = [|0|pgr1|-- - |Pnl]s
sodass P = [P;|P,]. Analog dazu sei X1 = diag(o1,...,0k), Yo = diag(oki1, ..., 0n).
Dann hat man

A%, = |QSP||7 = |SP'%;|% =
= ||IS1P{x]|F + |Z2P5x ]| T + M — M + M (|1 P'x5]) — |11 1|3 — (|1 Pox;]|7)
= M+ (IZ1Pix5 |7 — el Pixj 1 F) — Ae(L = || P'x41 %)

/

~~

(1) 2)

Der Term (1) ist positiv, ebenso (2), da P orthonormal, und x; ist ebenfalls
orthonormal. Dann folgt

k k
DIAXIP < R+ Y (ISP = Al Pixs)1%)
j=1 j=1
k k
= EAe+ DY (= A)IVix [
j=1i=1
k k
< D Qi) =)0
=1 7j=1

2.9 Lineare Gleichungssysteme

In Abschnitt 1.4, Seite 24 wurde zur Illustration der Darstellbarkeit von Vektoren
als Linearkombination anderer Vektoren bereits ein System von zwei Gleichungen
mit zwei Unbekannten betrachtet; man kann das System in der Form Xa =y
schreiben, mit X = [x1,x3] und a = [aj,as]. Die Losung fiir die unbekann-
ten Koeffizienten a7 und ao ist eindeutig, wenn die Vektoren x; und xo linear
unabhéngig sind; sind sie linear abhéngig, so ist die Losung nicht mehr eindeu-
tig. Nicht betrachtet wurde der Fall y = a1x; + asxo + aszxs, wobei y,x; und
x3 2-dimensionale Vektoren sind; allgemein ist dies der Fall, wenn man weniger
Gleichungen als Unbekannte hat. Die Losungsgesamtheit hingt dann vom Rang
der Matrix X = [x1, X2, x3] ab. Im Folgenden wird ein allgemeiner Losungsansatz
vorgestellt, wobei allerdings die Notation geindert wird. Die Matrix X wird in A
umbenannt, und der Vektor a der Unbekannten wird in x umbenannt, — damit
wird die allgemein iibliche Schreibweise verwendet.
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Es sei also A eine (m,n)-Matrix, x ein n-dimensionaler Vektor, und y ein
m-~dimensionaler Vektor, und es gelte

Ax =y, xeR" yeR™ (2.192)

Formal bedeutet diese Gleichung, dass y eine Linearkombination der Spalten-
vektoren von A ist oder sein soll. x ist dann der Vektor der Koeffizienten: gilt

A=lay,...,a,),x=(21,...,2,), so hat man
Ax = r1a; + 2080 + - xpa, =y (2.193)
Die Komponenten x1, . .., x, seien nicht bekannt. Die Gleichung Ax = y kann als

ein System von m linearen Gleichungen mit n Unbekannten, ndmlich den Kom-
ponenten von x, gesehen werden. x ist n-dimensional, y ist m-dimensional. Sind
A und y vorgegeben, so stellt sich die Frage, ob es iiberhaupt einen Losungsvek-
tor x gibt, und wenn ja, ob der Losungsvektor eindeutig ist oder ob es mehrere
Losungsvektoren gibt.

Zunichst werde zwischen zwischen zwei Arten von Gleichungssystemen un-
terschieden:

ann heiffit das Gleichungssystem homogen,

0.D
0. Dann heiBt das Gleichungssystem inhomogen.

y =

Y F
Definition 2.19 FEs sei A eine (m,n)-Matriz mit dem Rangr = rg(A) < min(m,n).
und Ax = y sei ein System von Gleichungen. Weiter sei

kern(A) = {ze€R"|Az =0} (2.194)
L(A) = {yeR"|Az=y}. (2.195)

kern(A) heifst Kern von A, und L(A) ist die lineare Hiille der Spaltenvektoren
von A.

Anmerkungen:

1. kern(A) ist ein (Teil-)Vektorraum: sind die Vektoren x; und x3 Elemente
aus kern(A), so rechnet man leicht nach, dass dann auch byix; + byxs €

kern(A) (b1, by € R) giltt!.

2. Damit eine Losung x existiert, miissen die Matrizen A und (A,y) (die um
die Spalte y erweiterte Matrix A) denselben Rang haben; dies folgt sofort
aus der Tatsache, dass y eine Linearkombination der Spalten von A sein
muf, damit eine Losung x existiert. O

4'In Definition 4.3, Punkte 4., Seite 153 wird der Begriff des Kerns einer Abbildung eingefiihrt.
Die Matrix A definiert eine Abbildung, und (2.194) definiert damit den Kern einer Abbildung.
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Der folgende Satz gilt fiir beliebige (m,n)-Matrizen X; er wird hier fiir X = A
angeschrieben, weil er in Bezug auf das Gleichungssystem Ax = y interpretiert
werden soll:

Satz 2.34 Es sei A eine (m,n)-Matriz mit der SVD A = QXT', wobei Q aus
den Spaltenvektoren q, ..., q, und T aus den Spaltenvektoren ti,...,t, bestehe;
ist rg(A) = r < min(m,n), so sind r Singularwerte oy gréfer als Null und die
restlichen sind gleich Null. Dann gilt

L(A) = L(g,---,4,) (2.196)
kern(A) = L(t41,...,ts), s=min(m,n) (2.197)
rg(kern(A) + rg(L(A)) = min(m,n) (2.198)

Beweis: Der Beweis wird fiir den Fall n < m (hochstens so viele Unbekannte wie
Gleichungen) gefiihrt, der Fall m < n (weniger Gleichungen als Unbekannte) ist
analog. Wegen A = QXT" sind die a; Linearkombinationen der r < min(m,n)
Spaltenvektoren q; von Q; als Eigenvektoren von AA’ sind die q;, paarweise or-
thogonal und damit linear unabhéngig; sie bilden eine r-dimensionale Teilbasis
des R™. Damit sind auch alle Linearkombinationen der a; als Linearkombinatio-
nen der q; darstellbar, so dass (2.196) gelten mu8.

Der Kern von A sind alle n-dimensionalen Vektoren x, fiir die Ax = 0 gilt.
Die Spaltenvektoren von 7" bilden eine Basis des R", so dass allgemein

x=cit1+- -+ ety + it + -+ epty

geschrieben werden kann, wobei die ¢; € R geeignet gewihlte Koeffizienten sind.

Dann gilt
n n T
Ax = AZCjtj = ZCjAtj = Z Cj(quj = 0,

(vergl. (2.123), Seite 87), denn o; = 0 fiir j > r (falls » < min(m,n)). We-
gen der linearen Unabhéngigkeit der q; kann diese Gleichung nur gelten, wenn
c1 =+ =c¢. =0. Dann kann x # 0 kein Element des durch die t1,...,t, aufge-
spannten Vektorraums sein, sondern mufl ein Element des (n — r)-dimensionalen
Komplementédraums sein. Die t,1,...,t, sind eine Basis fiir diesen Komplemen-
tdrraum, so dass man
X = Crp1brpr + 0+ Cpty,
ansetzen kann, und
n n n
Ax=A Z Cjtj = Z CjAtj = Z cjojqj = 6,
j=r+1 j=rt1 j=r+1
wegen (2.123), Seite 87, und weil o; = 0 fiir j > r, falls r < min(m,n). Alle
Linearkombinationen von Vektoren x # 0 mit Ax = 0 sind Linearkombinationen
der t,41,...,t,, und dies ist die Aussage von (2.197).
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Die Gleichung (2.198) ist eine unmittelbare Folge der vorangegangenen Argu-
mente: £(A) hat den Rang r und kern(A) hat den Rang n—r, so dass die Summe
der Rénge gleich n sein muf3. O

Anmerkung: Der Satz 2.34 ergab sich als Folgerung aus der SVD fiir die Matrix
A. Die Eigenvektoren t; von A’A und q; von AA’ sind natiirlich nicht die einzigen
Basisvektoren, mit denen sich die Teilrdiume kern(A) und £(A) darstellen lassen.
Einen alternativen, wenn auch etwas linglichen alternativen Beweis, in dem ein
anderer Satz von Basisvektoren verwendet wird, findet man im Anhang, Abschnitt
4.5. O

Die allgemeine Losungsmenge wird im folgenden Satz spezifiziert:

Satz 2.35 Es sei Az = y € L(A), r9(A) = r, und insbesondere sei * = x
eine bestimmte Losung, so dass Axg = y gilt. Der Kern kern(A) besteht aus dem
(n — r)-dimensionalen Teilraum L,—, = L(t,41,...,t,) des V,,. Dann ist die
Menge der Lisungsvektoren durch

L=Axy+zlxeE Ly} (2.199)

gegeben.

Beweis: Tatséchlich ist xg + x eine Losung, denn
A(xo + x) = Axp + Ax = Ax,

denn Ax = 0 ist nach Voraussetzung eine Lésung, und xg war als Losungsvektor
vorausgesetzt worden. Umgekehrt sei x; ein Losungsvektor. Es mufl gezeigt wer-
den, dass x; € £ ist. Nach Voraussetzung mufl Ax; = y gelten. Fiir irgendeinen
Vektor x € £,,_, muB Ax =0 gelten. Dann muf} aber auch

A1 +x)=Ax1 =y

gelten, so dass x; + x € L liegt. O

Der Fall m =n =r: Ist m =n =r, r der Rang von A, so existiert die Inverse
A7l und aus Ax =y € V' = L(A) folgt sofort die Losung

x=A"'y, yecL(A (2.200)

Der Fall m > n = r: In diesem Fall gibt es mehr Gleichungen als Unbekann-
te; das Gleichungssystem ist itiberbestimmt. Im Allgemeinen wird man keinen
Losungsvektor x finden, der allen Gleichungen exakt geniigt. Dies ist z.B. bei
der multiplen Regression der Fall, da man iiblicherweise eine gréfiere Anzahl m
von Fillen als unbekannte Regressionsparameter hat. Die (m,n)-Matrix A = X
der Pradiktoren hat aber im Allgemeinen den vollen Rang r = n, so dass man
eine Losung finden kénnte, indem man von links mit A’ multipliziert, so dass
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A'Ax = A’y folgt, und da A’A den gleichen Rang wie A hat (s. (2.4), Seite 77)
existiert die zu A’A inverse Matrix (A’A)~!, so dass

x = (A'A) 1Ay (2.201)

resultiert. Die Matrix (A’A)~1A’ ist eine Pseudoinverse fiir A, s. Seite 103. Sind
die Komponenten von y Messwerte, so sind sie iiblicherweise durch Messfehler
kontaminiert, so dass y ¢ L£L(A). (2.201) liefert dann keine Losung x, die allen m
Gleichungen geniigt. (2.201) ist die bekannte Kleinste-Quadrate-Schitzung x fiir
x, vergl. (4.25), Seite 146, und Abschnitt 2.8.3.

Fiir den Fall r < n liefert (2.199) den Losungsraum.

Cramersche Regel: Diese Regel wird hier nur der Vollsténdigkeit wegen ge-
nannt. Es sei Ax = y ein Gleichungssystem, wobei A eine (n,n)-Matrix sei.
Dann gilt fiir die j-te Komponente x; von x
Al

wjzm, j=1,....n (2.202)
Dabei ist |A| die Determinante von A, und |A;| ist die Determinante der Matrix
Aj, die entsteht, indem man in A die j-te Spalte durch y ersetzt. Der Begriff der
Determinante wird im Anhang, Abschnitt 7?7, kurz eingefiihrt. Offenbar kénnen
die ; nur berechnet werden, wenn |A| # 0; diese Bedingung setzt voraus, dass
die Spaltenvektoren von A linear unabhéngig sind.

2.10 Latente Variablen

Datenmatrizen X lassen sich oft "erkldren”, indem man etwa die Spaltenvektoren
von X als Linearkombinationen der Vektoren einer (Teil-)Basis darstellt; diese
Basisvektoren liefern u. U. eine Interpretation der Kovarianzen oder Korrelatio-
nen zwischen den gemessenen Variablen. Da man sich fiir eine bestimmte Basis
oder Teilbasis aus der Menge der moglichen entscheiden mufl, wihlt man die
Hauptachsentransformation. Die erste latente Variable erkléirt dannn einen maxi-
malen Anteil der Gesamtvarianz, die zweite erkliart dann den zweitgrofiten Anteil,
etc. Dieser Ansatz besteht in einer direkten Anwendung der SVD, s. Abschnitt
2.10.1.

Eine andere Fragestellung, die auf die Berechnung latenter Variablen fiihrt, ist
die Zuordnung von Féllen zu bestimmten Kategorien auf der Basis von Messungen
einer Reihe von Variablen. Diese Messungen kénnen wieder zu einer Matrix X
zusammengefasst werden, und die latenten Variablen werden so bestimmt, dass
die Projektionen der Fille auf die latenten Variablen nach Mafigabe maximaler
Trennung der Kategorien erfolgt. Der Standardansatz fiir diese Fragestellung wird
in Abschnitt 2.10.2 vorgestellt.
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2.10.1 Hauptkomponenten und SVD

Die Hauptkomponentenanalyse (engl. Principal Component Analysis (PCA); PCA
ist die géngige Abkiirzung) ist eine Methode, einen als eine (m, n)-Matrix X gege-
benen Datensatz in einer der Faktorenanalyse dhnlichen Weise zu komprimieren;
die Methode geht auf Karl Pearson (1901) und Harold Hotelling (1933) zuriick.
Gewohnlich wird X als zentriert vorausgesetzt (spaltenzentriert, wenn die Spal-
ten gemessene Variablen représentieren und man an der Analyse der Kovarianzen
oder Korrelationen zwischen den Variablen interessiert ist, zeilenzentriert, wenn
man an einer Analyse der Kovarianzen oder Korrelationen der "Félle” interessiert
ist, — sofern diese Analyse Sinn macht??). Sie besteht im Wesentlichen aus einer
Koordinatentransformation, nimlich dem Ubergang von den urspriinglichen Ko-
ordinaten zu den Hauptachsen des Ellipsoids, das die Punktekonfiguration der
Fille definiert. Insbesondere Hotellings Ansatz bestand darin, die gesuchten la-
tenten Variablen” oder ”latenten Dimensionen” so zu bestimmen, dass sich die
Fille auf der ersten latenten Variablen maximal unterscheiden, d.h. dass die Va-
rianz der Koordinaten der Fille auf der ersten latenten Dimension maximal ist,
auf der zweiten latenten Dimension soll die Varianz der Koordinaten zweitmaxi-
mal sein, etc.

Die PCA ergibt sich unmittelbar aus der SVD: nach Satz 2.117 gilt X =
Q'AY2T’, wobei Q und T die Eigenvektoren von XX’ bzw. X'X sind; Q und
T sind also orthonormal. Dann folgt XT = QA2 = U; oft wird U in L um-
benannt, um den Ausdruck latente Variable zu reprisentieren. Die i-te Zeile von
X enthilt die Messungen des i-ten Falles fiir die n Variablen, und die i-te Zeile
von L enthilt die Koordinaten des i-ten Falles auf "latenten Variablen” oder "la-
tenten Dimensionen”, deren Orientierung durch die Hauptachsen der durch X’'X
definierten Ellipsoide gegeben ist. Aus der Herleitung der SVD geht hervor, dass
die Hotellingsche Forderung beztiglich der Koordinaten der Félle durch die Wahl
von L erfiillt wird; L} L; ist maximal (vergl. die Anmerkungen auf Seite 86). Dar-
iitber hinaus liefert die SVD die bei Hotelling nicht weiter diskutierte Beziehung
zwischen der Représentation der Fille einerseits und der Variablen andererseits
(R- und Q-Analyse, Cattell (1966)). Bei der R-Analyse werden die Korrelationen
zwischen den Variablen, bei der Q-Analyse werden die Korrelationen zwischen
den Fillen analysiert. Die Frage ist, worin sich die latenten Dimensionen bei die-
sen beiden Analysearten unterscheiden, bzw. welche Beziehungen zwischen den
Ergebnissen dieser Analysen existieren. Die SVD gibt diese Beziehungen in kom-
pakter Form an, wie im Folgenden gezeigt wird.

Fiir die folgenden Betrachtungen wird angenommen, dass X spaltenzentriert
oder sogar spaltenstandardisiert ist. C = %X 'X ist dann eine Kovarianz- bzw.
eine Korrrelationsmatrix fiir die Variablen.

428ind die Fille z.B. Personen, an denen verschiedene Variablen gemessen wurden, so bedeutet
die Berechnung einer Korrelation zwischen Féllen das Mitteln {iber die Variablen, was eine
sinnfreie Ubung sein kann!
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Die folgenden Gleichungen driicken zwei Varianten mit den im Zusammmen-
hang mit der PCA {iblichen Bezeichnungen fiir die Matrizen aus:

X =QAY?T = LT, L=QA? (2.203)
= QA, A=TAY? (2.204)

Es werde m > n vorausgesetzt, d.h. man habe mehr Fille als Variablen; diese
Voraussetzung ist fiir die folgenden Betrachtungen nicht essentiell, entspricht aber
den normalerweise vorliegenden Bedingungen. Der Rang von X seir < min(m,n);
es wird der Einfachheit halber r = n = min(m,n) angenommen, weil im Allge-
meinen die Eigenwerte numerisch®® alle ungleich Null sind; der Fall, dass der
wahre Wert von r kleiner als min(m,n) ist, wird spédter behandelt. @ bzw. L
ist eine (m,n)-Matrix, T' bzw. A ist eine (m,n)-Matrix, und A ist eine (m,n)-
Diagonalmatrix. Die Spalten von @) bzw. L sind Basisvektoren fiir die Spalten-
vektoren x; von X, und die Zeilen von ) bzw. L représentieren die Félle. Die
Spaltenvektoren von T bzw. A sind Basisvektoren fiir die Zeilenvektoren von X.

Definition 2.20 FEs seien

O1, ai
Loy, asy;

L, = : , o ap = ,
gmk Ank

Ly, ist der k-te Spaltenvektor von L, ay ist der k-te Spaltenvektor von A (s.
(2.204)). Die Komponenten £;, von Ly, i =1,...,m, heiffen Faktorwerte (factor
scores) der Fdlle auf der k-ten latenten Variablen, die Komponenten ajj, von
ai, j = 1,...,n, heiffen Ladungen (factor loadings) der Variablen auf der k-ten
latenten Variablen,.

Wie oben schon angemerkt wurde soll die Bezeichung L fiir die Matrix QA2 an
den Ausdruck ’latent’ erinnern, A ist die in der Literatur iibliche Bezeichung fiir
die Matrix der Faktorladungen.

Anmerkung: Gelegentlich werden in der Literatur auch die Komponenten des
Spaltenvektors q;, von ) als Faktorwerte bezeichnet; aus dem jeweiligen Kontext
wird im Allgemeinen klar, was jeweils mit dem Ausdruck 'Faktorwert gemeint ist.

O

Aus (2.203) und (2.204) erhélt man sofort die Beziehungen
X = LT =QA (2.205)
X' = AQ =TL (2.206)

43Messungen haben stets nur eine endliche Genauigkeit, Berechnungen kénnen stets nur mit
endlich vielen Dezimalstellen durchgefiihrt werden, etc, so dass die Elemente x;; von X i. A.
von den "wahren” Werten abweichen.
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Da T orthonormal ist, folgt aus (2.205) sofort der Hotellingsche Ansatz X7T = L,
d.h. die Spaltenvektoren von L sind Linearkombinationen der Spaltenvektoren x;
von X. Andererseits sind nach (2.205) die Spaltenvektoren x; von X Linearkom-
binationen der Spaltenvektoren Ly von L bzw q;, von @), und die Spaltenvektoren
x; von X’ sind Linearkombinationen der Spaltenvektoren a; von A bzw. der
Spaltenvektkoren t; von T'; insbesondere gilt

Xj = LE]:Qé] (2207)
% = Aq,=TL; (2.208)

wobei ’Ej der j-te Spaltenvektor von T” (Zeilenvektor von T') und q, der i-te Spal-
tenvektor von @’ (Zeilenvektor von @) ist. Die Spaltenvektoren t von T bzw. ay
von A représentieren, ebenso wie die Spaltenvektoren Ly bzw. q;, latente Varia-
blen (auch: latente Dimensionen); auf Fragen der inhaltlichen Interpretation wird
am Ende dieses Abschnitts eingegangen. Die Zeilenvektoren t; bzw. a; repésentie-
ren Koordinaten der Variablen auf den latenten Variablen, und die Zeilenvektoren
L; oder q; von L bzw. @) reprisentieren die Fille auf latenten Variablen.

Die Gleichung (2.208) beschreibt die in (2.85), Seite 70 angebene Rotation
von achsenparallelen Ellipsoiden in orientierte Ellipsoide und umgekehrt. Denn
(2.208) impliziert x; = f;;T’ , und die Multiplikation von rechts mit X'X = TAT”
und noch einmal mit Xx; liefert

%(X'X)%; = L,T'TAT'TL; = L;AL;

d.h. T rotiert die Vektoren L; des achsenparallelen Ellipsoids in die Vektoren X;
des orientierten Ellipsoids. In diesem Sinne ist die SVD &dquivalent einer Haupt-
achsentransformation.

Die Faktorenscores ¢;; und die Ladungen aj;, sind Skalarprodukte

n
b = Kitp =Y mijtjp = |[%illl[tel| cos Oy (2.209)
j=1
m
ajp = Xjap = wiqik = |1x]l[lag] cos pp- (2.210)
=1

Je kleiner der Winkel 6, zwischen dem die k-te latente Dimension reprisentie-
renden Vektor t; und dem Zeilenvektor X; ist, desto grofler ist £;;; der mogliche
Maximalwert (fiir gegebene Léngen |[|%X;|| und ||tx||) wird erreicht fiir 6;; = 0,
also fiir cos@;, = 1. ¢;. reflektiert das Maf3, in dem der i-te Fall durch die k-te
Dimension bestimmt wird. Die Interpretation von ajj ist analog.

Der Messwert x;; fiir den i-ten Fall bei der j-ten Variablen ist

n
2y = &, = [qlllas] cos iy = S v/ Aegarti; (2.211)
k=1
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und z;; wird maximal (relativ zur Lénge der Vektoren q; und a;), wenn der
Winkel ¢;; zwischen diesen Vektoren gleich Null ist, wenn also das Profil q; der
Werte des i-ten Falls auf den latenten Variablen proportional zum Profil a; der
Werte fd,ef Variablen auf den latenten Variablen ist. Natiirlich kann man auch
x;j = L;t; betrachtet werden, — die Interpretation ist analog; es ist der Winkel
zwischen den Vektoren @; und t 4, der fiir gegebene Léngen der Vektoren den Wert
von x;; bestimmt.

Ladungen und die Korrelationen zwischen den Variablen: Die Skalierung
a; = v/ Aiti der Spaltenvektoren t; von T' erweist sich als vorteilhaft, wenn man
insbesondere an einer Analyse der Variablen interessiert ist. So folgt aus X = QA’
die Beziehung X'X = AQ'QA’, und wegen Q'Q = I gilt

X'X = AA. (2.212)

Es gelte X = Z, d.h. die Matrix X sei spaltenstandardisiert. Dann ist
1 / 1 /
R=—XX=—AA" X=7 (2.213)
m m

die Matrix der Korrelationen zwischen den Variablen. Die Korrelation zwischen
der j-ten und der k-ten Variablen ergibt sich als Skalarprodukt zwischen den
Zeilenvektoren a; und a; von A:

I 1o
Ay = m;au]’auk = —lallllax]l cos Ox, (2.214)

0 der Winkel zwischen den Vektoren a; und ay; je kleiner der Winkel, desto
grofer ist der Absolutbetrag |rji|. Fiir j = k erhdlt man (cosf;; = 1 wegen
05 =0)

1. 1 & ,
Tjj:EHajHQZEZa?u:L j=1,...,n (2.215)
u=1

Fiir jede Variable ist die Summe ||a;||?> der Quadrate der Ladungen auf den
latenten Dimensionen gleich m. Die Division durch m impliziert, dass die Va-
riablen durch Punkte (Endpunkte der entsprechenden Vektoren) auf einer n-
dimensionalen Hyperkugel mit dem Radius 1 repréisentiert werden. Ist insbeson-
dere n = 2, so liegen die Punkte auf einem Kreis.

Es sei a; der der k-te Spaltenvektor von A. Dann gilt

n n n
larl® = 3" aj =" Metd = A D13 = A, (2.216)
jh=1 j=1 j=1

denn 77, t?k = 1, da die Spaltenvektoren von T ja normiert sind. |a||? ist
die Summe der Quadrate der Ladungen der Variablen auf der k-ten latenten
Dimension, — und sie ist gleich dem k-ten Eigenwert von X’X. Auch wenn X
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spaltenzentriert ist, so ist der Mittelwert der aj;, allerdings nicht gleich Null, so
dass Ag nicht proportional der Varianz der Ladungen auf der k-ten Dimension
ist; der Proportionalitétsfaktor ist 1/m. Andererseits ist die Matrix @ spalten-
zentriert, wenn X spaltenzentriert ist: ist 1 ein m-dimensionaler Vektor, dessen
Komponenten alle gleich 1 sind, so ist 'x =0 , d.h. die Spaltensummen von X
sind alle gleich Null. Dann hat man aber

X =TLAY?*T =0,

wegen 1'L = (. Fiir den k-ten Spaltenvektor Ly, erhilt man dann
m m
L)1 = ngk = Z)\k%?k = Ak (2.217)
i=1 i=1

wegen Y. ¢4 = 1 (die Spalten von @ sind ja normiert). Da die Summe der
gleich Null ist, ist ), E?k. proportional zur Varianz der £;;. A\; korrespondiert also
zur Varianz der Koordinaten (Scores) der Fille auf der k-ten latenten Dimension.
Zusammen mit (2.216) hat man die Beziehung

Lkl = llarl> = A, k=1,....n (2.218)

Je grofer also A\, desto mehr differenziert die k-te Dimension zwischen den Féllen,
und um so groBer sind die |aji|, die Absolutbetréiige der Ladungen der Variablen
auf der k-ten latenten Dimension.

Gesamtvarianz und Varianzanteile: Aus der elementaren Statistik ist be-
kannt, dass die Varianz einer Summe statistisch unabhéngiger Variablen gleich
der Summe der Varianzen dieser Variablen ist. Man kann die ¢;. als zufillige
Werte auf unabhéngigen (latenten) Variablen ansehen. Die Varianz auf der k-ten
latenten Variablen ist \x/m. Dementsprechend kann

1 n
2
Stot = Z Ak
m
k=1
als Gesamtvarianz (tot fiir 'total’) der Daten angesehen werden. Dann ist
Ak
Z?:l Aj
der Anteil der Varianz der k-ten latenten Variablen an der Gesamtvarianz.

kann zur Diskussion der Frage, wieviele latente Variable zur Interpretation der
Daten bendétigt werden, herangezogen werden.

Die Matrix X kann auf der Basis der SVD iiber die dyadischen Produkte der
Spaltenvektoren von @ und T" ausgedriickt werden, denn die rechte Seite von (?7)
ist dquivalent zu

T = (2.219)

n
X = o1qit] + o2qath + -+ + onq,t), = Zaqutz ok =/ Ak (2.220)
k=1
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Zusammen mit (2.219) kann (2.220) benutzt werden, um den Wert des Ranges
r von X abzuschéitzen: Terme mit "hinreichend” kleinen Ax-Werten kénnen u.U.
vernachlissigt werden. Man hat dazu den

Satz 2.36 (Satz von Eckart & Young) Die Approximation
T
X~ X, =Q N T => Vrgty, r<n (2.221)
k=1

approximiert X im Sinne der Methode der Kleinsten Quadrate.

Beweis: Bekannt wurde diese Aussage (samt Beweis) durch die Arbeit von Eckart
& Young (1936); eine modernere Version des Beweises wird in Abschnitt 2.8.5
angeboten, vergl. insbesondere den Beweis zu Satz 2.32, S. 109. Dort wird der
Begriff der Matrixnorm vorausgesetzt, vergl. Abschnitt 2.8.4. U

Fragen der Interpretation: Es wurde weiter oben gesagt, dass die Spalten-
vektoren der Matrizen L und A — also die skalierten Versionen von A und 7" —
“latente” Variablen représentieren. Rein formal sind diese Spaltenvektoren Basis-
vektoren fiir die Teilrdume des R™ bzw. des R", in denen die m-dimensionalen
Vektoren x; bzw. die n-dimensionalen Vektoren X; liegen. Die Frage ist, ob man
ihnen eine inhaltliche Bedeutung zuordnen kann, und wenn ja, ob die latenten
Variablen fiir die x; eine andere Bedeutung als die fiir die Vektoren x; haben
oder nicht.

Die Gleichungen (2.209) und (2.210) fir die Koordinaten ¢;;; des i-ten Falls auf
der k-ten latenten Variablen und a;j, der j-ten gemessenen Variablen auf der k-ten
latenten Variablen zeigen, dass es sich bei diesen Koordinaten um "Korrelationen”
(um einen zwar saloppen, aber auf den Kern dieser Groflen zielenden Aausdruck
zu gebrauchen) eines Falles oder einer Variablen mit latenten Variablen handelt.
i und aj;, werden maximal, wenn die Vektoren X; und t; einerseits und x; und
q;, parallel sind. In diesen Fillen entsprechen der i-Fall bzw. die j-te Variable den
jeweiligen latenten Variablen und damit reprisentieren sie eine mégliche Interpre-
tation der latenten Variablen. In der Praxis werden diese Maximalkorrelationen
kaum vorkommen, aber man kann dann die Interpretation nach Mafligabe der
Félle oder Variablen vornehmen, die hoch mit den latenten Variablen “korrelie-
ren”. Im einen Fall wird die Interpretation in Termen hoch korrelierender Fille,
im anderen Fall durch hoch korrelierender Variablen erfolgen.

Die beiden Interpretationen werden nicht unabhingig voneinander sein. Aus
den Gleichungen (2.203) und (2.204) lassen sich sofort die Gleichungen

L=QA?2=XT, A=TAY?=X'Q (2.222)

herleiten, aus denen hervorgeht, dass @) und T bzw. L und A in Abh#ngigkeit
voneinander definiert werden. Dann ist aj; die Ausprégung der j-ten Variablen
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auf der k-ten latenten Dimension:

ajr =V A\ktjn = T1quk + 20k + 0 T Gmks (2.223)

d.h. aj} ist eine Art gewogener Mittelwert der normierten Auspréagungen der Fille
auf der k-ten latenten Variablen; die "Gewichte” sind die Messungen x;; fiir die
Jj-te Variable., i = 1,...,m. Man kénnte a;; = i schreiben um zu betonen, dass
hier Werte derselben latenten Variablen gemittelt werden. Eine analoge Aussage
gilt fiir die Scores £;;: Es ist L = XT, d.h. fiir die Komponenten ¢;;, — der Score
fiir den i-ten Fall auf der k-ten latenten Variablen — gilt

Ui, =/ AkGik = xintig + Tiotog + -+ + Tintpk- (2.224)

L, ist demnach ein gewogener Mittelwert der tig,...,t,, also den Auspriagun-
gen der Variablen auf der k-ten latenten Variablen, mit den fiir den i-ten Fall
spzifischen Gewichtungen z;;, 7 = 1,...,n. Die Ausprdgung des i-ten Falls auf
der k-ten latenten Dimension ist ein fiir den i-ten Fall spezifischer Mittelwert der
Ausprigungen der Variablen auf der k-ten latenten Dimension. Die latenten Va-
riablen sind Merkmale, aus denen sich die gemessenen Variablen zusammensetzen
und die auch dazu dienen, die Fille zu charakterisieren.

Beispiele findet man in http://www.uwe-mortensen.de/fakanalysews0506b.pdf,
p- 91.

2.10.2 Diskriminieren und klassifizieren

Wie in den einfiihrenden Bemerkungen schon angedeutet, soll eine Losung fiir die
Aufgabe, Fille Gruppen oder Kategorien zuzuordnen gefunden werden. Betrach-
tet wird die Konfiguration der Fille, und gesucht sind latente Variablen derart,
dass die Projektion der Punkte auf die zu diesen Variablen korrespondierenden
Koordinatenachsen ("Diskriminnanzfunktionen”) maximal zwischen den Gruppen
oder Kategorien trennt. s. Abbildung 11. Gegeben ist eine (m x n) Matrix X, de-
ren Zeilen Félle und deren Zeilen Pradiktorvariablen représentieren. Eine — sagen
wir: die erste — der gesuchten Achsen 148t sich durch einen m-dimensionalen Vek-
tor y darstellen, dessen Komponenten die gesuchten Projektionen sind. y ist eine
Linearkombination der Spaltenvektoren von X, d.h. es gilt allgemein y = Xu. u
ist ein Koeffizientenvektor, mit dem der gewiinschte Vektor y erzeugt wird. Die
Bestimmung von y ist demnach die Bestimmung von u.

Da die Komponenten von y Koordinaten auf einer Koordintenachse darstel-
len, kann man sie zweifach indizieren: die j-te Komponente von y sei sei die
Koordinate y;; des i-ten Falls in der k-ten Kategorie. g, sei der Mittelwert
der Koordinaten der k-ten Gruppe. u soll so bestimmt werden, dass die Vari-
anz der g, k = 1,..., K (es gebe K Gruppen oder Kategorien) maximal wird
relativ zur durchschnittlichen Varianz innerhalb der Gruppen. Die Varianz der
ayy wird durch eine Quadratsumme @S, (zw fiir "zwischen”) definiert, und die
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Abbildung 11: Klassifikation nach Fisher (1936) (I): 21 blau, Q5 rot, eine mégliche
Trennlinie G, eine Projektionsgerade Y
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durchschnittliche Varianz innerhalb der Gruppen wird durch eine Quadratsumme
@ Sinn (inn fiir "innerhalb”) definiert. Es soll

_ QSzw
maximiert werden; A ist als Diskriminanzkoeffizient bekannt. Die Varianz aller
Komponenten von y wird durch eine Quadratsumme @Sy, (tot fiir "total”) defi-
niert, und wie aus der Varianzanalyse bekannt gilt

QSges = QSmn + QSzw (2-226)

Da u bestimmt werden muf}, mufi der Quotient (2.225) aus Funktion des unbe-
kannten Vektors u angeschrieben werden. Wegen y = Xu muf§ also y durch Xu
ersetzt werden.

A

(2.225)

Zunéchste eine kleine Vorbetrachtung. Es seien u = (u1,...,u,) und x =
(1, ...,xy) zwei n-dimensionale Vektoren. Fiir das Quadrat des Skalarprodukts
(x'u)? gilt

(x'u)? = (z1u1 + - 2pup)? = (w1u1)? + -+ (o) + inxjuiuj. (2.227)
i#j
Der Ausdruck rechts erinnert an eine quadratische Form (vergl. (2.82)), Seite

69). In der Tat 148t sich das Produkt w;u; in der Summe rechts als das (4, j)-te
Element des dyadischen Produkts uu’ interpretieren:

u% uiug v U1 Uy,
, uU1 u% o UQUR
uu = .
2
UpnU2 Upug - -- Uy,
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Man rechnet leicht nach, dass nun
(x'u)? = x'uu'x (2.228)

gilt.

Es sei X eine (m,n)-Matrix; die m Fille seien in K Gruppen mit den um-
fangen ny,no, ..., nx aufgeteilt, m = Zszl ng. Fir jeden Fall werden Messwerte
bei insgesamt n Variablen bestimmt. Die Matrix X a8t sich dann wie in (2.229)
anschreiben

Y11 X111 X2 - X

Yo, Xo11 Xota - Xoyp

Yo X1 Xpiz 0 Xop
Yo X121 X122 - Xigp

Yoo X991 Xogg - Xogp

y = o] x= : T . (2.229)

Y Ynyo Xno21  Xnp22 -0 Xpyop
Yik Xik1  Xik2 - Xikp

Yok Xok1  Xoga - Xogyp
Yoxk Xnxkl Xngr2 + Xugkp

Die Indizierung der Elemente von X bezieht sich (i) auf einen Fall in einer ge-
gebenen Gruppe, (ii) auf die gegebene Gruppe, und (iii) auf eine Variable. Es
soll eine Linearkombination y der Spaltenvektoren von X bestimmt werden, die
eine moglichst gute Separierung der Gruppen gestattet. Dies bedeutet, dass ein
Vektor u gesucht wird derart, dass

y = Xu (2.230)

Man muf} natiirlich spezifizieren, was mit "moglichst gute Separierung der Grup-
pen” gemeint ist. Dem Ansatz (2.230) zufolge wird fiir jeden Fall eine Komponen-
te von y bestimmt; die Indizierung der Komponenten von y werde dabei wie in
(2.229) angegeben vorgenommen, so dass gruppenspezifische Mittelwerte g der
Komponenten von y bestimmt werden kénnen:

1 &
gk:n—kZYik, k=1,....K (2.231)
=1

Die "moglichst gute Separierung der Gruppen” soll nun bedeuten, dass die g, sich
maximal voneinander unterscheiden sollen. Dies bedeutet, dass die Varianz der gy,
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so grof3 wie moglich sein soll, was natiirlich die Einfiihrung geeigneter Nebenbe-
dingungen erfordert (die maximale Varianz wire ohne Nebenbedingungen unend-
lich), auf die spéter eingangen wird. Wie aus der Varianzanalyse bekannt 148t sich
nun die Gesamtvarianz, bzw. die ihr entsprechende Quadratsumme @S, in eine
Quadratsumme @QS;,, und eine Quadratsumme @S, “zwischen” den Gruppen
aufteilen; diese entspricht der Varianz der Mittelwerte der Gruppen. Man hat

K ng K
k=11i=1 k=1
K ng
QSges = Z Z(Ek - IU)Z (2233)
k=1 1i=1
(2.234)

und es gilt (2.226). wie man leicht nachrechnet. Die Komponente Yj; von y ist
das Skalarprodukt der Zeilenvektoren X;. und u, also Yj; = i;ku. Der Index ¢
bezeichnet stets den i-ten Fall in der k-ten Gruppe. Gleichung (2.231) bedeutet

dann
n
_ 1 &,
Y = — E X;Epu-
ng “
=1

Es werde y;x = Yir — yi gesetzt. Dann ist

K n K nyg K nyg
QSmn =) wa=) D> Fpw’=) > (uza)’
k=1 i=1 k=1 i=1 k=1 i=1
d.h. (vergl. (2.227))
K ng K nyg
QSinn = Y Y _u'xgpXpu=u'() ) %X )u. (2.235)
k=1 i=1 k=1 i=1
w
QSinn = u'Wu. (2.236)

Fir QS findet man

K
QSew =Y mp(ur (T — 1) + -+ + up(Tap — 7)),
]
und

K
QS = anu'(ik. — i)(ik. — i)’u = u’(

k=1

g (Xp. — %) (Xg. — %) )u,

e

B
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d.h.
QS,, =W Bu (2.237)

Die Maximierung von (S, d.h. der Maximierung der Gruppenmittelwerte g,
kann nun als Maximierung des Quotienten

QS.w u’'Bu
Au) = =

QSinn uWWu
definiert werden. Offenbar entspricht A(u) dem aus der Varianzanalyse bekannten
F-Wert, der hier allerdings als Funktion von u maximiert werden soll. Anderer-

seits ist der Quotient auf der rechten Seite der auf Seite 96, Gleichung (2.152),
definierte generalisierte Rayleigh-Quotient.

(2.238)

Eine Moglichkeit, den Maximalwert von A(u) zu bestimmen, besteht darin,
A(u) nach u zu Differenzieren und die Ableitung gleich Null zu setzen. Eine
andere besteht darin, A(u) in einen Rayleigh-Quotienten (vergl. (2.111), Seite 82)
umzuformen und diesen zu maximieren. rrr

Dazu mufl man nur beriicksichtigen, dass B und W symmetrische Matrizen
sind. Fiir W hat man die Darstellung W = PAP’, wobei P die Matrix der
Eigenvektoren von W ist und A die Diagonalmatrix der von Null verschiedenen
Eigenwerte von W. Dann ist W2 = PAY2. Weiter sei v = W1/2u; dann ist
u=W~12v und A(u) kann in der Form

u’'Bu vW-12BW—1/2y
T wWwWl2wl/2q v'v
geschrieben werden. Setzt man A = W—1/2BW~1/2 5o erhélt man
v Av
A= —— 2.239
V/V ) ( )

d.h. X\ entspricht einem Rayleigh-Quotienten. Nach dem Satz von Courant-Fisher
wird A maximal, wenn v = t, t der Eigenvektor von A, der zum maximalen
Eigenwert A\; von A korrespondiert, d.h. es mufl At = A\t und damit

W2BW 128 = Apaxt (2.240)
gelten. Multiplikation von links mit W—1/2 liefert dann
WLBW 12t = Apax W /24,

t ist ein spezieller Vektor fir v = W'/2u; setzt man t = W24, so folgt
tW—1/2 = u; und man erhélt

W Bu; = Apaxuy. (2.241)

u; ist also ein Eigenvektor von W™'B; Apax, der maximale Wert von ), ist der
zugehorige Eigenwert. y, = Xu; ist der Vektor, dessen Komponenten die Projek-
tionen der Félle auf eine Diskriminanzdimension sind, auf der die Gruppenmit-
telmittelwerte maximal separiert sind.
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Abbildung 12: Orthogonale Projektion des Vektors x auf einen Vektor y bzw. auf
eine Gerade

Ny

Die Gleichung (2.241) charakterisiert das generalisierte Eigenwertproblem,
vergl. Gleichung (2.151), Seite 96, — man mufl Gleichung (2.241) nur von links
mit W multipliplizieren, und (2.239) ist ein generalisierter Rayleigh-Quotient,
vergl. Gleichung (2.152), ebenfalls Seite 96. Existiert fiir (2.241) mehr als nur ein
Eigenvektor u¢, so gibt es mehr als nur einen Vektor y, d.h. mehr als nur eine
Achse, die zwischen den Klassen oder Gruppen diskriminiert.

Sind y; = Xu; und y;, = Xuy zwei verschiedene Vektoren,so gilt
y;»yk =0, j#k (2.242)
Beweis: Es ist
Yiyve = WX X, = v; WV 2(X' X)W 2y, = v W 2WW Yy = Vv =0,

denn v; und v, sind Eigenvektoren der symmetrischen Matrix W-12Bw—1/2

und deswegen orthonormal, und W ist eine Schiitzung fiir X’ X, Gleichung (2.235).
O

2.11 Projektionen
2.11.1 Orthogonale Projektion eines Vektors auf einen anderen

Die Projektion eines Vektors auf einen anderen spielt in vielen Anwendungen eine
wichtige Rolle. Um die Idee zu illustrieren, wird die Projektion eines Vektors y
auf einen Vektor x betrachtet, vergl. Abbildung 12. x und y schliefflen den Winkel
0 ein, und es ist

P,=ay, acR (2.243)
der Vektor, der sich ergibt, wenn x auf y projiziert wird; in Abbildung 12 ist
a < 1, aber a > 1 ist moglich. Nun ist einerseits

z = ﬁyx — X =ay — X, (2.244)
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und da z senkrecht auf y steht mufl z’ ﬁyx = (]3yx - x) ﬁym = 0 gelten, so dass
Py, Pyx = x' Py, folgt, d.h. es gilt a?|y||? = ax'y, so dass man

x'y ., x'y
Iyl lyl?

a (2.245)

erhalt.

Man kann die Lénge von ﬁxy als Koordinate der Projektion des Endpunkts

von x auf eine Koordinatenachse y interpretieren. Diese Koordinate ist dann
durch
[Pyl = allyll (2.246)

gegeben.

2.11.2 Projektionsmatrizen

Definition 2.21 Fine Matriz P heif$t Projektionsmatrix, wenn sie (i) symme-
trisch ist, d.h. es gilt P' = P, und wenn sie (ii) idempotent ist, d.h. es gilt
PP =P.

Folgerung: Es sei P eine (m, n) Projektionsmatrix und I sei die (m, n)-Identitdtsmatrix.
Dann ist (I — P) ebenfalls eine Projektionsmatrix. Denn

I-pP)=I'-P=I-P, I-PI-P)=1-2P+PP=1-P.
Weiter gilt der

Satz 2.37 P sei eine Projektionsmatriz. Dann hat P die Figenwerte A =0 und
A=1.

Beweis: Fiir die Eigenwerte und Eigenvektoren von P gilt Pv = Av. Da P
symmetrisch ist, folgt, dass alle Eigenwerte grofler oder gleich Null sind. Dann
hat man wegen der Idempotenz von P

PPv=APv=M)\v=P\=)\v

wegen PP = P. Es folgt A\v = v und damit (A\> — \)v = 0. Da v ein Eigenvektor
ist, muB v # 0 sein, also folgt A2 — A = 0 bzw. A2 = X bzw A = v/\. Eine Losung
ist sicherlich A = 0. Eine andere Losung A # 0 ergibt sich, wenn man \? = )
durch A dividiert: es folgt A = 1. Eine weitere Losung A # 0 existiert nicht. Denn
angenommen, es existiert ein 0 < A =a € R, a # 1. Fiir a < 1 folgt a > y/a und
fiir a > 1 folgt a < /a, entgegen der Forderung a = y/a. Also gibt es auler A\ = 1
und der "trivialen” Losung A = 0 keine anderen Eigenwerte. U

Anmerkung: P sei eine (m,n)-Projektionsmatrix. Dann existieren n Eigenvek-
toren, — einer zum Eigenwert 0 und n—1 mit dem korrespondierenden Eigenvektor
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A = 1. Da der Rang einer symmetrischen Matrix gleich der Anzahl der von Null
verschiedenen Eigenwerte ist (Satz 2.16, Seite 76), hat P den Rang rg(P) = n—1.

0

Beispiel 2.8 Das lineare Modell Es werde das Allgemeine Lineare Modell
(ALM)
y=Xb+e (2.247)

betrachtet. Der Parametervektor b wird mit der Methode der Kleinsten Quadrate
geschiitzt; man findet (s. Abschnitt 4.4.3 im Anhang); die Schitzung ist durch

b=(X'X)"'X"y (2.248)
gegeben, und man hat**
y=Xb=X(X'X)"'X'y = Py. (2.249)
Man hat demnach
y=y+eé=Py+e, (2.250)
und da y — Py = é folgt
(I — P)y =é, (2.251)

wobei € der Fehlervektor ist, wenn b durch die KQ-Schéitzung b ersetzt wird.
Offenbar gilt
y'é=0, (2.252)

denn

= (Py)(y—y)=yPy—-y'Py
= y'Py—-yPPy=y'Py—-y'Py=0

<>
o>

Demnach steht € senkrecht auf y.
Die in (2.249) eingefiihrte Matrix P = X (X'X) "' X" ist eine Projektionsma-
trix, denn es gilt
(X(X'X)"'X'Y = X(X'X)7'X', (Symmetrie) (2.253)
X(X'X)'X'X(X'X)'X" = X(X'X)"'X’, (Idempotenz) (2.254)
Nach (2.249) gilt y = Py; y ist also eine Projektion von y auf die lineare Hiille

L(X)mity € L(X), und y L L£(X). |&| ist die kiirzeste Distanz zwischen dem
Endpunkt von y und £(X).

Nach Gleichung (2.249) gilt y = Py; die Komponenten von y sind die tat-
sichlich gemessenen Werte, die Komponenten von y sind die auf der Basis der

4Wegen dieser Beziehung — § = Py — findet man gelegentlich auch den Ausdruck Hat-Matriz
fiir die Projektionsmatrix, wegen y = Py, weil sie dem y einen Hut (rngl. hat) aufsetzt. Im
Deutschen spricht man eher von einem Dach, das dem y aufgesetzt wird.
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Pradiktoren vorhergesagten Werte. P heiit deshalb auch Finflufmatriz (influ-
ence matrix). Die Gleichung y = Py gibt dann an, wie die gemessenen Werte die
vorhergesagten Werte beeinflussen. So ist der Wert der i-ten Komponente (des
i-ten Falls) von y durch das Skalarprodukt des i-ten Zeilenvektors von P mit den
Datenvektor y gegeben:

Gi = Pirvs + Pigtia + - - + Pimbm. (2.255)

Das Element p;; 148t sich direkt interpretieren als das Ausmaf, den die Messung
y; via die KQ-Schétzungen der Regressionsparameter auf auf §; hat. Man spricht
von der Hebelwirkung (leverage) der Messung y; auf die Schitzungen g; (vergl
Abb. 6, S. 67). Damit lassen sich Ausreifier identifizieren, oder, anders formuliert,
der Effekt von Ausreiflern 148t sich damit charakterisieren. Hierzu wird insbe-
sondere das Element p;; betrachtet. Da eine Projektionsmatrix idempotent und
symmetrisch ist, gilt PP = P und damit ist p;; das Skalarprodukt der i-ten Zeile
von P und der i-ten Spalte von P, so dass

m
Dii = Zp?j = pzzi + szzj (2.256)
Jj=1 i#]
Man sieht leicht, dass diese Beziehung nicht gelten kann, wenn die p;; > 1 sein
konnen, d.h. es folgt, dass
0<p; <1l (2.257)

Weiter gilt, dass wegen der Symmetrie von P die Summe der Eigenwerte gleich
der Summe der Diagonalelemente p;; ist, und diese Summe ist glelich der Summe
der Eigenwerte. Da die Eigenwerte entweder den Wert 0 oder 1 haben, folgt

> pi=n (2.258)
=1

und n ist der Rang der (m,n)-Datenmatrix X, — diese mufl vollen Rang haben,
da sonst die Inverse (X’X)~! nicht existieren wiirde, und dann wiirde P nicht
existieren. Aus (2.256) folgt, dass p;; = 0 oder p;; = 1, wenn p;; = 0 fiir alle ¢
und j. Fiir p; = 0, so wird ¢; durch keine andere Beobachtung y; beeinflufit. Gilt
andererseits p; = 1, so gilt p;; = v, — in diesem Fall passt das Regressionsmodell
perfekt, es ist fehlerfrei. Hoaglin & Welsch (1978) liefern Beispiele fiir derartige
Analysen. ]

2.11.3 Projektionen auf Hauptachsen

Es sei X eine (m,n)-Matrix von Messwerten; x;; sei der Messwert des i-ten Ob-
jects ("Person”) fiir die j-te Variable ("Test”), 1 <¢ <mund 1 < j <n. Fir X
gilt die Singularwertzerlegung X = QAY/2T’" = LP’ mit L = QA'Y/2. Wegen der
Orthonormalitét von T folgt XT' = L. Das Element ¢;; von L ist die Koordinate
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des i-ten Falls auf der k-ten latenten Dimension und ergibt sich als Skalarpro-
dukt des i-ten Zeilenvektors x; von X (%; ist Spaltenvektor von X’) und der k-ten
Spalte tg von T, d.h. es ist

ity = Koty (2.259)

ti definiert die Orientierung der k-ten Hauptachse eines Ellipsoids, und £; ist
die Lénge des Vektors ]5;;“ der sich als Projektion von %X; auf die k-te Hauptachse
des Ellipsoids ergibt, das die Punktekonfiguration der Félle repréasentiert. 15;k
entspricht dem Vektor ﬁxy in Abbildung 12. Dem vorangegangenen Abschnitt
zufolge kann ék = a;pty, a;x € R, geschrieben werden, wobei der Faktor a;p
indiziert wurde um anzuzeigen, dass er fiir x; und t; charakteristisch ist. Nach
(2.245) gilt nun

ndl)
thk ~/
Qi = 28— %y, 2.260
Y E (2:200)

da ja [[tg]| = 1, und nach (2.246) hat man dann
1Pl = aanllbrll = ity (2.261)

d.h. wegen (2.259) gilt
i = || Pix |l (2.262)

so dass die Koordinate £;;, die Lange der Projektion des Vektors X; auf die k-te
Hauptachse des Ellipsoids ist.

3 Funktionenriume und PCA

3.1 Einfiihrung

Vielfach ist die Untersuchung zeitlicher oder rdumlicher Verldufe von Interesse;
hier werden nur zeitliche Verldufe betrachtet, viele der zur Analyse dieser Ver-
ldufe eingefithrten Begriffsbildungen iibertragen sich auf raumliche Verldufe. Man
betrachtet Funktionenrdume F, d.h. Mengen von Funktionen, die iiber einem be-
stimmten Bereich D definiert sind. Linearkombinationen von Funktionen lassen
sich analog zu den bisher betrachteten Linearkombinationen definieren: sind f, g
Elemente eines Funktionenraums F, so soll auch A f+pug € F gelten; ist aulerdem
fiur alle f,g € F auflerdem das Skalarprodukt zweier Funktionen erklért,

U@—W—LNMW@ﬁ%F (3.1)

(d.h. existiert das Integral), so hat man iiber

wwaémw%<w (3.2)
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auch eine Norm ||| erkldrt und F ist ein Vektorraum. Es sei {¢1, ¢2,...} eine
Menge von Funktionen aus F derart, dass

F#) =" aigi(t) (3:3)
i=1

gilt, wobei die a; Koeffizienten sind, die fiir f spezifisch sind. Die ¢; heilen dann
Basisfunktionen. Es kann sein, dass unendlich viele Basisfunktionen zur Darstel-
lung von f benétigt werden; dann heifit der Vektorraum unendlich-dimensional.
Wie Basisvektoren sind Basisfunktionen linear unabhéngig, sie konnen dariiber
hinaus auch orthogonal sein. So sind die Basisfunktionen ¢;, ¢ = 1,2, 3, ... ortho-
normal, wenn

on0) = [ oot =s,={ v 127 (3.4)

erfiillt ist; 0;; heifit Kronecker-Delta.

Beispiel 3.1 Fourier-Reihen*® Eine bekannte Reihenentwicklung einer Funk-
tion f(t) ist die Fourier-Reihe

f(t) = ag + Y _(ancos(nt) + by sin(nt)), (3.5)

n=1

wobei die Koeffizienten a, und b,, durch

1 oo
= — t)dt .
w = 3= [ 10 (36)
1 oo
anp = / f(t) cos(nt)dt (3.7)
™ —0o0
1 oo
by = L / F(t) sin(nt)dt (3.9)
™ — 0o
gegeben sind. Die cos- und sin-Funktionen sind orthogonal:
/2 0 m#mn
cos(muwpt) cos(nwot)dt = . 3.9
.y pcostmentycostmant T2, mlnzo (39)
/2 0 m#£n
sin(mwot) sin(nwot)dt = . 3.10
[, sntment)sinGren { T w20y )
T/2
/ sin(muwot) cos(nwot)dt = 0, fir alle m und n (3.11)
~T/2

Man hat also eine Menge orthogonaler Basisfunktionen.

4% Joseph Fourier, (1768 — 1830), franzosischer Mathematiker und Physiker
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Abbildung 13: Gabor-Funktion
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Ein wichtiges Anwendungsgebiet der Fourier-Entwicklung ist die Signalanaly-
se; hier eignet sich die Fourier-Entwicklung insbesondere dann, wenn das Signal
f(t) stationér ist. Fiir nicht-stationdre Signale sind andere Entwicklungen etwa
auf der Gabor-Wavelet-Basis von grofierem Nutzen (s. Abbildung 13 und die fol-
gende Erlduterung). O

cos- und sin-Funktionen haben einen Nachteil: sie sind auf (—oo, c0) definiert.
Es ist aber oft notwendig, 6rtlich und zeitlich begrenzte Signale zu représentieren.
Fiir diesen Zweck haben sich andere Basisfunktionen als geeigneter erwiesen. So
konnen GauB-Funktionen exp(—(t — t,)%, n = 1,2,... verwendet werden (Gis-
htasby & O’Neill (1994), Calcaterra (2008)), oder Gabor-Funktionen:

(x — )2

202

fn(t) = exp(— )o(kwot), (3.12)
wobei ¢ eine Sinus- oder Kosinus-Funktion ist (Gabor (1948)), vergl. Abbildung
13. Weitere Basisfunktionen sind Polynome (Hermite- oder Laguerre-Polynome);
die Diskussion der verschiedenen Moglichkeiten geht weit iiber den Rahmen dieses
Skripts hinaus.

Unter Umsténden lassen sich die Basisfunktionen auch empirisch bestimmen.
Dies geschieht bei der Karhunen-Loéve-Analyse, auf die im folgenden eingegangen
werden soll.

3.2 Karhunen-Loéve-Entwicklung und PCA

Die KL-Entwicklung dient der Charakterisierung und Interpretation stochasti-
scher Prozesse. Man stelle sich eine Untersuchung vor, bei der das Ergebnis eines
experimentellen Durchgangs ein bestimmter Werteverlauf w € €2 innerhalb eines
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Zeitintervalls D = [a, b]; statt eines Zeitintervalls kann natiirlich auch ein Ortsbe-
reich betrachtet werden, im Folgenden werden allerdings nur zeitliche Intervalle
betrachtet. ) ist der Stichprobenraum, d.h. die Menge der moglichen Verldufe.
Wie bei der Betrachtung zufélliger Verédnderlicher werden "Ereignisse’, d.h. Klas-
sen bestimmter Verldufe, durch Teilmengen von 2, definiert; diese Teilmengen
bilden eine Sigma-Algebra X, und die Wahrscheinlichkeiten, mit denen Ereignis-
se eintreten, werden durch ein Wahrscheinlichkeitsmafl P festgelegt. Mit (2, X, P)
ist dann der Wahrscheinlichkeitsraum der Untersuchung festgelegt.

Jedem w € Q wird nun eine Funktion der Zeit zugeordnet: w — X(t,w),
t € D. X(t,w) als Funktion der Zeit bildet den Verlauf w ab. X (¢,w) heifit auch
Pfad oder Trajektorie des Prozesses. Die Schreibweise X (¢,w) ist tiblich, kann
aber verwirrend sein, da X (¢t,w) einen Wert des Verlaufs zu einem Zeitpunkt ¢
meinen koénnte. Papoulis (1968), p. 280, macht diesen Punkt explizit, indem er
die vier moglichen Interpretationen von X (t,w) auflistet:

1. X(t,w) kann eine ganze Familie von Funktionen der Zeit bedeuten,

2. X (t,w) kann eine einzelne Funktion der Zeit reprisentieren,

3. Fiir fixen Wert von ¢t kann X (¢,w) eine zufillige Veréinderliche bedeuten,

4. SchlieBlich kann X (¢,w) fiir fixen Wert von ¢ und festes w € § eine einzelne
Zahl repésentieren.

Was jeweils gemeint ist wird durch den jeweiligen Zusammenhang bestimmt. Ein
stochastischer Prozess ist dann eine Familie X; = {X(¢,w)}ep von zufilligen
Funktionen (Pfaden, Trajektorien) iiber dem Zeitbereich D. Um die Notation zu
vereinfachen wird im Folgenden einfach X (t) statt X (¢,w) geschrieben, und der
Prozess wird kurz mit X; = {X(¢) }+ep bezeichnet.

Erwartungswert und Varianz eines stochastischen Prozesses X; sind durch
(X)) = / X(t,w)dP(w) = m(t), Var(X)=E[(X; —E(X))Y  (3.13)
Q

definiert; fiir jeden Wert ¢ € D wird iiber alle moglichen Trajektorien X (¢) ge-
mittelt. m(¢) wird auch die Mittelwertsfunktion des Prozesses genannt.

Es sei Y; ein stochastischer Prozess mit der Mittelwertsfunktion E(Y;). Dann
heif}t
Xt = {Xt}tGDa Xt == Y;g - m(t) (314)

zentrierter stochastischer Prozess.

Definition 3.1 Der stochastische Prozess heifst stetig im quadratischen Mittel,
wenn,

E[(X¢ye — X¢)?] = 0. (3.15)
Es sei X; ein zentrierter stochastischer Prozess; dann ist
Rx(s,t) =E(X(s)X(t)), s,teD (3.16)
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die Autokorrelationsfunktion von X;.

Satz 3.1 FEs sei X; ein stochastischer Prozess mit der Autokorrelationsfunktion

Rx(s,t). Xy ist stetig im quadratischen Mittel genau dann, wenn Ry stetig auf

D = [a,b] X [a,b] ist.

Beweis: Wong (1971). O
Der folgende Satz geht auf Loeve (1945) Karhunen (1947) zuriick.

Satz 3.2 Es sei Xy = {X(t)|t € [a,b]} mit E(Xy) = 0 fir alle t € [a,b] und

stetiger Kovarianzfunktion C(s,t), wobei die Funktionen X (t) quadratintegrierbar
seten. Dann gilt

X(t) = aiti(t), (3.17)
i=1

und die )
o= [ X®o0) (3.18)
sind zufillige Verdnderliche*® mit

E(a;) =0, E(ajaj) = 0N\ (3.19)

Sij = { (1)’ z 7:? (Kronecker-Delta)

sind; die ¢; sind die orthonormalen Eigenfunktionen von C(s,t), mit den \; als

dazu korrespondierenden Eigenwerten. Weiter gilt

lim X (¢) = X(t). (3.20)

n—oo

Beweis: Der Ansatz (3.17) gilt fiir eine willkiirliche Funktion f(¢), also insbeson-
dere fiir eine zufillige Funktion X (¢) aus der Menge X;; da X (t) zufillig ist, ist
a; eine zufillige Verdnderliche. Es gilt

E(a:) = E [ / b thsi(t)] -/ E[X,Ju(t) = 0, (3.21)

a

da ja E[X;] = 0. Nach Mercers Theorem gilt C(s,t) = > 72, Xi¢i(s)¢;(t) und ¢;

464, ist zufillig weil X (t) eine zufillige Funktion aus der Menge der zufilligen Funktionen ist,
die den stochastischen Prozess X; definieren.
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und ¢; sind orthonormal, 7 # j. Dann folgt

Elaia;] = E [ / ' / ' Xthqﬁi(s)qu(t)dsdt]

_ /b/bIEXthbis@tdsdt
_ // (5, 8)bi () (t)dsdlt

_ /@()(/ (s, )05 (0) ) ds
- A/@ $)4(s

= i, (3.22)

0;; das Kronecker-Delta. Es sei
n 2
en(t) =E !(X(t) = aiqbi(t)) ] . (3.23)
i=1

en(t) = E[X?(t) —QIE[ Zal@

Dann folgt

+ E[a;a;0i(t)p;(t)] (3.24)

Es ist E(X2(t)] = C(t,t), und

X(t)zaid)i(t)] = E|X(1)

=1

E

izn;/DX(S)Gf)i(S)dS@(t)]
) g </L)E[X(5)X(t)]¢i(8)ds> )

- g (/D C(s,t)¢i(s)d3> bi(t)

= Z Xig3 (t)
i=1

und schliefllich folgt analog

Z aza]¢z d)] ] Z >\z¢z

Also folgt

n

en(t) =C(t,t) — Z Aii(t)@i(t)
i—1
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und wegen Mercers Theorem folgt

lim e,(t) =0

n—oo

d.h. X(t) — X(t). O

X (t) als Zeitreihe: Erhebt man X (¢) als kontinuierliche Funktion iiber D =
[a, b], so mufl man die Integralgleichung

/ B(s, 0)61(1)dt = Aids(s)
D

fir i = 1,2,...,k losen, d.h. die Eigenfunktionen ¢;(t) fiir alle ¢ € [a, b] bestim-
men. Das ist im Allgemeinen sehr aufwendig. Einfacher wird die Aufgabe, wenn
X(t) fiir diskrete Werte t1,...,¢tx bestimmt wird. Man erhélt dann den Vektor

X = (X1,...,Xn),/

fiir den die (m,n)-Matrix C der Autokorrelationen berechnet werden kann. Man
erhélt man dann die Gleichung

Chj =N\dj, j=1,...,N (3.25)

qz_gj ist jetzt ein N-dimensionaler (Eigen-)Vektor mit A; als zugehorigem Eigen-
wert. ¢; reprisentiert die entsprechende Eigenfunktion an den Stellen 21, ..., %y,

und natiirlich sind die Eigenvektoren qz% paarweise orthonormal. Gesucht ist die
Entwicklung fiir X = (X (¢1), X(t2) ..., X(tn))" als Reihe:

N
X => a;p;(t),
j=1

mit ¢; = (¢;(t1),...,¢(tn)). Die Koeffizienten a; erhdlt man durch orthogonale
Basisentwicklung:
#X =aj, j=1,..,N (3.26)

Natiirlich ist es von Interesse, weniger als NV Eigenfunktionen zu wéhlen, — gesucht
ist ja die sparsamste Reprisentation der Daten. Also betrachtet man

X =) ajp;(t), r<N (3.27)
j=1

Die Giite der Abschitzung X 148t sich durch den Quotienten
TN
Z?Vfl J Z o
Zj:l Aj

bewerten, wobei « ein festgesetzter Anteil an erklarter Varianz ist.

(3.28)
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4 Anhang

4.1 Elementarmatrizen und elementare Operationen

Es werden zuerst die elementaren Zeilen- oder Spaltenumformungen ener beliebi-
gen (m,n)-Matrix U eingefiihrt:

1. Die Multiplikation eines beliebigen Zeilenvektors von t; mit einer Zahl 0 £ X\ €
R,

2. Addition des Vektors cu; zu einem beliebigen Zeilenvektor u von U,

3. Vertauschung von irgendzwei Zeilenvektoren 1u; und 1y von U.

Die elementaren Spaltenumformungen sind analog definiert (man mufl nur
den Ausdruck Zeilenvektor’ durch den Ausdruck ’Spaltenvektor’ ersetzen.

Satz 4.1 Die Anwendung elementarer Umformungen auf die Matrix M verdn-
dert nicht den Rang r von M.

Beweis: Einen sehr ausfiihrlichen Beweis fiir diesen Satz findet man in Sperner,
Band 11, p. 29. (1961). Knapper 1a83t sich die Aussage beweisen, wenn vom Begriff
der Elementarmatrix Gebrauch gemacht wird, vergl. Fischer (1997), Abchnitt 2.7.

Definition 4.1 Die'” (n,n)-Matriz E;; enthalte nur Nullen bis auf das (i, j)-te
FElement, das gleich 1 ist. Dann heifit E;; eine Standardmatrix.

Definition 4.2 Fs sei I,, die (n,n)-Einheitsmatriz. Eine Elementarmatrix ent-
steht, wenn auf I, eine der mdglichen elementaren Umformungen angewendet
wird; dabei entstehen drei Typen von Elementarmatrizen:

1. I, — Q1(N\): das (i, j)-te Element von I,, wird durch \ € R ersetzt, d.h.*®

QI(\) = I, + \Ey; (4.1)
2.1, — Pij : die i-te Zeile von I, wir mit der j-ten Zeile vertauscht, d.h.

P/ =1I,-E;—Ejj+Ejj+Ej;, i#]}]. (4.2)
Die Subtraktion von Ey; und Ej; bewirkt die Ersetzung der Einsen an der i-ten
und j-ten Diagonalzelle von I,, und die Addition von E;; und Ej; bewirkt die
Ersetzung der Null durch eine Eins an der (i,j)-ten und der (j,i)-ten Position
von I,.

3. I, — Si(\): die Eins in der i-ten Diagonalzelle von I, wird durch 1 # X € R
ersetzt:

“"Im Folgenden wird die in https://de.wikipedia.org/wiki/Elementarmatrix vorgestellte No-
tation iibernommen.
“8Die Bezeichnung der Elementarmatrizen entspricht der in Fischer (1997), p.155 gewéhlten.
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Statt der elementaren Zeilenumformungen kann man die analog definierten Spal-
tenumformungen vornehmen.

Man tiberpriift nun direkt die Aussagen iiber elementare Umformungen einer
(m,n)-Matrix A:
1. Ay entstehe ausA durch Multiplikation der i-ten Zeile von A mit A € R. Dann
gilt
A; = S;(N)A.
2. Ay entstehe durch der j-ten Zeile zur i-ten Zeile. Dann gilt
A= Q;A.

3. Aqrr entsehe aus A durch Addition des A-fachen der j-ten Zeile zur i-ten Zeile.
Dann gilt ‘
A = Q;(A)A.

3. Ajy entstehe aus A durch Vertauschen der i-ten mit der j-ten Zeile. Dann gilt
Apy = P A.

Will man Spalten- statt Zeilenumformungen vornehmen, mufl A statt von
links mit einer Elementarmatrix von rechts multipliziert werden.

Die Elementarmatrizen sind invertierbar und ihre Inversen sind wieder Ele-
mentarmatrizen, d.h. es gelten die Gleichungen

1

(ST = S5, @) =Ql-D) (4.4)

Q)™ = QI(=N), (P¥) =P (4.5)

Zum Beweis multipliziere man die rechten Seiten der Gleichungen mit den linken:
es ergibt sich stets die Einheitsmatrix.

C. F. Gaufl hat ein allgemeines Verfahren gefunden, mit dem man lineare
Gleichungssysteme Ax = y systematisch 16sen kann. Dazu wird die Matrix A
durch sukzessive elementare Umformungen z. B. in eine obere Dreiecksmatriz B
iiberfiihrt:

bin -+ b
B= L (4.6)
0 bnn
Da die elementaren Umformungen durch Elementarmatrizen reprasentiert wer-
den, heifit dies, dass Elementarmatrizen By, ..., B, existieren derart, dass
B=B;B,_;---BjA. (4.7)

Dieser Sachverhalt fiihrt auf eine Methode zur Berechnung der inversen A~!,
sofern diese existiert. Dariiber hinaus 148t sich von B der Rang der Matrix ablesen:
er ist gleilch der Anzahl der Zeilen von B, die nicht nur Nullen aufweisen.
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4.2 Steinerscher Austauschsatz und das Fundamental-Lemma

Satz 4.2 FEs seiV ein Vektorraum mit der Basis B = (vy,...,v,). Fir0 #veV
gibt es dann die Darstellung

v=a1v; + -+ ap vy, (4.8)
Jeder Vektor v; € B mit a; # 0 kann durch v ausgetauscht werden, und
{v1,vj-1,v,vj41,..., 0} (4.9)

ist ebenfalls eine Basis von V.

Beweis: Da v # 0 sind nicht alle a; = 0. Da die Anordnung der v; in B beliebig
ist, kann angenommen werden, dass a; # 0, so dass vi durch v ersetzt werden
kann. Dann gilt

biv +bave + -+ byvy, = 0.

Da zu zeigen ist, dass {v,va,...,v,} eine Basis ist, muf} gezeigt werden, dass
die v,va, ..., Vv, linear unabhéngig sind, d.h. die Darstellung des Vektors 0 nur
moglich ist, wenn by = - -+ = b, = 0. Setzt man den obigen Ausdruck der Linear-

kombination von v ein und vereinfacht, so erhilt man den Ausdruck
biaivi + (biag + bo)va + - + (bran + bp)vy, = 0.
Wegen der linearen Unabhingigkeit der v; folgt dann aber
biar = bras + by =--- =bra, +b, =0.

Daa; # 0folgt by = Ound alsob; = - -+ = b, = 0, d.h. die Vektoren {v, va,...,v,}
sind linear unabhéingig.

Jetzt mufl nur noch gezeigt werden, dass {v,vs,...,v,} ein Erzeugendensy-
stem fiir V' ist. Dazu sei w € V ein beliebiger Vektor aus V. Da {vi,...,v,} nach
Voraussetzung eine Basis ist, existieren Koeffizienten c1,...,c, € R derart, dass

W =CV]+ - +ChVp.

Aus (4.8) folgt
1
vi=—(V—agve — - —apvy)
ai
Setzt man diesen Ausdruck fiir vi in den Ausdruck fiir w ein, so sieht man, dass w
als Linearkombination der {v,va,...,v,} dargestellt werden kann, so dass diese

Vektoren ebenfalls eine Basis fiir V' bilden. O

Der folgende Satz wird gelegentlich als Fundamental-Lemma der Linearen
Algebra bezeichnet (etwa in Koecher (1997), p. 21).
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Satz 4.3 Der Vektorraum V habe eine Basis B = (vi,...,v,). Dann ist jede
Teilmenge M C V mit m > n FElementen linear abhdngig. Zwei verschiedene
Basen von V' haben stets dieselbe Anzahl von Elementen aus V.

Beweis: Essei B = (vy,...,vy,) eine Basisvon V, und es sei M = {wy,...,w,,} C
V, m > n. Es werde angenommen, die wi, ..., W, seien linear unabhéngig. Nach
dem Austauschsatz 4.2 kann einer der Basisvektoren aus B etwa durch den Vektor
v = w; ausgetauscht werden. Man erhélt dann die Basis wi,va,...,Vv,, und wg
kann als Linearkombination

wo = biwy +asva + ... +apvy

ausgedriickt werden. So fahrt man weiter fort, indem man vo durch wy austauscht,
etc, so dass man schlielich die vq, ..., v, durch die wq, ..., w, ersetzt hat. Aber
m > n, und w,, kann nun als Linearkombination der wi,...,w, ausgeriickt
werden. Aber das heifit, dass die wy,...,w,, insgesamt linear abhingig sind,
entgegen der Annahme ihrer linearen Unabhéngigkeit. Es kénnen nur n der m
Elemente w; linear unabhéngig sein, und das heifit, dass alle Basen von V' dieselbe
Anzahl von Elementen haben miissen. O

4.3 Zur Berechnung von Ellipsen fiir eine Punktekonfiguration

Gegeben seien zwei konzentrische Kreise mit den Radien a und b < a. Die Gerade
M B schneidet den kleineren Kreis im Punkt A. Fiir die Gerade BC gilt BC =
y+dmit y = CP, und es ist MC = x. t ist der Winkel, den die Gerade M A bzw.
MB = a mit der z-Achse bildet. Die Position des Punktes P hingt vom Wert
des Parameters (Winkels) ¢ ab , d.h. P = P(t).

Behauptung: Die Punkte P(t), 0 <t < 27, liegen auf einer Ellipse £ der Form
2 2

z Y
E: ﬁ—l—b—Qzl7 z=ux(t), y=1y(t) (4.10)

Beweis: Fiir alle ¢ € [0, 27] gilt nach dem Satz des Pythagoras a® = 22+ (y+d)?,
so dass y +d = Va? — z2. Nach dem Strahlensatz gilt

so dass

woraus sofort (4.10) folgt. O

Parameterdarstellung: Bei dieser Darstellung wird die Ellipse (4.10) als Menge
der Punkte P = P(t) fiir 0 < ¢t < 27 definiert. Aus der Abbildung 14 liest man
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Abbildung 14: Kreise mit den Radien a bzw. b < a und zugehérige Ellipse (Menge
der Punkte P) mit den Halbachsen a und b

direkt ab, dass cost = z/a ist, d.h. es ist x = z(t) = acost. Weiter ist offenbar
sint = y/b, so dass y = y(t) = bsint. Der Punkt P hat die Koordinaten z und y.
Mithin folgt fiir die Ellipse £

& = {p(®)lp(t) = (2(t), y(t))' = (acost, bsint)}. (4.11)

p(t) der Vektor mit dem Anfangspunkt M und dem Endpunkt P(¢).
Die Gleichung (4.10) impliziert, dass die Lange der ersten Hauptachse durch
xo = a gegeben ist (man setzt y = 0), und die Lénge der zweiten Hauptachse ist
yo = b (man setzt und x = 0). Gesucht sind Werte fiir @ und b derart, dass die

erste Hauptachse der Ellipse der maximalen Ausdehnung der Punktekonfiguration
entspricht; die k-te Spalte Ly hat die Lange /). Diese Forderung fiihrt zu

a=+yA, b=+ (4.12)
In Bezug auf (4.11) ist diese Wahl fiir @ und b sofort evident: fiir ¢ = 0 (die
Orientierung des Vektors entspricht der der z-Achse) ist ||p(f)|| = v/ A1, und fiir
t = /2 ergibt sich ||p(¢)|| = v Ae.

Setzt man y = (y1,y2) mit © = y1, y = y2, so ist (4.10) dquivalent zu
yAly =1. (4.13)

Ist C eine Kovarianz- oder Korrelationsmatrix, so gilt C' = TAT” und

2 2
O™ = (PAT) T = () AT T = TAT T = Sy
1 2

d.h. C und C~! haben dieselben Eigenvektoren, aber die Eigenwerte von C~!
sind die Reziprokwerte der Eigenwerte von C, und es folgt

Yo1 = \/)\71, Yo2 = \/g

143



4.4 Die Differentiation von Vektoren
4.4.1 Die allgemeine Differentiationsformel

Ein Vektor ist durch seine Komponenten festgelegt. Man kann dann fragen, wie
sich der Vektor verdndert, wenn man seine Komponenten verdndert. Solche Ver-
dnderungen lassen sich oft durch einen Differentialquotienten beschreiben. So sei
etwa x = (x1,9,...,2,) . Dabei wird stillschweigend angenommen, dass keine
Komponente von der anderen abhingt. Man definiert nun den Differentialquoti-
enten von x in Bezug auf die j-te Komponente x; durch

dl‘l/dl'j 0
dx : :
dxy/dx; 0

Es gibt noch einen zweiten Fall, bei dem die Komponente von einer Variablen,
etwa der Zeit ¢, abhéngen, so dass

x1(t)
X(t) = 2(t)
xn(t)

geschrieben wird. Man kann dann die Verdnderung von x mit ¢t durch den Vektor

dwy(t)/dt
dx(t) | dwa(t)/dt

dt :
d (t) /dt

ausdriicken. Dieser Fall wird im Folgenden nicht behandelt.

Der Fall (4.14) tritt u.a. dann auf, wenn eine Gré8e in Abhéngigkeit von einem
Vektor b = (b1, ...,bp)" von Parametern maximiert oder minimiert werden soll.

Es sei y = Ax; fiir eine gegebene Matrix A hingt y von x ab, so dass man
y = y(x) schreiben kann. Weiter ist Ax = xja; + x2a3 + - - - + zpay,, so dass

dy 0Ax

A - =1
Ox;  Ox; & J el
Dementsprechend erhélt man
d,
d% = a1, a0, ...,a,] = A. (4.15)
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4.4.2 Die Differentiation quadratischer Formen

Es wird die quadratische Form Q(x) = x'Cx betrachtet, wobei ¢/ = C eine
(n,n)-Matrix ist und x € R™ n-dimensionale Vektoren sind. Es soll beziiglich x
differenziert werden. Man differenziert zunéchst nach einer Komponente x; von
x und findet (Anwendung der Kettenregel)
oQ
e; der j-te Einheitsvektor. e;Cx und x'Ce; sind Skalarprodukte und es folgt
e Cx = x'Ce;, wegen C' = C, so dass
9Q

~* —92¢e.Ox. 4.17
; e;Lx ( )

Fasst man die e; zur Einheitsmatrix zusammen, so erhilt man

9Q _

ox
wegen C' = C. Damit hat man auch die Ableitung von |x||> = x'x nach x
gefunden, denn mit C' = I, I die Einheitsmatrix, folgt aus (4.18)

20x. (4.18)

ox'x

ox

= 2Ix = 2x. (4.19)

Die Maximierung von x’Ax unter derNebenbedingung x'x = a € R. Die
allgemeine Theorie der Extremwertbestimmung unter Nebenbedingungen kann in
Abschnitt 4.4.4 nachgelesen werden.

Zu maximieren sei

Qx) =x'Ax+A\x'x—a), xXx—a=0, A=A (4.20)
Dann ist
@ = 2Ax — 2)x,
dx
so dass
Ax = XX, (4.21)

d.h. Q(x) wird maximal, wenn x ein Eigenvektor von A ist und A € R der
zugehorige Eigenwert ist.

4.4.3 Die Kleinste-Quadrate-Schitzung fiir das Lineare Modell

Es sei X eine (m,n)-Matrix mitvollem Rang » = n < m, b € R” sei ein unbe-
kannter Vektor von (Regressions-)Parametern und y, e € R™ seinen Vektoren; es
gelte

y=Xb+e (4.22)
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e ist ein Fehlervektor, und b soll so bestimmt werden, dass der Fehler minimali-
siert wird. Dies soll heiflen, dass e’e = ||e||> minimal werden soll; e soll so kurz
wie moglich werden. Es ist

ee=(y— Xb)(y—Xb)=yy—-y'Xb-b'X'y+b'X'Xb (4.23)

Nun ist Xb ein Vektor, so dass y’ Xb und b’ X"y Skalarprodukte sind und b’ X’ Xb
ist eine quadratische Form, so dass

de=y'y—2b'X'y +b'X'Xb

Nach (4.15) ist d(Xb)/db = X, und nach (4.18) ist d(b’X'Xb)/db = 2X'Xb.

€’e wird minimal fiir b =b derart, dass

d /
(;be) = 2(X'y — (X'X)b) = 0 (4.24)
b=b
so dass X'y = (X'X)b, d.h.
b= (X'X)"'X"y, (4.25)

Die Projektionsmatrix: Es sei y = Xb, so dass
y=y+é=Xb+e, (4.26)

wobei € der Vektor der Fehler ist, wenn y durch y "vorhergesagt” wird. Man hat
dann wegen (4.25)

y=Xb=X(X'X)"'X'y = Py; (4.27)

darin ist

P=XX'X)"'X' (4.28)
die Projektionsmatriz. Offenbar gilt

P =r (4.29)
PP = P (4.30)

denn
PP=X(X'X)"'X'X(X'X)"'X' = X(X'X)"'X' =P,
d.h. P ist symmetrisch und idempotent.

Es gilt
y'e=0, (4.31)

d.h. y und é sind orthogonal. Denn wegen (4.29) und (4.30) gilt
ylé = (Py),é = y/P,(y — y) = y/Py — y/PPy =0.
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Einige Implikationen: Es sei X = QX7T", ¥ = A~Y2, die SVD von X. Dann
ist X’X = TAT' und

(X' X))t = (TAT) " = (1) AT = AT, (4.32)
denn T—! = T" wegen der Orthonormalitiit von T. (4.25) impliziert dann
b=TA'T'TAY2Q'y = TA™V/2Qy. (4.33)
Aber es ist y = Xb + e = QAY2Q'b + e, so dass aus (4.33)
b=TA2Q'(QAY2Qb + e) = b+ TAY2Qe (4.34)

folgt, und schreibt man TA~1/2@Q’, indem man das dyadische Produkt anwendet,
so ergibt sich (vergl. (2.220), Seite 121, wo der Fall X = QA'/2T" betrachtet wird)

b=b+ <Zn: %)e (4.35)

k=1

Der wahre Parametervektor b und die Kleinste-Quadrate-Schitzung b unter-
schieden sich also um den Vektor TA™Y2Q'e = (3°7_, trq),/v/Ar)e. Der ist um
so grofler, je grofer einerseits die Komponenten von e sind, und je kleiner anderer-
seits die A\ sind. Es sei C = X' X. Aus C' = TAT’ folgt, dass die Spaltenvektoren
von C als Linearkombinationen der Spalten von T'A dargestellt werden kénnen:
Es sei c¢; die j-te Spalte von C, und t;;, sei das i-te Element des k-ten Eigenvektors
in 7. Dann ist der j-te Spaltenvektor von T” durch (t15,...,txj, . .., tn;) gegeben
und man hat

c; = tlj)\ltl + tgj)\gtg + -+ tnj>\ntn- (436)

Sind nur die ersten Eigenwerte A1, Ao, ... "groff” und sind die restlichen “klein”,
so werden die Kovarianzen bzw. Korrelationen in den Spalten von C nur durch
die ersten Eigenvektoren "erklért”, die restlichen spielen eine geringere Rolle, d.h.
die Messwerte werden durch wenige latente Variablen (reprisentiert durch die
Eigenvektoren von C) bestimmt, — was hohe Korrelationen (Absolutbetrag) zwi-
schen den Variablen bedeutet. In der multiplen Regression sind die Variablen
die Préadiktoren fiir y. Korrelierte Pridiktoren bedeuten also die Existenz Kklei-
ner Eigenwerte und damit grofie Differenzen zwischen b und der Schétzung b, —
und damit ungenaue Voraussagen fiir y. Die Pradiktoren sollten daher moglichst
unkorreliert sein. Eine Moglichkeit, den Effekt von Korrelationen zwischen den
Pridiktoren zu reduzieren, besteht wieder darin, fiir X die SVD QXT" einzuset-
zen:

y=QX¥T'b+e=QX(T"b)+e=LB+e, L=0Q% (4.37)

mit L als neuer Pridiktormatrix und 8 = T’b als neuem Parametervektor; die
Spaltenvektoren von L sind orthgonal und also unkorreliert. Im Skriptum iiber
Regressionsverfahren wird dieser Ansatz ausfiihrlicher diskutiert.
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4.4.4 Extrema unter Nebenbedingungen

Es sei f(x1,...,x,) eine Funktion der Variablen z1, ..., z,. Gesucht sind diejeni-
gen Werte xg; von z;, j = 1,...,n, fiir die f ein Maximum annimmt, wobei aber
die Nebenbedingung g(x1,...,x,) = k, k ein Konstante beriicksichtigt werden
sooo, d.h. der Vektor xg = (zo1,...,Zon) soll so bestimmt werden, dass auch
9(zo1, - .., sTon) = k erfiillt ist. Man kann i.A. g so definieren, dass k = 0 gesetzt
werden kann.

Der Einfachheit halber werden die Uberlegungen zur Maximierung unter Ne-
benbedingungen fiir den Fall n = 2 durchgefiihrt; das Resultat iibertrédgt sich
unmittelbar auf den Fall n > 2. Dazu wird x = x1, y = a2 gesetzt. Es soll also
f(z,y) unter der Nebenbedingung g(x,y) = 0 maximiert werden (oder allgemein
ein Extremwert bestimmt werden).

g(z,y) = 0 bedeutet, dass es eine Funktion y = g(z) gibt, so dass f(z,y) =
f(z,g9(z)) und g(z, g(x)) = 0 geschrieben werden kann. Geometrisch beschreibt
f(z,y) eine Fliche im 3-dimensionaolen Raum und g(z,y) = 0 beschreibt eine
Kurve in der X x Y-Ebene. Die Nebenbedingung g = 0 bedeutet nun, dass man
f(z,y) nur fir die diejenigen Punkte (x,y) berechnet, die auf der Kurve g(x,y) =
0 liegen. Fiur diese Kurve werde f, = f(z,y|g(x,y) = 0) geschrieben. Die Menge
der Punkte (z,y), fir die f(z,y) = k gilt, definiert eine Hohenlinie von f(z,y).
Dann existiert eine Konstante k& = ¢, die die Kurve f; genau dort beriihrt, wo
diese ihr Maximum annimmt.

Man hat die Ableitungen

0f(x.g(x)) _ 0f  0fdg(x)
Ox Ox  Og dx

= fz + fyg/7

wobei die Kettenregel angewendet wurde. Analog dazu erhilt man fiir g

dg _ 0g  Ogdg(z)

- — /
der  Or Oy dx 9o + 9y -

Die Extremwerte werden bestimmt, indem man die entsprechenden Ableitungen
gleich Null setzt. Dementsprechend erhélt man die Gleichungen

Die bisher hergeleiteten Ableitungen enthalten noch die Ableitung ¢’ von g. Um
das Extremum zhu bestimmen, eliminiert man ¢’ am besten, da die Bestimmung
von ¢’ kompliziert sein kann. Man hat nun ¢’ = —f,/fy = —ga/gy; diese Bezie-

hung bedeutet, dass die Gradientenvektoren (fy, fy)’ und (g4, gy)" dieselbe Orien-
tierung haben, d.h. sie unterscheiden sich allenfalls in ihrer Lénge, so dass man

<§Z>:)\<§z) (4.40)
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schreiben kann. A € R ist ein neuer, freier Parameter, der sogenante Lagrange-
Faktor oder Lagrange-Multiplikator. Er driickt einfach aus, dass man nur etwas
iiber die Orientierung, nicht aber iiber die Lénge der Gradientenvekotren am Ort
des Maximums weifl. Die Vektorgleichung (4.40) zusammen mit der Bedingung
g(x,y) = 0 fithrt sofort auf ein System von drei Gleichungen mit den drei Unbe-
kannten x,y und A:

fe—=2Agz = 0 (4.41)
fy - )‘gy = 0 (4.42)
g(z,y) = 0 (4.43)

Diese Uberlegungen miissen nicht immer explizit durchgefiihrt werden, denn sie
implizieren die Moglichkeit, von vornherein die Lagrange-Funktion L(x,y, \) auf-
zustellen:

L(l‘,y,)\) Zf(fv,y)+)\g(w,y), g($ay) =0. (444)

Man findet den Extremwert, indem man L partiell nach x, nach y und nach A
differenziert und die entstehenden partiellen Ableitungen gleich Null setzt.

Die drei Gleichungen (4.41), (4.42) und (4.43) heiflen zusammen die Lagran-
gesche Multiplikatorenregel, nach dem Mathematiker und Astronomen Jean-Louis
Lagrange (1736 — 1813), der diese Regel 1788 herleitete.

Beispiel 4.1 Gegeben sei die Funktion f(z,y) = 6 — 22 — %yQ und die Neben-
bedingung = + y = 2, die in der Form x 4+ y — 2 = 0 angeschrieben werden kann.
Dann ist

2
fz:_2$7 fy: —35Y nglv gy:17

3
und man erhélt das Gleichungssystem
—2z4+X1 = 0
2
——y+Al = 0

3
r+y—2 = 0,

woraus x = 1/2, y = 3/2 und A = —1 folgt. O

Beispiel 4.2 (Satz von Courant-Fisher). Es sei A eine symmetrische, positiv-
definite n X n-Matrix mit den Eigenwerten Ay > Ay < --- > \,. Dann gilt

A
max — ; *_ max \; = Ap, (4.45)
x#0 XX J

und der Vektor x, fiir den das Maximum angenommen wird, ist der zu A1 korre-
spondierende Eigenvektor t; von A. Weiter gilt

'A
min > = min \; = A, (4.46)
x£0 XX J
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und der Vektor x, der x’Ax minimalisiert, ist der zu \, korrespondierende Ei-
genvektor von A.

Beweis: Als Nebenbedingung werde x'x = 1 gesetzt. Dann ist die Funktion

/
A
Q= x - x - AMx'x—1)=x'Ax - A\(x'x - 1)
x'x
zu maximieren. Man erhilt sofort
8—Q = 2Ax — 2)x,
ox

und man erhélt als Losung u fiir 0Q/0x = 0 die Gleichung Au = Au (u ist der
Vektor, fiir den 0Q/0x = 0 gilt). Der Rayleigh-Quotient wird maximal, wenn
x = u der erste Eigenvektor von A ist. 0

4.5 Alternativer Beweis von Satz 2.34

Es sei a,; der i-te Zeilenvektor von 4,7 =1,...,m. Es sei Ax = 6; dies bedeutet,
dass die Skalarprodukte a/,;x = 0 fiir alle ¢, d.h. x ist orthogonal zu allen Zeilen-
vektoren von A. Fiir die x mit Ax =y # 0 gilt diese Aussage nicht, d.h. R” wird
in zwei Teilmengen U und V zerlegt:

U={xcR"Ax =0} =kern(4), V ={xecR|Ax=1y # 0}.

U = kern(A) ist ein Teilraum des R™. V ist ebenfalls ein Teilraum des R", denn
es sei Ax; =y, Axo =y, X1,X2 ¢ kern(A). Dann ist, fiir \,u € R beliebig,
AXx1 = Ay, Auxg = py, und A(Ax) + pux2) = Ay, + pys =y € L(A), mithin
ist x = A\x; + uxs € V. Offenbar ist U NV = (), denn ein Vektor x € R" kann
nicht zugleich in U und in V sein. Also folgt U + V' = R und es folgt

dim(U + V) = dim(U) + dim(V) = dimR" = n. (4.47)
Zur Bestimmung von dim(U) werde
AX = 2181 + -+ Zp8p + Tpp 18,01 + -+ Tpa, = 0

betrachtet. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kann angenommen werden,
dass die Spaltenvektoren ay, ..., a, die linear unabhingigen Vektoren von A sind.
Schreibt man

ziay + -+ Tpar = = (T804 + o+ Tpan),
und bertiicksichtigt man, dass die a4 fir K = 1,...,n — r Linearkombinationen
der aj, j =1,...,r sind, so dass
-
arpf = Ap1ar + o+ Apra, = Z Akja (4.48)
j=1
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gelten muf}, so hat man

T n—r r
Z Tja; = — Z T4k Z )\kjaj. (4.49)
j=1 k=1 j=1

Uber den Vektor x ist bisher keine weitere Annahme gemacht worden auBer, dass
Ax = 0 gelten soll. Man kann also insbesondere

X=X = (21,...,2,,0,...,0,1,0,...,0), k=1,....n—7r

setzen, wobei die 1 an der (r 4+ k)-ten Stelle stehen soll, also

X041 = (21,...,2,,1,0,...,0),
Xr4o = (21,...,2,,0,1,0,...,0),
Xr43 = (21,...,2,,0,0,1,0,...,0)

Die Gleichung (4.49) nimmt dann die Form

T T T T
E Tr+k E Heja; = E )\kjaj = — E Tjaj .
k=1 j=1 j=1 7j=1
so dass

T T n
Z /\kjaj + Z:cjaj = Z(x] + /\j)aj =0.
j=1 j=1 j=1
Da die a; linear unabhéngig sind folgt x; + A\; = 0 oder —\; = x; fiir alle j. es
ist also

Xk = (=Ml ooy =Ny 0,.,0,1,0,...,0Y, k=1,...,n—r (4.50)
wobei die 1 an der (r + k)-ten Stelle steht. In der Tat ist
Axp = —Aprar — - — Agp + a4, =0
wegen (4.48).
Die x;, sind linear unabhéngig, wie man sofort sieht, denn
pixi+ -+ ppXp =0

impliziert u; = 0 fiir ¢ = 1,...,n—r. Sie bilden damit eine Basis fiir einen (n—r)-
dimensionalen Teilraum. Damit ist gezeigt, dass kern(A) mindestens (n — r)-
dimensional ist. Die Frage ist, ob die Dimensionalitét von kern(A) nicht grofier
ist. Das ist aber nicht mdoglich, da ja bereits rg(A) = r angebommen wurde,
der Rang von kern(A) kann also nicht grofler als n — r sein. Wegen (4.47) (=

Dimensionssatz) folgt weiter, dass rg(V) = L(A) = r ist. O

Fiir 7 = n folgt demnach rglkern(A)] = 0, d.h. in diesem Fall hat Ax = 0
nur eine Losung: x = 0. Dies ist evident, denn in diesem Fall sind die ay, ..., a,
linear unabhéngig und Zj z;ja; = 0 nur dann, wenn x1 = --- = x, = 0. ]
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4.6 Vektortransformationen und Abbildungen

Dieser Abschnitt enthélt einige grundsétzliche Betrachtungen iiber Produkte von
Matrizen und Vektoren, die einerseits das Verstdndnis der Vektor- und Matrixre-
chung vertiefen, andererseits fiir das Versténdnis der unmittelbaren Anwendung
der Matrixrechung auf Fragen der multivariaten Statistik nicht unbedingt not-
wendig sind und deshalb iibersprungen werden kénnen.

Das Produkt Xu = v, X eine (m, n)-Matrix, u ein n-dimensionaler Vektor, v
ein m-dimensionaler Vektor kann als Abbildung f: u — v eines n-dimensionalen
Vektors auf einen m-dimensionalen Vektor verstanden werden, wobei die Abbil-
dung f durch die Matrix X definiert wird. Das Gleiche gilt fiir das Produkt
u'X = v/, wenn u ein m-dimensionaler und v ein n-dimensionaler Vektor ist.
Viele Sachverhalte der Vektor- und Matrixalgebra lassen sich sehr elegant als
Eigenschaften von Abbildungen ausdriicken.

Eine Abbildung f einer Menge M in eine Menge N ordnet jedem Element
aus M genau einem Element aus N zu:

fiM—=N, z—=y=f(z), xeM,yeN (4.51)
Man schreibt gelegentlich auch
fM) =N. (4.52)

f(M) heiBt das Bild von M in N, und M ist das Urbild von f(M). Man schreibt
auch Imf = N9,

Eine spezielle Abbildung ist die Identitdt oder identische Abbildung

id(M) = M. (4.53)

Die Einheitsmatrix I,, der Spalten bzw. Zeilen aus den n-dimensionalen Einheits-

vektoren ey, . . ., e, bestehen, spezifiziert die identische Abbildung, denn sicherlich
gilt

I,x=x, xecR" (4.54)

Fiir eine Teilmenge von Abbildungen existiert die inverse Abbildung f~:
FM) =N, fTHIM) =M= fTHN). (4.55)

Wenn f durch eine Matrix M definiert ist, so bedeutet die Existenz der inversen
Abbildung f~! die Existenz einer inversen Matrix M ~!. Es wird deutlich wer-
den, dass inverse Matrizen M ! fiir eine Matrix M nur fiir spezielle Matrizen
existieren.

Die Forderung, dass einem Element x € M nur ein Element y € N zugeordnet
wird schliefit nicht aus, das verschiedenen Elementen x,z’ € M der gleiche Wert

“9Im wohl als Abkiirzung des lat. imago fiir *Bild’.
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y € N zugeordnet werden kann. In diesem Fall kann von einem Element y € N
nicht eindeutig auf das Element 2z € M mit f(z) = y zuriickgeschlossen werden.

Mit der Schreibweise f(M) ist nicht ein einzelnes Element gemeint, sondern
die Menge der Werte, die man erhélt, wenn man f fiir alle Werte aus X bestimmt,
also

M) ={f(x),z € M}. (4.56)
Offenbar gilt f(M) C N.

Definition 4.3 Es sei f : M — N. Dann ist f

1. injektiv, wenn aus z, 2’ € M und f(x) = f(a') folgt, dass x = &’ (und damit
f(x) # f(2') = x #2'). Es kann f(M) C N gelten, d.h. f(M) kann eine echte
Teilmenge von N sein.

2. surjektiv, wenn zu jedem y € N ein x € M existiert derart, dass y = f(x). Es
gilt f(M) =N.

3. bijektiv, wenn f sowohl injektiv als auch surjektiv ist. Es gilt f(M) = N.

4. Die Menge kern(f) = {z € M|f(x) = 0} heifst Kern der Abbildung f; man
schreibt fiir den Kern auch kern(f) = f=(0).

5. Es sei f(M) =N, d.h. f(x) =y firx € M, y € N. Dann heifit f~(y) =
{x e M|f(x) =y} die Faser iber ye N.

Anmerkung: Die Schreibweise f~!(f) fiir den Kern einer Abbildung f ergibt
sich aus der in 4. gegebenen Definition: ist x € kernf, so gilt f(x) = 0. Aus der
Definition der Inversen folgt dann x = f~1(0). Die Definition des Kerns setzt wie
die Defintion der Faser offenbar voraus, dass die Inverse existiert. Il

Beispiele: f : R — R, x — ax + b fiir a,b € R fest gewihlte Konstante. R
bezeichnet die Menge der reellen Zahlen. f ist sicher injektiv, denn f(x) = f(a)
impliziert ax + b = az’ + b und damit z = 2/, wie man leicht nachrechnet. f ist
auch surjektiv, denn fiir y = axz + b existiert genau ein x = (y — b)/a derart, dass
y = f(x). Da f sowohl injektiv wie surjektiv ist, ist f auch bijektiv.

Mit R x R = R? wird die Menge der Paare (x,y), z,y,€ R, bezeichnet,
allgemein mit
R"=RxRx---xR

m—mal

Die Menge der m-tupel (z1,22,...,%m), ¢; € R, d.h. der m-dimensionalen Vekto-
ren. R" ist dann die Menge der n-dimensionalen Vektoren, etc. Mit R™" wird die
Menge der (m,n)-Matrizen bezeichnet. Alle diese Definitionen iibertragen sich
auf C, die Menge der komplexen Zahlen = + iy, z,y € R und i = /—1.

Die Schreibweise M € R"™"™ bedeutet, dass M eine (m,n)-Matrix ist. Die
Schreibweise f: V,,, — V,, bedeutet dann, dass f eine Abbildung der m-dimension-

alen Vektoren in die Menge der n-dimensionalen Vektoren ist. Wenn V,,, = R™,
V, = R™ kann man auch f: R" — R" schreiben.
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Da Mx =y mit x € V,,,, y € V,,, folgt, dass f durch eine Matrix M € R™"
definiert ist.

Definition 4.4 Fs seien V und W Vektorrdume und f:V — W sei eine Abbil-
dung von V ind W.
1. f heifit linear bzw. homomorph, wenn

fAv+ pw) = Af(v) + pf (w) (4.57)

fir A, p € R und fir alleve V und we W.

2. f heifit isomorph, wenn f bijektiv ist; man sagt auch, f definiere einen Homo-
morphismus bzw. Isomorphismus wenn f bijektiv ist.

3. f definiert einen Endomorphismus, wenn V =W, und

4. einen Automorphismus, wenn f bijektiv ist und auflerdem V =W gilt.

Es sei M € R™™;, M definiert eine lineare, also homomorphe Abbildung, denn
Mx = y erfilllt die Bedingungen einer linearen Abbildung. fiir m # n ist f
offenbar weder ein Endomorphismus noch ein Automorphismus.

Dem Begriff des Kerns in der allgemeinen Definition 4.3 von Abbildungen
entspricht fiir f € R™" der Nullvektor 0.

Satz 4.4 Es sei f(M) = N. Dann gilt

1. f ist surjektiv genau dann, wenn Im f =N

2. f ist injektiv genau dann, wenn kernf = {0}.

3. f seti injektiv und die Vektoren xy, ..., x, € M seien linear unabhdngig. Dann
sind auch die Bilder f(xzy),..., f(x,) linear unabhingig.

Anmerkung: Die Schreibweise kernf = {0} bedeutet, dass kernf nur das eine
Element 0 enthilt. O

Beweis: = fiir 1. und 2. folgt sofort aus der Definition von injektiv und surjektiv.
Um <= zu sehen, beztrachte man zwei Vektoren u,v.€ M mit u # v, aber
f(u) = f(v). Wegen der Linearitéit von f folgt dann

fv) = flw) = f(v—u) =0,
d.h. es gilt v —u € kernf.

Um 3. einzusehen sei angenommen, dass
Ap(x1) + A f(xn) =0
gilt. Es wurde vorausgesetzt, dass f injektiv ist. Daraus folgt, dass

)\1x1+---)\nxn:6

gelten muf, denn A1x1 + - - ApX;, ist ja das Urbild von f. Da die x1,...,x, als
linear unabhéngig vorausgesetzt wurden, mul Ay = --- = A\, = 0 gelten, und
dann folgt sofort, dass auch die f(x;) linear unabhéngig sind. O
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Definition 4.5 FEs sei f eine Abbildung f: R™ — R"™; dann heifst die Dimensio-
nalitit des Bildes Imf der Rang; man schreibt rg(f) = dim € f.

f sei durch eine Matrix A € R™" definiert, so dass A: R™ — R"™ und x —
y = Ax. Dann ist f = A. ey,...,e,, ist die kanonische Basis von R™, d.h.
die n m-dimensionalen Spaltenvektoren von A kénnen als Linearkombinationen
Aeq, Aeo, ..., Ae, geschrieben werden. Dann ist das Bild der durch A definierten
Abbildung die lineare Hiille

ImA = L(Aey, Aey, . .., Aey).

Demnach wird ImA auch der Spaltenraum von A bezeichnet. Der Begriff des
Ranges einer Matrix A wird in Abschnitt 2.4 noch ausfiihrlich diskutiert.

Beispiel 4.3 Es sei f: R? — R*; fiir x € R? und y € R?* soll also f(x) = y
gelten; insbesondere sei f durch

1 + 229
0
%ﬁl + 22
0

fx) =

definiert. Gesucht ist die zu f gehorige Matrix M = A sowie der Kern von f.

Der Kern von f ist diejenige Menge von Vektoren x, fiir die f(x) = 0. Fiir
dies Komponenten dieser Vektoren x muf also gelten

r1+2r2 = 0
1
— = 07
23:1 + 29

d.h. 1 = —2z9. Der Kern ist dann

kern(f) = {(x1, z2,x3)'|w1 = =222} = {(—2x2, 22, 23)"}.

Es gilt
a1l a2 ais n
X1
a a a
Ax — 21 22 23 Lo _ Y2 —y.
a31p asz2 ass Y3
z3
a41 Q42 Q43 Y4

Es gibt also 12 Elemente a;;, die zu bestimmen sind, wobei allerdings nur be-
stimmte Relationen zwischen den Komponenten gegeben sind, die aus dem Spe-
zialfall Ax = 0 folgen. Wie die Diskussion linearer Gleichungssysteme zeigen wird,
148t sich aus diesen Bedingungen keine eindeutige Losung fiir die a;; ableiten.
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Andererseits ist das Bild von f eine Linearkombination der Spalten von A,
und damit folgt

x1 + 229 2 2 2
0 x| 0 0] /& 0
Lot | T2 |1 | T R R
0 0 0 0

d.h. die Spalten von A haben die Form (2¢, 0, ¢,0)’ mit ¢ € R (Barrantes Campos
(2012), p. 231). O

Wenn also eine Matrix M € R"™"™ eine Abbildung definiert, so kann man
fragen, ob sie injektiv, surjektiv oder bijektiv ist. Die Abbildung ist injektiv,
wenn aus Mx = u und Xy = v und u = v folgt, dass x = y ist, und aus
u # v folgt x # y. Die Frage nach der Injektivitdt ist also eine Frage nach
der Eindeutigkeit der Abbildung. M definiert eine surjektive Abbildung, wenn
fir jeden Vektor u € V,, eine Vektor x € V,, existiert derart, dass Mx = u,
d.h. die Frage nach der Surjektivitdt ist die Frage, ob durch M alle Elemente
von V,, bestimmt werden. M definiert eine bijektive Abbildung, wenn M eine
sowohl injektive wie auch surjektive Abbildung definiert. Dies ist die Frage, ob
eine surjektive Abbildung auch eindeutig ist. Offenbar hingen diese Eigenschaften
von der Struktur der Matrix M ab. Was mit dem Begriff der Struktur einer Matrix
genau gemeint ist, wird im Folgenden entwickelt.

Beispiel 4.4 Es sei

[ tu tiz\ _ [ cos¢ —sing
r= ( la1 122 > N ( sing  cos¢ ) : (4.58)

T definiert eine Abbildung R? — R?:

Tx — < :Ulcf)s¢+x2sin¢ ) — < c9s¢ ) + 2 < sin ¢ ) _ ( Y1 ) '
1 Sin¢ — xo cos ¢ sin ¢ —Ccos ¢ Y2
T definiert die Rotation eines Vektors x um einen Winkel ¢. Dadurch werden die
Elemente von R? auf Elemente von R? abgebildet, — y ist ja wieder ein Element
von R?. Die Abbildung ist sicher injektiv und surjektiv, also bijektiv und damit
umkehrbar, d.h. man kann einen Vektor y € R? wihlen und in "zuriickdrehen”,
so dass man wieder bei x landet. Die Abbildung bzw. Matrix, die diese inverse
Rotation bewirkt, wird mit 7! bezeichnet. ]

4.7 Determinanten

Der Begriff der Determinante ist bereits auf Seite 26 im Zusammenhang mit
einem linearen Gleichungssystem aufgetaucht, mit dem die Koeffizienten von Li-
nearkombinationen bestimmt wurden aufgetaucht: die Ausdriicke fiir die Koeffi-
zienten sind Quotienten, bei denen Zdhler und Nenner Zahlen sind, die sich als
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Funktionen ganzer Matrizen ergeben. Der Ausdruck 'Determinante’ bringt zum
Ausdruck, dass es vom Wert bestimmter Determinanten abhéngt, ob das Glei-
chungssystem eine Losung hat oder nicht, sie "determiniert” in diesem Sinne die
Existenz einer Losung. Tatséichlich liegen die Anfinge der Determinantentheorie
wohl bei Gerolamo Cardano (1501 — 1576), der den Spezialfall einer (2, 2)-Matrix
behandelte; allgmeiner wurden sie dann von Gottfried Wilhelm Leibniz (1646 —
1716) im Zusammenhang mit Gleichungssytemen mit n > 2 Unbekannten un-
tersucht. Es war allerdings der Genfer Mathematiker Gabriel Cramer (1704 —
1752), der die allgemeine Verwendung von Determinanten zur Losung linearer
Gleichungssysteme formulierte (Cramersche Regel), und die eigentliche Entwick-
lung der Determinantentheorie fand erst im 19-ten Jahrhundert statt. Die heutige
axiomatische Definition des Begriffs der Determinante wurde von Karl Theodor
Wilhelm Weierstrafl (1815 — 1897) eingefiihrt.

Definition 4.6 FEs sei A = [ay,...,a,] eine quadratische Matriz, d.g. die Spal-
tenvektoren a; von A seien n-dimensional. Die Determinante |A| bzw. det(A)
von A ist eine Zahl (im Folgenden werden nur Matrizen mit reellen Elementen
betrachtet, so dass die Determinante eine reelle Zahl ist), wobei |A| die folgenden
Eigenschaften hat:

1. |A| ist multilinear, d.h. es gilt mit j # k

(i) det(aq,...,u+wv,...,a,) =det(ay,...,u,...,a,) +det(ay,...,v,...,a,),
(it) det(a, ..., Aaj, ..., a,) = Adet(ai,...,a;,...,a,)

2. |A] ist alternierend, d.h. gilt a; = ay, fir irgendzwei Spaltenvektoren, so gilt
|A| = 0.

3. det(es,...,e,) = 1.

Dann heifit det(aq, ..., a,) die Determinante der Matriz A = [ay, ..., a,].

Betrachtet man statt der Spaltenvektoren die Zeilenvektoren einer Matrix
A,so dndert dies nicht den Wert der Determinante von A.

Permutationen: Eine Permutation der Zahlen 1,2, ..., n ist eine mogliche An-
ordnung dieser Zahlen: fiir die Zahlen {1,2,3} ist (3, 1,2) eine mogliche Permu-
tation. Fiir n Zahlen 1,2,...,n enthélt die Menge P der moglichen Permutatio-
nen n! =1-2--...n Elemente. Es sei 7 = (i1,1i2,...,i,) ein Element von P,
wobei die i, k = 1,...,k Elemente aus {1,2,...,n} sind. 7(¢) und 7(k) definier-
ten eine Transposition, wenn 7(i) = k und 7(k) = i. Jedem 7 € P kannn ein
Vorzeichen zugeordnet werden: unterscheiden sich 7(i) und 7(j) durch nur eine
Transposition, so ist 7(j) = —17(¢). Benotigt man m Transpositionen, um 7(4)
in die Folge {1,2,...,n} zu transponieren, so ist das Vorzeichen von 7(i) durch
sgn(7) = (—1)™ gegeben. Fiir jede Permutation 7 existiert eine Inverse 7—1 der-
art, dass 7717 = {1,2,...,n}; 77! ist die auf 7 angewandte Permutation, die die
Permutaiton 7 wieder in die "natiirliche” Anordnung 1,2,...,n iiberfithrt. Die
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Determinante |A| einer (n,n)-Matrix A = (a;;) ist dann durch

Al = Z SEN(T)ar(1),10r(2),2 " " * Ar(n)n (4.59)
TEP

gegeben (s. a. Leibnizregel und Laplacescher Entwicklungssatz weiter unten).

Folgerungen:

1. Die Matrix B gehe aus der Matrix A durch Vertauschung zweier Spalten
hervor. Dann gilt |B| = —|A|.

Die Aussage ergibt sich aus der sukzessiven Anwendung der definierenden
Eigenschaften der Determinante, insbesondere

a. Addition des Vektors an j-ter Stelle zum Vektor an der k-ten Stelle,

b. Subtraktion des neuen Vektors an der k-ten Stelle vom Vektor an der
j-ten Stelle,

c. Addition des Vektors an der j-ten Stelle zum Vektor an der k-ten Stelle,
d. Ersetzung des Vektors an der j-ten Stelle durch sein Negatives.

2. Es sei A =ay, ag,...,a,]. Dann gilt

][Alal,/\gag,...,)\nan]\ = /\1)\2‘--)\n‘A|. (4.60)
Fiir A,--- = A\, = X ist dann
[Aar, Aag, ..., Aa,]| = |AA| = A"|A| (4.61)

Die Aussagen folgen sofort aus Definition 4.6, 1. (ii).

3. Die Matriz B entstehe aus A, indem der Vektor a; durch a; + Aay, ersetzt
wird, wobei ay, ebenfalls ein Vektor von A ist und X € R. Dann gilt |A| = |B].

Denn
det(ar,---,a;+ Aag,...,a;,...,a,) = [|A|+Adet(ar,...,ak,...,a5,...,a,)
= |4],
denn det(ai,...,a,...,ak,...,a,) = 0 wegen Folgerung 1
4. |A|l = lai, ..., a,] verdndert ihren Wert nicht, wenn einer der Vektoren a;

durch eine Linearkombination der tubrigen ersetzt wird.

Diese Folgerung ist eine offenkundige Verallgemeinerung von Folgerung 3.

5. Ist einer der Vektoren von A der Nullvektor, so ist |A| = 0.

Die Matrix B ergebe sich aus der Marix A, indem der Vektor a; durch
Aa; ersetzt wird; Fiir A = 0 ist Aa; = 0, und gleichzeitig gilt dann gilt
|B| = AMA|=0-]A| =0.
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6. Es sei A=ay,...,a,] und die ay,..., a, seien linear abhingig. Dann gilt
|A| = 0.

Es sei a; eine Linearkombination der iibrigen, d.h es sei

n
a; = Z agag.

k=1k#j
Dann kann a; durch
n
a; — E arap = 0
k=1k#j

ersetzt werden, wodurch sich der Wert der Determinante nicht éndert. Wenn
aber einer der Vektoren der Nullvektor ist, so ist nach Folgerung 5 die
Determinante gleich Null.

Anmerkung: Es sei B = \A, A € R. Findet man numerisch, dass |B| =~ 0,
so kann man nicht folgern, dass die Spalten- oder Zeilenvektoren von B
linear abhéngig sind. Denn es sei 0 < A| < 1, Dann wird A" “klein” und
nach (?? mufl |B| dann ebenfalls "klein” sein, obwohl |A| nicht "klein” ist.

7. Sind zwei der Vektoren von A identisch, so ist |A| = 0.

Die Vektoren von A sind in diesem Fall linear abhéngig, und nach Folgerung
6 ist dann |A| = 0.

8. Es sei C = [e1,...,¢y) und die ¢ seien linear abhdingig, so dass nach
Folgerung 6 |C| = 0 folgt. Es sei Lo = L(¢1,...,¢,) die lineare Hiille
der cj. Die Vektoren ai,...,a, seien Elemente aus Lo und es sei A =

[ai,...,a,]. Dann gilt |A] = 0.

Die a; sind Linearkombinationen der c;, und da die c; linear abhéngig sind,
sind auch die a; linear abhéngig, so dass nach Folgerung 6 |A| = 0 sein mu$.

9. Es sei A eine (n,n)-Matriz und A" sei die Transponierte von A. Dann gilt

|A’\ = |A|. (4.62)
Man hat die Leibniz-Formel
A = > sgn(r)ar(1)a2,r@) Gnrn)
TEP
= Z Sgn(T)arfl(l),l o Qr=l(n)n
TEP

Es sei 0 € P mit 0 = 771; dann gilt sgn(7) = sgn(o). Da iiber alle Elemente
von P summiert wird, folgt

’A/| = Z Sgn(a)aa(l),l ©Qg(n)n = ‘A’
oc€P
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10.

11.

12.

Produktsatz Es seien A und B zwei (n,n)-Matrizen. Dann gilt

|AB| = |A||B|. (4.63)

Es sei C = AB; der j-te Spaltenvektor ¢; von C' ist dann durch c; = Ab;
gegeben, b; der j-te Spaltenvektor von B, j = 1,...,n. Dann ist

’C| = |[Z bjlaj, Z bjgaj, ey Z bjnaj”.
j=1 j=1 J=1

Die Aussage (4.63) folgt dann aus der wiederholten Anwendung der Eigen-
schaft 1. (i) der Definition 4.6 und der Folgerung 4.60.

Es sei A eine (n,n)-Matriz mit vollem Rang. Dann gilt

1
A7 = —. (4.64)
|A]

Da A vollen Rang hat existiert die Inverse A™!, so dass A™'A = I, I die
Einheitsmatrix. (4.63) impliziert dann |[A71A| = |[A7L||A| = |I] = 1 (s.
Definition 4.6, 3.). (4.64) folgt unmittelbar.

Cramersche Regel® Es sei A eine (n,n)-Matriz, und b und x seien n-
dimensionale Vektoren. Sind A und b gegeben und ist © unbekannt, so ist
Az = b ein lineares Gleichungssystem. Es sei Aj(b) die Matriz, die aus A
entsteht, wenn der j-te Spaltenvektor von A durch b ersetzt wird, und I;(zx)
sei die Matriz, wenn in der Einheitsmatriz I die j-te Spalte durch x ersetzt
wird. Dann folgt die Cramersche Regel,

144(b)]
AR

(4.65)

wobei x; die j-te Komponente von , also die j-te Unbekannte ist.
Man macht sich zunéchst klar, dass |I;(x)| = x; gilt: Fiir den Fall n = 2

hat man

1 x9
0.%'2

I

=1-29—-0- 21 = 2o.
T2 1

‘:.1‘1'0—0-1‘2:1'1, ’

Den Fall n = 3 illustriert man anhand der Sarrusschen Regel (s. unten),
und fiir n > 3 kann man den Laplaceschen Entwicklungssatz (s. unten)
heranziehen.

Weiter ist
A](b) = [al, e ,aj,l,b,ajJrl, N ,an],

*0Gabriel Cramer (1704 — 1752), Genfer Mathematiker
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13.

Abbildung 15: Zur Regel von Sarrus

+ +
aﬁ

+

\amxan v/' 12
azw/a§<a23 ‘\ 22
a31 32 a33 3

a

und weiter ist A~'ay = e, der k-te Einheitsvektor (wegen A='A = I).
Dann folgt

A_lAj(b) B [el, e ,ej_l,A_lb,ej+1, ey en] = Ij(b) = Ty,

und
|A7 A;(b)| = [A7]A;(b)| = 5,

wegen (4.63), und wegen (4.64) folgt (4.65).

Regel von Sarrus FEs sei also A eine (3,3)-Matrir. Sarrus®! fand eine
Regel, nach der sich diese Formel fiir det(A) leicht finden lafst: man hdngt
an die Matriz die ersten beiden Spalten noch einmal an und verbindet dann
zuerst die Diagonale von A, d.h. die Elemente a1, ass, ass: sie bilden das
erste Produkt, s. Abbildung 15. Dann verbindet man die Elemente a1z, ass
und asy: sie bilden das zweite Produkt, und schlieflich noch die Elemente
a13, ao1 und agz, sie bilden das dritte Produkt. Die ersten drei Produkte
werden addiert. Dann folgen drei Produkte mit negativem Vorzeichen: man
verbindet die Elemente von ai3 bis ags, deren Produkt das erste mit nega-
tivem Vorzeichen ist, dann folgt das Produkt aiiassaio und schliefflich das
Produkt aisasiass, vergl. Abbildung®® 15. Fiir

ail a2 as

A= a21 az2 a23
a31 asz2 as3

hat man also

|A| = ar1a22a33 + a12a23a31 + A13021a32 — A13022031 — G11G23012 — 12021033
(4.66)

Die Regel von Sarrus ist sehr hilfreich, wenn man die Determinante einer
(3,3)-Matrix "per Hand” berechnen muf}; aber leider gilt sie nur fiir den
Fall n = 3; fiir alle n > 3 gilt sie nicht.

1Pierre Frédéric Sarrus (1798 — 1861), franzésischer Mathematiker
52kopiert aus dem Wikipedia-Eintrag 'Regel von Sarrus’
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14. Entwicklung einer Determinante nach einer Spalte bzw. Zeile: Der
in (4.66) —in (4.66) ist n = 3 — gegebene Ausdruck fir det(A) ist durch
eine Summe von Produkten aus jeweils n FElementen von A gegeben; der
allgemeine Ausdruck ist nach (4.59)

1Al = sgn(T)ar(1),18r2),2 ** Grn)n
TEP

7 ist eine der n! Anordnungen (Permutationen) von n Elementen aus A,
T(k) = j ist eine der Zahlen j € {1,2,...,n}. Die Anordnung der Elemente
innerhalb eines Produktes in (4.66) ist eine Konsequenz der Sarusschen
Regel; da es auf die Anordnung der Elemente innerhalb eines Produktes
nicht ankommt, kann diese so anordnen, dass die Komponente von a; an
erster, die von as an zweiter und die von ag an dritter Stelle steht:

|A| = ai1a22a33 + asiaiza23 + ag1as2a13

—a31a22a13 — 411012023 — (21012033 (4.67)

Diese Anordnung entpricht der “kanonischen” Anordnung in (4.59), wie sie
oben noch einmal angegeben wurde: die zweiten Indices zeigen immer die
Reihenfolge 1, 2, 3.

Inspiziert man die Produkte, so fillt auf, dass die jeweils erste Zahl in
einem Produkt, etwa ai1, die folgenden Zahlen so bestimmt, dass sie aus
einer Restmatrix A7 kommen, die entsteht, wenn man die dem ersten Index
entsprechende Zeile und die dem zweiten Indexes entpsrechhende Spalte aus
A streicht. Fiir a1y erhilt man die Restmatrix

a a
All _ < 22 23 ) , |A11| = (922033 — A230432 (468)
az2 ass

Man sieht in (4.67), dass die Komponente aj; von a; zweimal auftritt:
a11a22a33 und ajiaioassy. Die Teilprodukte agseass und aioass sind gerade
die Summanden, die die Determinante von Aq; definieren. Die Teilsumme
a11a22a33 — a11a12a93 in (4.67) 1aBt sich also zu

ai1a22a33 — 11012023 = a11|A11]| (4.69)

zusammenfassen. Die zweite Komponente ag; von a; taucht in (4.67) eben-
falls in zwei Summanden (Produkten) auf, und zwar als Differenz

a21a32a13 — 21012033 = —CL21|A21|, (470)
wobei jetzt
aiz2 a3
A21 = , ’Agﬂ = (12033 — 13032 (471)
asz2 ass
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15.

ist. Aoy entsteht durch das Streichen der zweiten Zeile und der ersten Spalte
aus A. Die Determinante | Agq| geht hier mit negativem Vorzeichen ein, um
die Differenz asiasoai3 — asiai2ass darzustellen. Allgemein wird das Vorzei-
chen fiir eine Differenz durch die Indices von Aj; gemif (—1)7** bestimmt:
ist 7 + ¢ eine gerade Zahl, so ist das Vorzeichen positiv, ist j 4+ ¢ ungerade,
so ist das Vorzeichen negativ. Betrachtete man also die dritte Komponente
a3y von aj, so findet man die Differenz agiai0a23 — agiageaiz im Ausdruck
(4.67) fiir |A|. Fiir diese Differenz wird die dritte Zeile und wieder die erste
Spalte aus A gestrichen; man erhélt

a a
Asy = ( 12 713 ) | Asz1| = a12a23 — ai3ags, (4.72)
az a3
so dass
a31G12a23 — a31022a13 = az1|Asz1]. (4.73)

Hier ist das Vorzeichen wieder positiv, weit 1 + 3 eine gerade Zahl ist. Die
Determinante |A] ist die Summe der Differenzen (4.69), (4.70) und (4.73):

Al = a11|A11| — a21]A21| + as1|As:|
(=) an|An| + (=1 ag1|An| + (=1)* g1 |Asi |

3
= Z(—l)k+1ak1\Ak1| (4.74)
k=1

(4.74) ist die Entwicklung von |A| nach der ersten Spalte von A, eine an-
dere Bezeichnung ist Laplacescher Entwicklungssatz®®. Die Matrizen
Aj; heilen Minoren von A: sie entstehen durch Streichen einer Spalte und
einer Zeile von A, sie sind also (n — 1,n — 1)-Matrizen. Die Determinan-
ten |Aj;| der Minoren heilen Kofaktoren von A. Sie sind die Faktoren der
Komponenten ay; des Spaltenvektors a;, nach dem |A| entwickelt wird.

Zur Berechnung von A~!: A habe vollen Rang, so dass die Inverse A"
existiert. Es ist A7YA = AA™' = I. Es sei y; der j-te Spaltenvektor von
A=Y dann folgt Ay, = ej, e; die j-te Spalte der Finheitsmatriz I. Die Be-
ziehung Ay; = e; ist ein Gleichungssystem mit y; als unbekanntem Vektor,
so dass nach der Cramerschen Regel die i-te Komponente von y; durch

- 144(e)]
Vi = ] (4.75)

gegeben ist. Es sei A;j die Matriz, die aus A durch Streichen der i-ten Zeile
und der j-ten Spalte entsteht. Dann gilt

1Aj(e)] = (1) | Ay = . (4.76)

®3Pierre Simon Laplace (1749 — 1827), franzdsischer Mathematiker
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16.

17.

18.

|A;j| heifit der Kofaktor oder Minor des Elements a;j von A. Die Matriz
Adj(A) der cy;-Werte heifit Adjunkte der Matriz A, und (4.75) impliziert

dann
1

A=
Al

Adj(A). (4.77)

Zu zeigen ist (4.76). A;(e;) entsteht, wenn die j-te Spalte von A durch en
Einheitsvektor e; ersetzt wird. Man kann die Determinante |A;(e;)| bestim-
men, indem man sie nach der j-ten Spalte entwickelt:

[Aj(ei)] =D (1) ey | Ayl

k=1

Aber e;; = 0 fiir alle i # k, so dass nur ein Summand — der fir kK = i -
iibrig bleibt, also hat man (4.76).

Es sei A eine orthonormale (n,n)-Matriz mit vollem Rang. Dann gilt
|A| = 1. (4.78)
Es ist
(det(A))? = det(A) det(A) = det(A") det(A) = det(A’A) = det(I) = 1,
und es ist 1/(det(A))? = det(A) = V1 = 1.

Es sei A = diag(a11,a29, - .., anyn) eine Diagonalmatriz. Dann gilt
n
A = |diag(a11, azz, - . ., ann)| = [ ] aas, (4.79)
i=1
A kann in der Form A = [a11€1, a22€2,. .., apney] geschrieben werden. Nach

Folgerung 2, Gleichung (4.60) gilt dann
n
|A| = anage - ann|I| = Haii~
1=1

Ahnliche Matrizen Es seien M und X Matrizen mit vollem Rang, wobei
M symmetrisch sei. Die Matriz N sei durch

X 'MX=N
definiert. Die Matrizen M und N heiffen dann dhnlich, und es gilt

I X 'MX|=|N]|. (4.80)
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19.

Insbesondere gilt
n
IN| =TT (4.81)
i=1

wobei \1, ..., A\ die (positiven) Figenwerte von M sind.

Nach dem Produktsatz und nach Folgerung 12, Gleichung (4.64) gilt

1
(XTIMX = XTI M||X| = | XTHM[IX| = m!MHX! = [M| = [N].

Insbesondere sei X = P, P die Matrix der (orthognormalen) Eigenvektoren
von M. Dann gilt P’MP = A = diag(Ai,..., ), Aj, j = 1,...,n die zu
den Eigenvektoren korrespondierenden Eigenwerte von M. Man hat dann
MP = PA und der Produktsatz liefert

[PM| = |P[|M] = |P[[A].

Da P aber orthonormal ist folgt |P| = 1, so dass |M| = |A| =[]}, A nach
Folgerung 4.87, Gleichnung (4.79).

(Charakteristisches Polynom) Es sei A eine (n,n)-Matriz; v sei ein
Eigenvektor von A und X sei der zugehorige Eigenwert, so dass

Av= v
gilt. Es folgt
Av—dv=(A-A)v=0.
Die Gleichung

A= M| = A" —a N P4 a\" 2+ (=1)"a, =0 (4.82)

heif$t charakteristische Gleichung von A, das Polynom auf der rechten Seite
heifst charakteristisches Polynom von A. Dabei gilt

n
ayp = Zan’, Ap = |A|, (483)
i=1

d.h. ay ist die Spur von A. Die Nullstellen des Polynoms sind gleich den
Eigenwerten von A.

Das charakteristische Polynom kann z.B. durch die Anwendung des Laplace-
schen Entwicklungssatzes auf |A — A\I| hergeleitet werden; die Koeffizienten
a; ergeben sich aus den Elementen der Matrix A — AI. Die Herleitung soll
hier iibergangen werden. Die Bestimmung der Eigenwerte und der Eigen-
vektoren wird im Allgemeinen von Programmen iibernommen (Golub &
van Loan (2013)).
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Abbildung 16: Abbildung eines Quadrats auf ein Parallelogramm

(6.4)
2.3)

(11
©, 1) p— [C))

(0,0) 0.0 > 0 >

4.7.1 Transformationen und Volumen

Matrizen definieren Transformationen bzw. Abbildungen von Vektoren: ist A
eine (m,n)-Matrix und x ein n-dimensionaler Vektor, so ist y = Ax ein m-
dimensionaler Vektor. y ist eine Linearkombination der Spaltenvektoren von A,
und man kann sagen, dass x durch A in y transformiert wird, oder dass der
Vektor x durch A auf den Vektor y abgebildet wird. im Folgenden spielen ins-
besondere quadratische Matrizen eine Rolle; sie bilden n-dimensionale Vektoren
auf n-dimensionale Vektoren ab; diese Matrizen definieren einen Endomorphis-
mus, also eine Abbildung eines n-dimensionalen Vektorraums in sich selbst (s.
Abschnitt 4.5). Es sei A also eine (n,n)-Matrix. Man kann eine Menge G von
Vektoren x auswihlen und die Menge G* = {y|ly = Ax, x € G} bestimmen. Hat
die Matrix vollen Rang, so existiert die Determinante von A, |A| # 0. Es wird
nun die geometrische Bedeutung von |A| betrachtet.

Der Einfachheit halber wird eine (2, 2)-Matrix betrachtet. Es sei insbesondere
G ein Quadrat mit den Seitenldngen gleich 1. Dann ist G* durch ein Parallelo-
gramm gegeben, s. Abbildung 16. Das Quadrat ist durch die Einheitsvektoren
e; = (1,0)" und ez = (1,0)" definiert. Die Matrix A ist durch

Ax—y, A=[aas)] = < ‘1* ; > (4.84)

gegeben. Wihlt man x; = e; und xo = ey, so erhéilt man

Ae1:a1:<;l>, A92232:<§>, (485)

also gerade die Vektoren, die das Parallelogramm definieren. Wihlt man x = 0,
so erhiilt man y = Ax = 0; man bildet also den Punkt (0,0) im linken Koordi-
natensystem auf den Punkt (0,0) im rechten Koordinatensystem ab. Der Punkt
(6,4) des Parallelogramms ergibt sich durch die Summe der Vektoren y; = (4, 1)

und y, = (2,3):
e (1)+(3)-(3)

Es 1488t sich nun zeigen, dass der Flachheninhalt des Parallelogramms durch die
Determinante |A| von A gegeben ist.
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Das Quadrat hat sicherlich den Fldcheninhalt 1. Der Flacheninhalt des Paral-
lelogramms ergibt sich aus der bekannten Formel F' = hg, wobei h die Hohe des
Paralelogramms und ¢ die Léinge des Vektors ag = (3,2) ist. h ist die Linge des
Vektors z in Abbildung 12, Seite 128, und nach Gleichung (2.244), Seite 128, 148t
sich h = ||z|| ausrechnen. Fiir die Zwecke dieses Abschnitts ist es aber sinnvoller,
den Fldcheninhalt ohne diese Berechnungen zu bestimmen, s. Abbildung 17.

Abbildung 17: Durch die Vektoren a; = (u1,u2)’, und ag = (v1,v2)" definiertes
Parallelogramm

Y A
A B
FZ F3
2 E
K E
P b F4
A%
E F.
0 LI B N N

Satz 4.5 Es sei |A| = a11a22 — ai2a21. Der Flicheninhalt F,, des durch die Vek-
toren w und v definierten Parallelogramms (s. Abb. 17) ist durch

Fp = U1V — U2V1 = 110422 — Q12021 (4.86)
gegeben.

Beweis: Offenbar ist Fp gleich der Flidche Fyor = (u1 +v1)(uz2+v2) des Rechtecks
0ABC minus der Summe der Flachen F} bis Fg. Es ist

1
F = F;= U1 (4.87)
F2 = F4 = V1U9 (488)
1
F3 = F6 = §U1UQ (489)

Einsetzen der Ausdriicke fiir I bis Fg liefert sofort
Fp = Fiot — (Fl + -+ FG) = \ulvg — 1)1U2’, (490)

also den Absolutbetrag der Determinante von A. O

Die Aussage, dass der Fliacheninhalt des durch A reprisentierten Parallelo-
gramms gleich dem Absolutbetrag der Determinante von A ist, kann auf allge-
meine (n,n)-Matrizen verallgemeinert werden, wobei noch zu kliren ist, warum
vom Absolutbetrag der Determinante die Rede ist. Im vorangegangenen Beispiel
ist die Determinante positiv, und Fldcheninhalte bzw. allgemein Volumen sind
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stets positive Zahlen. Vertauscht man allerdings die Spalten von A, so dass die
Matrix B = [ag, a;] entsteht, so findet man, dass die Determinante

|B| = a12a21 — ai1a22 = —(a11a22 — a12a21) = —|A|

negativ ist. In diesem Fall muf8 der Absolutbetrag von |B| genommen werden,
wenn von einem Volumen bzw. Fliacheninhalt gesprochen werden soll. Auf die
Bedeutung des Vorzeichens einer Determinante wird weiter unten eingegangen.

Das Parallelogramm entsteht, wenn alle Vektoren innerhalb einschlielich der
Rénder des Quadrats in Abbildung 16 mit der Matrix A transformiert werden.
Man kann nun ein beliebiges Gebiet G aus der xy-Ebene definieren und alle
Vektoren x aus G mit A transformieren und erhélt eine Menge G* von Vektoren

Yy,
G" = {yly = Ax,x € G}.
Die Frage ist, was iiber das Volumen von G* gesagt werden kann.

Zunéchst werde statt eines Quadrats mit der Seitenléinge 1 ein Quadrat mit
der Seitenléinge a # 1 betrachtet. Dieses Quadrat ist das Gebiet G und hat den
Flicheninhalt F; = a?. Die Einheitsvektoren e; gehen dann iiber in die Vektoren
aej, die nun auf die Vektoren

Aae1 = aa] = ( lez ) y A(leg = aag = < §Z > s (491)

abgebildet werden; es entsteht ein Parallelogramm, dessen Seitenléinge und Diago-
nale um den Faktor a veréindert werden. Der Flacheninhalt des Parallelogramms
betrégt nun nach (4.90) (die Komponenten der Vektoren u und v werden alle mit
dem Faktor a multipliziert)

Fp = Fg* = CL2”UJ11}2 — ’L)1UQ| == Fg|A‘ (492)
Fiir die Determinante |A| folgt daraus sofort

_ Fg-
=

| det(A)| (4.93)
d.h. im allgemeinen Fall ist |A| gleich dem Verhdltnis der Fldcheninhalte bzw.
im mehr als 2-dimensionalen Fall der Volumina der Gebiete G* und F¢. Die

Redeweise, dass |A| gleich dem Volumen eines Parallelepipeds ist, impliziert den
Fall Fp = 1.

Das Gebiet G ist aber nicht notwendig ein Quadrat, sondern kann irgendein
zusammenhéngedes Gebiet sein (Abbildung 18). 7" in Abb. 18 kann irgendeine
Transformation sein, die lineare Transformation, wie sie durch eine (n, n)-Matrix
gegeben ist, ist ein Spezialfall. Das Volumen des Gebiets G kann abgechétzt wer-
den, indem man G in Quadrate unterteilt und die Summe der Fliche dieser
Quadrate bildet. Die Approximation ist um so genauer, die kleiner die Quadrate
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Abbildung 18: Allgemeine Gebietstransformation

/J
/
f\

N~

und je groBer ihre Anzahl. Im Grenzfall geht man zu infinitesimalen Fliachen iiber
und bestimmt die Fléche (das Volumen) von G durch ein Gebietsintegral. Analog
dazu verfihrt man mit der Fliche bzw. dem Volumen von G* = T'(G). Die zu
den Quadraten in G korrespondierenden Fliachen in G* kénnen im Limit durch
infinitesimale Quadrate angendhert werden, die eine lineare Transformation A
der Quadrate in G sind, d.h. A ist eine Matrix, und man findet analog zu (4.92)

vol(G) = | det(A)[vol(G*) (4.94)
oder (G
| det(A)| = va’l (( g*)). (4.95)

Einen exakten Beweis findet man z.B. in Courant II (1963); einen moderner for-
mulierten . allerdings dann auch abstrakteren Beweis findet man in Fischer (1997).
Eine fiir die multivariate Statistik relevante Anwendung dieses Ergebnisses wird
im folgenden Abschnitt betrachtet.

4.7.2 Transformationen und Orientierung

Zum Abschluf soll noch kurz auf die Bedeutung des Vorzeichens einer Determi-
nante eingegangen werden. Dazu werden die beiden Matrizen®*

-1 -1 17
() e (). o
2 2

Man rechnet leicht nach, dass |A| = 3/4 und |B| = —9/8. Die Determinanten sind
ungleich Null, weshalb die Spaltenvektoren a; und as von A linear unabhéngig
sind, ebenso die Spaltenvektoren by und by von B, d.h. sowohl {a;,as} wie
{by, by} sind Basen des R?, also kann man mit beiden Basen alle Vektoren des
R? erzeugen. Wie gezeigt wurde, kann man |A| als Volumen bzw. als Quotien
von Volumina deuten, aber |B| nicht, da Volumina nicht negativ sein kénnen.

PFischer (1997), p. 203)
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Abbildung 19: Transformation: Spiegelung (Anderung der Orientierung) und Ro-
tation

Spiegelung

Rotation

Allgemein gilt fiir Matrizen, dass sie Vektoren transformieren, d.h. gilt Ax =y,
so transformiert A den Vektor x in den Vektor y, und natiirlich gilt die analoge
Aussage fiir B. Die Transformation bewirkt allgemein eine Rotation und eine
Verdnderung der Linge von x, oder eines von beiden (und in speziellen Fillen
gar keine Veranderung). Nun konnen die Vektoren xi, ..., x, eine Figur abbilden,
eben z.B. ein F. Die Matrix A rotiert alle x; und verdndert die Léngen, und
die Figur, hier das F, wird als Ganzes "nur” rotiert. Wendet man dagegen die
Matrix B auf die x; an, so wird das F nicht nur rotiert und eventuell verzerrt,
sondern dariiber hinaus gespiegelt, d.h. es wird die Orientierung der Figur oder
allgemein der Vektorkonfiguration verdndert (Abbildung 19). Die Spiegelung oder
Veranderung der Orientierung wird durch das Vorzeichen der Determinante, hier
von B, angezeigt. Man kann sagen, dass der Betrag der Determinante von B,
| det(B)]| ein Volumen reprisentiert, und das Vorzeichen der Determinante zeigt
an, ob die Orientierung der Konfiguration durch die Transformation geéindert
wird.

Der Begriff der Orientierung kann mithilfe des Vektorprodukts illustriert wer-
den, das im R3 definiert ist. Gegeben seien drei 3-dimensionale Vektoren x, y, und
z. Die Vektoren x und y liegen in einer Ebene (d.h. sie definieren eine Ebene im
R3, und z steht senkrecht auf dieser Ebene. Ohne Beschriinkung der Allgemeinheit
kann man annehmen, dass diese Ebene durch die kanonischen Einheitsvektoren e
und ey definiert wird; dann steht e3 senkrecht auf dieser Ebene, hat also dieselbe
Orientierung wie z. Das Vektorprodukt ist dann definiert durch

e ey e3
XXy=|x1 x2 3 (4.97)
Y1 Y2 Y3
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Entwickelt man diese Determinante nach der ersten Zeile, so erhélt man

To X3 x| X3 1 X2
Z=XXy = e —
Y2 Y3 Y1 Y3 Yyr Y2
= (x2y3 — x3y2)e1 + (x3y1 — z1y3)ex + (z1y2 — x2y1)es
T2Y3 — T3Y2
= T3Y1 — T1Y3 (4.98)
T1Y2 — T2Y1

x X y ist ein Vektor, der orthogonal zu den Vektoren x und y ist; so ist
x'z = X'(x X y) = 12993 — 2123y + T2w3Y1 — T1T2Y3 + T3T1Y2 — 32y = O,

und analog dazu findet man y’(x x y) = 0. Also steht z senkrecht auf x und y
und damit auf der durch eiese beiden Vektoren definierten Ebene.

Man rechnet leicht nach, dass

x Xy =—(y x x). (4.99)

Es 148t sich nun zeigen, dass dem Vektor z eine Drehrichtung zugeordnet
werden kann; dieser Sachverhalt ergibt sich aus der Analyse der Bewegung eines
Massepunktes auf einer Kreisbahn; die Details werden hier {ibergangen (man fin-
det die Analyse Lehrbiichern dr Physik, z.B. in Westphal (1959), p. 16)). Zerlegt
man die bei Drehbewegungen auftretenden Kréfte, so zeigt z die Orientierung
der resultierenden Kraft und ||z| ist die Grofie der Kraft. Ist ||z|| die Kraft, mit
der man eine Schraube in ein Holzstiick dreht, so entspricht die Orientierung der
iiblichen Schraubenbewegung; —z entpricht dann der Orientierung der Drehung
beim Herausschrauben der Schraube.

Um den Begriff der Orientierung formal fassen zu koénnen, wird der Begriff
der geordneten Basis eingefiihrt; dies ist eine Basis by, ..., by, bei der es auf die
Anordnung der b; ankommt. Nun seien B = {by,...,b,} und C = {cy,...,c,}
zwei geordnete Basen eine n-dimensionalen Vektorraumes V. Dann existiert stets
eine Matrix A, die die Basis B in die Basis C iiberfiihrt®®, so dass mit B =
[b1,...,by] und C = [cy,...,c,] die Bezichung C' = AB gilt. Dann heiflen die
Basen B und C gleichorientiert, wenn |A| > 0 ist. Gilt diese Bedingung nicht, so
heiflen sie verschieden orientiert; dann gilt |A| < 0.

Vertauscht man in einer Matrix zwei Vektoren miteinander, so &ndert sich das
Vorzeichen der Determinante. Hat man also By = {by,...,bj,bj41,...,b,} und
By = {b1,...,bjt1,bj,..., by}, so sind L(B; und L(Bz) verschieden orientierte
Vektorrdume. insbesondere heifit eine geordnete Basis positiv orientiert, wenn sie
dieselbe Orientierung wie die kanonische Basis {e1, ..., e,} hat; andernfalls heifit
sie megativ orientiert.

55Warum?
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4.7.3 Die Transformation zufilliger Verdnderlicher

Integrale lassen sich oft leichter bestimmen, wenn man die Integrationsvariable
durch eine andere Variable ersetzt. Um die Substitution von Variablen diskutieren
zu koénnen, wird der Begriff der Differenzierbarkeit benotigt:

Definition 4.7 Fine Funktion f(x) mit einer Variablen heifst differenzierbar in
x, wenn eine Zahl f'(§) existiert derart, dass

flx+8) = f(z)+ f/(2)€+0(§), g% (|’|(§H) =0. (4.100)

gilt. o(§) ist eine Funktion voin &, die schneller gegen Null geht als €. Dabei ist

N (Gt B 1)
fl(z= lim : (4.101)

Der mehrdimensionale Fall ist analog definiert:

Definition 4.8 Es sei U C R" eine offene Menge und es sei f eine Abbildung
fU—=R". inxeU total differenzierbar (auch einfach differenzierbar), wenn
eine weitere lineare Abbildung A: R™ — R™ gibt derart, dass in einer Umgebung
von T

fle+ &) = flx) + AL+ o([€]) (4.102)
gilt.

Hier ist A = (a;;) eine (m, n)-Matrix und & ein n-dimensionaler Vektor; weiter ist
f=(f1,...,fn) ein n-dimensionaler Vektor. Offenbar ist differenzierbar, wenn
die Komponenten f; differenzierbar sind.

Satz 4.6 Es seien f und A wie in Definition 4.8 definiert. Dann gilt (i) f ist in
x stetig, (ii) die Komponenten f; von f sind in x partiell differenzierbar, d.h. es
gilt

Beweis: (vergl. Forster (2), p. 78) Es ist

lim A¢ = £(£),
£—0

und dies heifit, dass f in x stetig ist. Weiter gilt
n
fix+€) = fix)+ Y _ai& +o(llzil), i=1,...n
i=1
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d.h.
fi(€ + hej) = fi(x) + haij + o(||he;l]),

so dass

of . filk+he) - filx) o
O:Uj = }l}_}r% 3 = a;; + O(HheJH) = Q-
]

Die Implikation des Satzes ist, dass die Matrix A durch die Abbildung f ein-
deutig bestimmt ist.

Definition 4.9 Die Matrixz A heifit das Differential oder Funktionalmatrix oder
Jacobi-Matrix®® der Abbildung f im Punkt .

Im mehrdimensionalen Fall wird also der Differentialquotient durch eine Matrix
von partiellen Differentialquotienten ersetzt. Man hat die Schreibweisen

a(fl?"'afn) afl
Df =Jpi= 0 = == 4.104
(DB (x) f A(x1,...,2n) (x) oxj )’ ( )
wobei ”:=" bedeutet, dass der Ausdruck links von diesem Zeichen durch den rechts

davon stehenden definiert wird. In ausgeschriebener Form hat die Funktional-
oder Jacobi-Matrix die Gestalt

o oh ... on
81’1 8:22 8-'En
Jp=| O o O (4.105)
Ofn  Ofs . Ofa
oz Oxo 0Tn

Die Differenzierbarkeit von bedeutet nach (4.102), dass in einer hinreichend
kleinen Umgebung von x linear approximiert werden kann. A£ ist ein Vektor, der
die infinitesimale Verénderung von f im Punkt (x) angibt.

Die Kettenregel: Im mehrdimensionalen Fall gilt
Satz 4.7 Es seine U C R™ und V. C R™ offene Mengen und f: U — R™,
gV — RF offene Mengen und es gelte f: U — R™, g:V — RF, (U) C V. f sei

in x und g sei in y:= f(x) differenzierbar. Es sei gof U — R die aus g und f
zusammengesetzte Abbildung; sie sei in @ differenzierbar und es gilt

D(gof)(z) = (Dg)f(@) - Df(). (4.106)

Beweis: Siehe z.B. Forster (2), p.80.

Zur einfithrenden Illustration werde die Substitutionsregel bei der Integration
einer Funktion von nur einer Verénderlichen erinnert. So sei f(z) eine Funktion

6Carl Gustav Jacobi (1804 — 1851), Mathematiker
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auf einem Intervall I C R. Eine neue Variable u kann durch eine auf dem Intervall
I invertierbare Funktion ¢ (u) = x eingefiihrt werden. Ist F'(z) die Stammfunktion
von f, d.h. gilt F(z) = [ f(z)dz5". So kann F als Verkettung Fop = F(p(u))
gesehen werden. Man kann dann

F(o(u)) = G(u). (4.107)
iund die Kettenregel fiihrt auf

dF(p(w)) _ dE(p)dp _

Ju dp du flo)e' = g(u). (4.108)

und
b
/ f()g(wdu = F(p(b) - F(p(a))
= / f(@x)dzx, x=@(u) (4.109)
%)

Diese Aussage 7ist die Grundlage fiir die Einfiihrung neuer Verédnderlicher in ein
Integral” (Courant I (1961), p. 183). Wie Courant I, p. 184, ausfiihrt, folgt man
aber der Gleichung (4.109) von rechts nach links: gegeben ist eine zu integrierende
Funktion f(x), Die Aufgabe, das Integral zu bestimmen, kann u. U. vereinfacht
werden, indem man fiir z die Funktion z = ¢(u) und damit die neue Integrati-
onsvariable u einfithrt. Man bestimmt also

Gu) = / £ (o)) ()

und ersetzt dann u wieder durch z. Dazu muf ¢ umkehrbar sein, d.h. es muf} die
inverse Funktion ¢ (z) = u = ¢~ !(z) existieren mit ¢’(x) # 0 fiir alle z € I . Als
Grundformel (Courant I, p. 184) erhélt man dann

/ f(2)dz = / () (w)du, u=1(x) (4.110)

Man bestimmt also das Integral auf der linken Seite der Gleichung, indem man
das Integral auf der rechten Seite findet und anschlieend wu iiber die Abbildung
u = 9 (z) wieder einfiihrt. Es sei angemerkt, dass

, 1
R

gilt; hier wird klar, warum v’ # 0 fiir x € I gefordert werden mu$.

@ (4.111)

®"Diese Schreibweise mag etwas lax sein, weil die Laufvariable = nicht vom Argument z in
F(z) unterschieden wird, ist aber als moglichst einfache, intuitive Schreibweise zu lesen (vergl.
Courant I (1961), p. 182)

174



Es ist wichtig, sich die Bedeutung des Faktors ¢’ in Gleichung (4.109) noch
einmal klar machen: offenbar geniigt es nicht, x einfach durch ¢(u) zu ersetzen,
es mufl eben noch der Faktor ¢'(u) hinzugefiigt werden. Im Vergleich mit der
rechten Seite von (4.109) erhilt man die Beziehung

dr = ¢'(u)du (4.112)

Die Transformation impliziert i. A., dass z und v und damit auch dz und du auf
verschiedenen Skalen laufen®® Bei nichtlinearen Funktionen ¢ bzw. v wird die
Beziehung zwischen dx und dy aber nicht nur durch eine Konstante bestimmt;
¢'(u) kann ja eine Funktion von u sein.

In (4.110) représentiert f(z)dx ein "infinitesimales Rechteck” der Breite dx
und der Hohe f(z). Beim Integral auf der rechten Seite werden aber nicht die infi-
nitesimalen Rechtecke f(¢(u))du aufsummiert, sondern die Rechtecke f(¢(u))¢’ (u)du,
was man so lesen kann, dass der Verlauf von f durch den u.U. von u abhéngigen
Faktor ¢’ modifiziert wird. Ist ¢/ = a eine Konstante, so werden die f(p(u))-
Werte vergroflert, wenn a > 1, und verkleinert, wenn a < 1 ist. Die Veranderung
der Skala geht also mit einer Modifikation des Verlaufs von f(p(u)) einher.

Im Ubrigen kann man die infinitesimalen Flichen f(z)dz etc als Spezialfall
des allgemeinen Volumenbegriffs auffassen; diese Sichtweise wird weiter unten
noch elaboriert.

Beispiel 4.5 Eine einfache, illustrierende Anwendung ist die Integration der
Funktion f(x) = sin(2x). Man kann hier die Transformation v = ¥(x) = 2z
einfithren; dann ist

du _dp(x) _

dx dx
einer Verdnderung auf der z-Skala entspricht eine doppelt so grofie Veranderung
auf der u-Skala, und einer Verinderung auf der u-Skala entspricht die Hélfte
dieser Verdndrung auf der z-Skala. Diese Beziehungen iibertragen sich auf die
infinitesimalen Groflen dx und du. Sind @ und b die Grenzen des Integrals auf der
u-Skala, so erhiilt man wegen u/2 = x die Grenzen a/2 und b/2 auf der x-Skala;
speziell fiir ¢ = 0 und b = 7 erhélt man also

/2 ™ 1 1 (™
/ sin(2z)dx = / sin(u)=du = / sin(u)du
0 0 2 2 Jo

1 1
= -3 cos(m) + 3 cos(0) = 1. (4.113)

1
(r) =2, d.h. du=2dx,bzw. dz = §du

Abbildung 20 illustriert das Prinzip: Die Funktion sin(2x) ™iberdeckt” nur die

58Ein einfacher Fall sind die Celsius- und Fahrenheitskalen fiir die Temperatur, die durch
eine lineare Transformation aufeinander bezogen sind: F' = aC + b mit a = 1.8, b = 32. Der
Unterschied von einem Grad Celsius entspricht einem Unterschied von 1.8 Grad F. Differenziert
man, so erhilt man dF/dC = a, d.h. dF = a-dC. d.h. der Faktor a bezieht auch die Differentiale
aufeinander. Da dr und dy infinitesimale Differenzen sind, verschwindet die additive Konstante

b.
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Abbildung 20: Skalen und Fliache unter Funktionen

.5 sin(x)

sin(2x)

f(x)x

00 02 04 06 08 10

Hailfte des Intervalls, den die Funktion .5sin(u) iiberdeckt, und damit die Fl&-
chen unter den Funktionen — also die Integrale iiber die entsprechenden Interval-
le — gleich grof} sind, miissen die Funktionswerte von sin(u) in diesem Fall mit
dem Faktor 1/2 multipliziert werden. Eine intuitive Plausibiltétsbetrachtung mag
hier hilfreich sein: Geht man von der Riemannschen Definition des Integrals als
Grenzwert einer Summe von Rechtecken aus, so gilt speziell fiir eine Zerlegung
des Integrationsintervalls [a, b] in gleichgrofie Intervalle Ax = (b —a)/n

/f(x)dm = Al;goggngogf(tl)Ax, ti € [z — xi—1) (4.114)
d.h. fir Az — dz fir n — oo. Gilt nun f(t;)Az = f(u;)¢’ Az, so erhilt man im
Limit fiir die Rechtecke du = ¢'dx, und ¢’ kann als Dehnung oder Verkiirzung
von Az oder als Streckung oder Stauchung von f(t;) interpretiert werden, so
dass f(u)p'du = f(x)dz gilt. So haben die Rechtecke von sin(u) nur die Breite
du = dx/2, haben also nur den halben Flicheninhalt. Da man den Faktor 1/2
auch auf die Hohe der Rechtecke beziehen kann, kann man ebensogut sagen, dass
die Rechtecke fiir sin(u) nur die halbe Hohe der Rechtecke fiir die Funktion sin(2z)
haben. O

Beispiel 4.6 Es sei Z eine N(0,1)-verteilte zufillige Verénderliche, d.h. Z sei
standardnormalverteilt, so dass E(Z) = 0 und Var(Z) = 1. Es sei nun X =
©(Z) = 0Z + p. Die Verteilung von X wird sich also iiber die Verteilung von
Z ergeben, denn ¢ (X) = (X — u)/o = Z. Dementsprechend ergibt sich der
folgende Ansatz

P(X <a)=P(oZ+p<a)=P(Z<=—F)

so dass die Verteilungsfunktion F von X auf G, die Verteilungsfunktion von Z
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Abbildung 21: Skalen und Fliche: Gauss-Funktionen fiir verschiedene o- (sig-
ma)Werte unter Funktionen

f(x)

00 02 04 06 08 10

bezogen wird. Fiir die Dichten folgt
_dF@) _dG(@—p)/o) _ (x - u) |

g

dx dx

(2

f(x) :
wobei der Faktor 1/0 durch Anwendung der Kettenregel entsteht. Hier wird also
der Verlauf von f um den konstanten Faktor 1/ modifiziert: ist o > 1, wird der
Verlauf flacher, dafiir wird der Bereich, in dem f > ¢ fiir ein ¢ > 0 ist, grofler;
fiir o < 1 gilt die Umkehrung. Wegen X = o7 + p gilt AZ = cAZ, d.h. eine
Veranderung von Z um AZ bedeutet eine o-fache Verinderung Ax von X. Setzt
man (z — p)/o fiir z in die Dichtefunktion fz(z) = \/% exp(—32?) fiir Z ein und
multipliziert, mit 1/0, so erhilt man die Dichtefunktion fiir X:

fx () = ! exp<—($_'u)2>. (4.115)

oV 2w 202

Allgemein gelte nun X = (Z), wobei ! fiir alle X existiere und von Null
verschieden sei. Dann ergibt sich

P(X <) = Pp(Z) <) = P(Z < ¢ (),

so dass o) (@)
_ dp~ (x dy(z
_ 1 _

F@) = f27 @ = )
fz ist hier wieder in der in (4.110) angegebenen allgemeinen Form. Wéhrend eine
lineare Transformation von Z wieder auf die Gauische Dichte (4.115) fiihrt, mufl
dies bei einer nichtlinearen Transformation ¢ nicht mehr der Fall sein. ]

(4.116)

Der mehrdimensionale Fall: Es seien x = (21,...,zy,) und y = (y1,...,yn)
zufillige Vektoren, d.h. die x; und y; seien zufillige Verdnderliche, und es gelte
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y = Ax, A eine (n,n)-Matrix mit vollem Rang, so dass die Inverse A~! existiert.
Gesucht ist die Verteilung von y, wenn die von x gegeben ist. Der Ubersichlichkeit
halber wird das vorgehen am Fall n = 2 illustriert.

Gegeben sei ein Doppelintegral einer Funktion mit zwei unabhingigen Ver-
anderlichen; eine Transformation der beiden Variablen kann oft die Aufgabe, das
Integral zu bestimmen, erleichtern. Dazu werden die Funktionen

z=p(u,v), y=1(u,v) (4.117)

eingefiihrt. Die Jacobi-Matrix ist

oy [ 7

z,y v v Pu  Po

d(u,v) W B ( Yo Py > ( )
ou ov

Dann gilt der

Satz 4.8 Transformationssatz

Lﬂ#@wmwz/ Flp(u,0), 0, v))] det(Jop)dudv — (4.119)
G G

Beweis: Statt eines ausfiihrlichen Beweises wird hier eine eher intuitive Betrach-
tung vorgestellt (Courant II, p. 231), einen vollsténdigen Beweis findet man zB
in Courant II, pp. 222 — 225. Man denke sich das Gebiet G* in Rechtecke aufge-
teilt: Geraden u; parallel zur v-Achse und Geraden v; parallel zur u-Achse. Die
Differenz zwischen u; und wu; 41 betrage u;41 — u; = Awu, die zwischen vj41 und
v; sei Aw fiir alle ¢ und j. Das i-te Rechteck G; hat dann die Fliche AuAv. in
der zy-Ebene entspricht g; ein Teilgebiet G}, definiert durch die Abbildungen
o(ui,v;), ¥(ui, v;) ete. Im allgemeinen Fall sind die Gebiete G nicht mehr not-
wendig Rechtecke, denn die Verbindungslinien zwischen den Eckpunkten kénnen
nun krummlinig sein. Sind ¢ und ¢ allerdings linear, so sind die G Parallelo-
gramme. Man betrachte nun die Determinante

Do— ' p(ui + h,vj) — (ui, v5)  @(ui, v+ k) — (ui, v5)

Fiir hinreichend kleine Werte von h und k& kann man dafiir

Qou(uiavj) @U(ui’vj) ‘h/{ hkD 4.12
~~ 120
bl o)) Dol ;) (4120)

schreiben; hkD approximiert die Flache von G7. f(p(u;,vj), ¥ (u,v))Dkh definiert
dann ein Volumenelement, und die Summe iiber alle diese Elemente approximiert
dann das Integral und man hat

lim Zﬂm%mwmwme/wﬂmemmwmm
2,7

h—0,k—0
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O

Um das folgende Beispiel vorzubereiten, wird das folgende Lemma bewiesen:
Lemma: A habe vollen Rang. Dann gilt

(AN A = (A4, (4.121)

Beweis: Es ist? (44’)~! = (4’)~1A~1. Multiplikation von links mit A’ liefert
A'(AA) ™1 = A71 und die Transponierung der Gleichung fiihrt auf ((AA") ")/ A =
(A~1)". Multiplikation von rechts mit A~ liefert schlielich (AA")~1 = (A1)’ A1,
und das war zu zeigen. O

Beispiel 4.7 Die multivariate Normalverteilung Es sei z = (21, ..., z,)’ ein
zufélliger Vektor, dessen Komponenten stochastisch unabhéngig N (0, 1)-verteilt
seien, d.h. es soll

f(z) = (2771)"/2 exp (—;z/z> . (4.122)

gelten. Weiter sei x = Az+pu, d.h. x und p seien ebenfalls n-dimensionale Vektoren
und A sei eine (n, n)-Matrix mit vollem Rang. Dann ist die Verteilung von x durch

1 1

f(x)= m exp <—2(x — )2 N (x - y)) ) (4.123)

gegeben.
Beweis: Es ist x — g = Az, so dass

(x —p)(x —u) = Azz' A’
Dann ist E[(x — p)(x — p)'] = AE(zz')A’, und

Blar') = (B(s). Bz ={ o 157

wegen der vorausgesetzten Unabhiingigkeit der Komponenten von z, d.h. E(zz') =
I die Einheitsmatrix, so dass

2 =E[(x — p)(x — p)] = AA, (4.124)

d.h. AA’ ist gleich der Matrix der Varianzen und Kovarianzen der Komponenten
von x. Da A vollen Rang hat, existiert die zu A inverse Matrix A, so dass

z=A"(x—p)
folgt, und nach (4.122) gilt

fla'z) = f((x = p)'(A7) A7 (x = p)|A7|
Wegen (AB)™' = B7'A™!
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denn dx/dz = A~!, und wegen (4.121) und nach dem Produktsatz fiir Determi-
nanten gilt mit ¥ = AA’

B = A4 = |A||A'| = | AP

so dass |A| = |2|'/2, also erhilt man fiir die Dichte von x die Dichte (4.123). O

Kommentar: |2|%/2 ist gleich der Funktionaldeterminante, die dem ¢’ im 1-
dimensionalen Fall entspricht. O
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