Multivariate Verfahren, WS 2016/2017

Vektoren und Matrizen
Ubungen 3 + Antworten: Dyadische Produkte

Diese Ubungen beziehen sich auf Anwendungen des dyadischen Produkts zwei-
er Vektoren. Dyadische Produkte sind oft hilfreich, um bestimmte Sachverhalte
auszudriicken. Das dyadische Produkt wird im Skriptum ’Vektoren und Matri-
zen’, Seite 10 definiert.

1. Aufgabe: Nach Satz 2.1 des Skriptums (S. 28) kann eine beliebige (m x n)-
Matrix als Produkt X = QA’ zweier Matrizen mit jeweils einem Rang von
r < min(m,n) dargestellt werden. Es sei Q = [qy,...,4q,], 4 = [a1,...,a,]
(In Satz 2.1 wird X = UV geschrieben, d.h. es ist hier Q = U, V =
A’. Der Grund fiir diese Umbenennung sind die in der Faktorenanalyse
gebréuchlichen Schreibweisen).

Zeigen Sie, dass dann
X =qia) +qpay + -+ q,a,
und insbesondere
Tij = qi1a51 + -+ QirGgr
gilt, g; die i-te Komponente von qy, a; die j-te Komponente von a;.
Lésung: Entsprechend X = QA’ kann man
aj

al
X=[ay...,q]) | . | =qa) +qal+ - +q,a,

schreiben.

Die q;, sind m-dimensionale Vektoren, die a; sind n-dimensionale Vektoren,
k=1,...,r. Esist
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qmk
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Es sei q; der i-te Zeilenvektor von X und a; der j-te Zeilenvektor von A
(salso der j-te Spaltenvekotr von A’. Dann ist

Tij = qi1Gj1 + -0+ QikGik + 00+ Qirlgr

Der Term ¢;,ajy, ist gerade das (i, j)-te Element von qgay. Uber die Summe
>k 94}, der dyadischen Produkte 148t sich also gleich die ganze Matrix X
darstellen.

2. Aufgabe: Es sei R eine symmetrische Matrix, z.b. eine Matrix von Kor-
relationen rji; Wegen 7, = ry; fiir alle j,k = 1,...,n ist dann R’ = R.
Es kann gezeigt werden (in der kommenden Vorlesung), dass fiir eine sym-
metrische Matrix immer eine (n x n)-Matrix P und eine Diagonalmatrix
A = diag(A1, ..., \n) existieren derart, dass

R = PAP,

wobei P orthonormal ist (aber diese Eigenschaft ist fiir die folgende Frage
nicht relevant). Essei P = [py, ..., P,), Pk, K = 1, ..., n die Spaltenvektoren
von P. Zeigen Sie, dass dann R in der Form

n
R = \pyp) + AapsPh + -+ AaPyPh = > AkPyPh
k=1

dargestellt werden kann. Wie lautet insbesondere der Ausdruck fiir das Ele-
ment 7, von R?

Losung: Mit P = [py,...,p,] und A = diag(\1,...,A,) hat man
PA = [\ipy, -+, APy,
so dass
R = PAP = )\1p1p/1 + e+ Anpnp;

Der Vorteil dieser Darstellung: man sieht deutlicher, in welcher Weise die
Eigenwerte in die Korrelationen eingehen. Im Zusammenhang mit der mult-
plen Regression wird insbesondere die Darstellung von R~! = PA~'P’ in-
teressant.

Fiir Darstellung von rj; (besser: r;;, weil der Index k schon fiir die Sum-
mation iiber die latenten Variablen gebraucht wurde) erhilt man

n
i = AeDikDik-
k=1

3. Es sei X eine (m x n)-Matrix von spaltenzentrierten Messwerten. Es sei



der i-te Zeilenvektor von X, — hier als Spaltenvektor angeschrieben. Offen-
barist C = %X 'X die Matrix der Kovarianzen zwischen den Variablen (die
den Spalten von X entsprechen).

Zeigen Sie, dass C auch in der Form
1 m
C=— D %X
i=1
geschrieben werden kann.

Losung: Es ist

Ti1 Ti1&41 T2 - Li1Lin
-~ T2 Ti2Z41 L2532 - Ti2Tin
XiX; = : (Ti, -+ Tin) =

Tin TinTil Tindi2 - Tindin

Andererseits ist
m
1
Cip = — § 'a:ack
] m ‘ 1]
=1

Das Produkt z;jz; ist aber gerade das (j, k)-te Element von x;x;, daher

erhilt man dann
1 m
1=



