Multivariate Verfahren, WS 2016/2017

Vektoren und Matrizen

ﬂ'bungen 1 + Antworten

Aufgabe 1: Gegeben seien die Vektoren x; = (1,2)" und x2 = (2,3)". Lassen
sich Koeffizienten a und b finden derart, dass ax; + bxy = 0 = (0,0)’? Welchen
Wert hat das Skalarprodukt x)x2? Sind x; und x linear abhingig oder linear
unabhéngig?
Antwort: Es soll

axi + bxg = 6

gelten, also

a-14b-2 = 0 (1)
a-24b-3 = 0 (2)

a = b = 0 ist sicherlich eine Losung. Nun werde angenomnmen, es gebe noch
eine Losung mit a,b # 0. Aus (1) folgt a = —2b, so dass aus (2) —4b+ 3b =0
folgt, also 3 = 4, was nur in Hexenkreisen als akzeptierbare Losung gilt!. Die
Normalbevolkerung hélt aber an der Aussage 3 # 4 mit der Implikationa =b =0
fest und folgert daraus, dass x; und xo linear unabhéngig sind.

Aufgabe 2: Gegeben seien die Vektoren x; = (1,2)', xo = (2,3) und x3 =
(1,1.5)". Fiir welches Paar (x;,xy) gilt cos;, = 1, 0, der Winkel zwischen den
entsprechenden Vektoren? Sind die Vektoren x1, X2, x3 linear abhéngig oder linear
unabhéngig?

Antworten: Fokussierte Betrachtung der Komponenten fithrt zu dem Schluf,
dass cos o3 = 1 sein muf}, denn die Komponenten dieser beiden Vektoren unter-
schieden sich nur durch den Faktor 1/2:

xhx3=2x1+3x1.5=2+45=6.5.
Weiter gilt

o]l = V22 + 32 = V13, ||x3] = /12 + 1.52 = v/3.15,

»Du muBt verstehn! — Aus Eins mach Zehn, — Und Zwei la8 gehn, — Und Drei mach gleich,
— So bist du reich. — Verlier die Vier! — Aus Fiinf und Sechs, — So sagt die Hex’, — Mach Sieben
und Acht, — So ist’s vollbracht: — Und Neun ist Eins, — Und Zehn ist keins. — Das ist das
Hexen-Einmaleins.” Worauf Mephisto spricht: "Mich diinkt, die Alte spricht im Fieber”.
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und v/13v/3.15 = /13 x 3.15 = 6.5, so dass fiir diese beiden Vektoren

/
X1x9
L =1

cosblg3 = ————— =
[ ||z

gilt.

Wenn die x1, X9, X3 linear unabhéngig sind, so gibt es nur eine Losung fiir
axy + bxo + cxg = 6,
nédmlich a = b = ¢ = 0. Man hat

a-1+b-2+c-1 = 0 (3)
a-2+b-3+c-15 = 0 (4)

Aus (3) folgt b= —3(a+ c), so dass (4)

24— 2(ate)+15e= (2= Dat (15— =0
2 2 2
liefert, also %a +0-c¢ =0, also a = 0. Die Gleichungen (3) und (4) implizieren
dann ¢ = %b, so dass diese Gleichungen Losungen a = 0, b # 0, ¢ = b/2 zulassen.
Also ist @ = b = ¢ = 0 nicht die einzige Losung, d.h. die x;,Xs,x3 sind linear
abhéngig.

Aufgabe 3: Es seien x, y und z Vektoren und es gelte x }f y, d.h. x und y seien
nicht parallel. Es gelte ax + by = z fiir bestimmte Koeflizienten a,b € R. Weiter

seien
X . y . Z

)~( = —_— y = —_— 7z = ——
’ lyllI ||
die korrespondierenden normierten Vektoren. Existieren Koeffizienten a und
mit
ax+pfy=2z"7
Unter welchen Bedingungen gilt
ax+by =27

(Anmerkung: die Normierung 148t die Orientierung der Vektoren invariant.)

Antworten: Nach Voraussetzung bzw. Annahme gelten die Gleichungen

ax+by = =z (5)
ax+ 0y = z (6)
Dann muf 5 .
Q
—X+ —y = —(ax + by)
=™ lyll™ =]l
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gelten. Daraus folgt

o a B b -
— L )y=0.
(nxu uzr> xF <||y|| uzu> y

Nach Voraussetzung sind aber x und y linear unabhéngig, so dass

« a 15} b
Tl " T2l — iyl Tl
gelten miissen, also ix -
X
= am, 8= bﬁ

Die Koeffizienten o und (8 existieren also. Damit auch ax + by = z gilt miissen
offenbar die Beziehungen

1x[1/1lzl] = lyll/llzll = 1 =[x} = Iy

erfiillt sein.

Dieses Ergebnis ist auch intuitiv klar: Angenommen, es gelte ||x|| # |ly||. Die
ungleichen Lingen von x und y gehen dann in die Koeffizienten a und b ein,
damit fiir einen bestimmten Vektor z die Linearkombination ax + by = z gilt.
Die Normierung der Vektoren bedeutet aber

X[ =yl = llzll = 1,

und die Koeffizienten «, 8 miissen so gewéhlt werden, dass fiir ax + Sy = z die
Bedingung ||z|| = 1 gewahrt bleibt. Die Beziehung ax + by = z wird nur dann auf
die Beziehung zwischen den normierten Vektoren vererbt, wenn x,y und z alle
dieselbe Linge haben, die sich dann bei der Beziehung ax + 8y = z herauskiirzt.

Aufgabe 4: Es sei

Fiir welche Vektoren t gilt
Rt=Xt, AeR?

Konnen Sie einen Ausdruck fiir die zugehorigen A-Werte angeben? Angenommen,
es giabe zwei Vektoren t; und ts, diese Gleichung erfiillen. Zeigen Sie, dass dann
notwendig t)te = 0 gilt.

Hinweis: Es existieren zwei Vektoren t; und to, die diese Beziehung erfiillen, mit
zugehorigen Werten fiir A. In einer Matrix T = [t1, t2] zusammengefasst kann man

- < cosf —sinf > -

sin 0 cos 0
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betrachten. Zeigen Sie, dass T'T = I; welchen Wert hat der Winkel 67

Antworten: Es sei t = (¢1,¢2)". Dann soll

1 r t1 ) 1
() ()= ()
gelten. Ausmultipliziert ergibt sich
ti+rta = Ay (8)
rty +ta = Ak (9)

Dividiert man die beiden Gleichungen durcheinander, so fallt A heraus:

t1 + rto . t
rtL+ 1ty to

Man erhélt
tity + 1t = tity 4+ 113 = 13 =13
Es ergibt sich eine Losung t1 = (¢1,¢1)" und eine zweite Losung to = (t1, —t1)".
Offenbar ist tjty = t7 — t7 = 0, d.h. die beiden Vektoren sind orthogonal.
Um \ zu bestimmen folgert man aus (8) unter der Voraussetzung t; = to # 0
(also t1,t2 # 0)
t1 +7rt1 = My tl::>t2 A=A =1+4r,

und aus (9)
Ttl—tl :—/\tl t2::;t1 )\:/\2:1—7”

Es gilt tatséchlich Rt; = A\;t;, 7 =1,2:

) ()= ()= ()

wie man durch Nachrechnen leicht bestétigt, und die analoge Gleichung gilt fiir
to mit A = Ag. A; und A2 heiflen Figenwerte von R, die Vektoren t; und to heiflen
FEigenvektoren von R; diese Namen ergeben sich aus dem Sachverhalt, dass nur
diese Vektoren mit den zugehorigen A-Werten der Gleichung Rt = At geniigen;
fiir beliebige Vektoren x gilt diese Beziehung nichi!

Fir » = 0 folgt Ay = 1, Ay = 1; wéhrend fiir r = 1 die Werte A\; = 2,A2 =0
folgen. Zur Erinnerung: Ist r ein Korrelationskoeffizient, so ist 72 der Determina-
tionskoeflizient; er gibt den Anteil der vorausgesagten Varianz an der Gesamtva-
rianz an. Fiir 7 = 0 ist auch 72 = 0, und in diesem Fall ist \; = Ay. Fiir 7 = 1 ist
7?2 = 1 und nur A\; # 0. Offenbar haben die Eigenwerte etwas mit dem Ausmaf zu
tun, in dem eine zuféllige Verédnderliche durch eine andere erkléart werden kann.

Dass die Spaltenvektoren der in (7) definierten Matrix 7" mit den hier herge-
leiteten Vektoren t; und to identisch sind, wird in der Vorlesung noch explizit
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hergeleitet. Jedenfalls gilt T' = [t1, to] mit t1 = (¢1,%1) = (cosf,sinf)’, d.h., es
soll cosf = sinf gelten; analog soll to = (t1,—t1)’ mit —sinf = —cos#f, also
ebenfalls cosf = sin @ gelten. Diese Bedingung ist fiir 6 = /4 ~ 0.7071068 er-
fiillt. Fiir to = (1, —t1)’ ergibt sich die Bedingung cosf = —sin6, d.h. § = —x /4.
DieEigenvektoren t; und ts sind also von r unabhéngig, wiahrend die Eigenwer-
te A1 und Ay abhéngen. Die inhaltliche Bedeutung dieses Befundes wird spéter
erldutert.

T'T = I folgt wegen sin? + cos?§ = 1 und sinf cos§ — sinf cosf = 0.

Aufgabe 5: V1, V5, V3 seien physiologische Groflen, die psychischen Stress repri-
sentieren. An hundert Vpn werden Messungen dieser Variablen vorgenommen,
die in drei 100-dimensionalen Vektoren xi,x2 und x3 zusammengefasst werden;
die Komponenten von x; enthalten die Messwerte fiir V;, j = 1, 2, 3. Es zeigt sich,
dass x1 Jf x2, aber x3 || x3 (x1 ist nicht parrallel zu xg, aber x5 ist parallel zu x3).
(Wenn die Messungen unabbhéngig voneinander sind, bedeutet xs || x3, dass die
Messungen praktisch messfehlerfrei sind!). Zeigen Sie, dass die x;, j = 1,2, 3 eine
Ebene im 100-dimensionalen Vektorraum definieren.

Antwort: Es sei £ = L(x1,X2,x3) die lineare Hiille der drei Vektoren, d.h. £
sei die Menge aller Linearkombinationen von x1, X2, X3. X2 || x3 bedeutet, dass
X3 = Ax2, A€ R. Esseiy € L, d.h.

y = a1X1 + agX2 + azxX3, ai,a2,a3 €R
Wegen x3 = Axy folgt
y = a1x1 + (a2 + azA\)x2, a2+ Aazg €R

x1 und xs sind linear unabhéngig, da nicht parallel. Es sei n ein 100-dimensionaler
Vektor, der nicht in £ liegt, mit n’x1 = n’xy = 0. Dann folgt n'y = 0, d.h. y
liegt in der von x; und x5 aufgespannten Ebene.

Aufgabe 6: Es sei U = {u = \ug,up = (1,2,3)', A € R}.

1. Zeigen Sie, dass U ein Teilraum des R? (d.h. des 3-dimensionalen Vektorraums)
ist.

2. Zeigen Sie, dass sich die Vektoren x; = (—2,1,0) und x2 = (—3,0,1)" als
Linearkombinationen der Einheitsvektoren e; = (1,0,0)’, e2 = (0,1,0) und e3 =
(0,0,1)" darstellen lassen.

3. Zeigen Sie, dass jeder Vektor (d.h. jede Linearkombination von x; und xg2)
y = axi + Bxa, a, B € R beliebig wihlbar, orthogonal zu jedem Vektor u € U
ist.

Antwort: Zu 1.: U C R3. Es seien u; = A\jug und us = Aaug, A1, A2 € R. Dann
ist
u = au; + fug = (aA; + SA2)uy,



und da aX; + Bl € Rist u € U, d.h. U ist ein Teilraum des R3. U ist die Menge
aller Vektoren, die auf einer Geraden im R? liegen.

Zu 2.: Es ist
-2 1 0 0
1 ==-21 0 |+1 1 |]+0| 0 |,
0 0 0 1
und
-3 1 0 0
0 =-3( 0 1]+0 1 ]|]+11 0
1 0 0 1
Zu 3.: Es ist
—(2a+35) A
X = ax1 + fxg = « , u=1 2x |, deR
I5] 3\
Dann ist

x'u=—(2a + 38)\ + 2aX + 38\ = 0,
fiir alle o, B, X € R.

Anmerkung: Der oben definierte Teilraum U sei gegeben, — wie findet man
Vektoren x; und x5 mit der Eigenschaft, dass jede Linearkombination y = ax; +
Bx9 orthgonal zu u € U ist?

Man beginnt damit, die geforderte Beziehung y’u = 0 anzuschreiben:
y'u = yrus + yous + yzuz = 0.

u unterscheidet sich aber nur um einen Faktor A von uy = (1,2, 3)’, also kann
man insbesondere A = 1 wéihlen. Dann hat man

y'uo =y1 +2y2 + 3y3 = 0= y1 = —2y2 — 3ys.

so dass man

Y1 —2a— 308
Y2 = o
Y3 B

ansetzen kann; genau dann ist y'ug = 0. y ist aber eine Linearkombination y =
ax1 + fBxg, und x; und xo miissen so gewéhlt werden, dass diese Gleichung erfiillt
ist, d.h. es muf

azyy + Brig =y1 = —2a — 33

fiir die ersten Komponenten x1; und z12 von x; und x5 gelten, fiir die zweiten
Komponenten x2; und zoo mufl axs; + Bxree = o und fiir die dritten mufl axs; +



Bxso = B erfiillt sein. Daraus ergeben sich die Definitionen

—2 -3

fiir x; und xo.

x1 und x» sind 3-dimensionale Vektoren, und je zwei 3-dimensionale Vektoren
definieren eine Ebene in R3. Also definieren x; und x5 eine Ebene, und die Vekto-
ren u € U stehen senkrecht auf allen Vektoren dieser Ebene. x; und x5 sind nicht
parallel (man iiberzeuge sich, dass x)xo/||x1||||x2| < [1]!). Also steht uy auch
senkrecht auf y; = a1x1 + fi1x2 und yy = agxy + [2X2, also auf irgendwelchen
Linearkombinationen von x; und xy. Tatséchlich findet man

ugylzlal-—2+2a1+3a1-0:0

und analog dazu gilt ujy, = 0, und damit u’y; = u'y, = 0 fiir beliebigen Vektor
u = Aug, denn up und u unterscheiden sich ja nur um den Faktor A, der an
der Orthogonalitdt nichts #ndert. Die Vektoren x; und X5 sind also nicht die
einzigen Vektoren, die gew#hlt werden konnen: jedes Paar (y;,y,), das sich als
Linearkombinationen von x; und xs ergibt und damit in der von diesen Vektoren
erzeugten Ebene liegt ist orthogonal zu den Vektoren in U. Die Ebene & ist
ebenfalls ein Teilraum des R?, eben der zu U orthogonale Teilraum & = U=,

Alternative L6sung: Die Linearkombinationen der beiden Vektoren

1 0
X1 = 0 , X2 = 1 (11)
~1/3 —2/3

liefern ebenfalls die Ebene, auf der ugy senkrecht steht, denn

a
uyx = ujax; + ugbxa = ;) b =0.
—x(a+2b)

Man rechnet leicht nach, dass die in (11) definierten Vektoren Linearkombinatio-
nen der in (10) definierten Vektoren x; und x3 sind — und umgekehrt.



