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1 Einfiihrung

Es soll die Frage diskutiert werden, wie der simultane Einflufl mehrerer Va-
riablen X1,---, X, auf eine gegebene ”abhéngige” Variable Y beschrieben
werden kann. Allgemein wird man annehmen, dass Y eine Funktion der
X1, , X, sein wird, so dass man

Y:f(Xla"'vXp)

schreiben kann; die Aufgabe ist dann, die Funktion f zu bestimmen. Daten
legen im Allgemeinen nahe, dass Y auch zufillige Komponenten enthélt,
wobei ”zufillig” einfach nur heiflen soll, dass nicht alle Unterschiede zwi-
schen den Y-Werten durch entsprechende Unterschiede zwischen den Werten
der unabhéngigen Variablen Xi,---, X, erkldrt werden konnen. Man kann
diesen Sachverhalt am einfachsten so modellieren, dass man eine zufillige
Veranderliche e einfithrt und zu dem Modell

Y =f(Xy, -, Xp) +e (1.1)

tibergeht. Die Funktion f beschreibt den systematischen Einflufl der Varia-
blen X;, j = 1,...,p auf die abhéingige Variable Y, und e den zufilligen
Effekt in einer Y-Messung. Fiir die i-te Messung hat man dann

yi = f(@it, ..., Tin) + €3, (1.2)

und die x;, ..., %y, sind die Werte der unabhéngigen Variablen bei der i-
ten Messung, und e; ist die zufillige Komponente, auch einfach ”Fehler”
genannt. Weil Y durch die Xy, -, X, gewissermaflenb vorhergesagt wird,
spricht man von diesen Variablen auch als von den Prédiktoren.

Wenn der Fehler e zufillig verteilt ist, wird es eine Wahrscheinlichkeits-
verteilung fiir e geben, und man nimmt an, dass durch sie ein Erwartungs-
wert E(e) und eine Varianz o2(e) definiert ist. Ohne Beshrinkung der Allge-
meinheit kann man annehmen, dass E(e) = 0 ist. Denn es sei E(e) = n # 0.
Dann gilt fiir einen individuellen Fehler e; = 1+ ¢;; €; ist einfach die Abwei-
chung von 7. Dann kann man aber

vi = f(xin, ..., Tin) + 0+ &

schreiben. Da nun 7 eine Konstante ist, die nicht von einer Messung zur
néchsten variiert, kann man sie in den systematischen Teil f(z;1,..., i)
integrieren oder ”absorbieren”. Indem man ¢; nun wieder in e; umbenennt
ist man wieder bei dem Ansatz (1.2) mit E(e) = 0. Bestimmt man nun den
Erwartungswert von Y fiir gegebene X1, ---, X, so hat man

E(Y‘le'” 7Xp) = f( X, 7Xp)' (1‘3)



Die Funktion f bezieht sich somit auf den Erwartungswert der Verteilung
der Y-Werte.

Uber die genaue Form von f ist iiblicherweise kaum etwas bekannt. Aus
der Mathematik weifl man, dass sich die meisten Funktionen durch Polyno-
me beliebig genau approximieren lassen. Fiir den Spezialfall p = 1 haben
Polynome die Form

h(z) = ag + a1z + aga® + - - - + apz™.

n ist der Grad des Polynoms. Liegt eine Funktion f(z) vor, so versucht man,
sie durch ein Polynom moglichst niedrigen Grades zu approximieren:

f(x) = ap + a1z, oderf(x) ~ ag + arx + agx?, etc.
Fiir p = 2 kann man analog vorgehen, etwa
f(x1,22) = ag + a121 + azzs.

Kann man eine Funktion nicht linear approximieren, so kann man nichtli-
neare Terme hinzufiigen:

f(a:l, wg) X ag+ a1x1 + asxo + a3ri1x9,

oder
2
f(x1,29) = ag + a11 + agxs + agxri1x + a2,

Das Bemerkenswerte ist, dass man mit einer linearen Approximation hiufig
sehr weit kommt und die Addition nichtlinearer Terme nicht nétig ist. Die
lineare Approximation fiihrt dann zu dem am hé&ufigsten vorkommenden,
namlich dem linearen Regressionsmodell

Y:b0+b1X1—|—'-'+prp+€. (14)

Dieses Modell kann um Terme erweitert werden, die nichtlinear in den
Pradiktoren sind, etwa

Y =0bg+01 Xq1+ - +0,Xp +bp11 X1 X2+ e,

bei dem eine Wechselwirkung zwischen den Pradiktoren X; und X5 hinzu-
gefiigt wurde. Formal hat man es immer noch mit einem linearen Modell zu
tun, — es ist linear in den Koreffizienten bg, by, ...,bp+1. Benennt man die
Xj in Z; um und setzt man 7,1 = X;X2 so hat man wieder das lineare
Modell

Y=by+b01 21+ +prp+bp+1Zp+1 +e. (1.5)

Wenn sich die folgenden Betrachtungen nur auf das Modell (1.4) beziehen, so
werden doch Modelle der Art (1.5) implizit gleich mitbehandelt. Natiirlich
sind die Pradiktoren Z; und Z» mit Z,,1 korreliert; der Fall korrelierender
Pradiktoren wird explizit diskutiert werden.



2 Multiple Regression

Fiir p = 1 hat man die einfache Regression, und fiir den Fall p > 1 spricht
man von multipler Regression von Y = X1 auf die X;, ¢« = 1,--- , k. Die
bo, b1, - , by sind die Regressionsgewichte der Prddiktoren X;, und Y ist die
Kriteriumsvariable.

Beispiel 2.1 Es werde die Merkfihigkeit (Y = Xj) als Funktion von p
Variablen X, ..., X, betrachtet. Es sei etwa X7 = Alter, X, = intellektuelles
Training, X3 = Ausmaf} von Routinetitigkeiten im Beruf sowie im téglichen
Leben, X4 = Tabakgenuf}, X5 = Alkoholgenuf}, und es sei

Y=0X1+bXo+ - 4+bX5+0by+e.

Es liegt nahe, die b;, j = 1,...,k als "Gewichte” zu betrachten, mit denen
die einzelnen Pradiktoren X in die Kriteriumsvariable Y (Merkfihigkeit)
eingehen. Es wird aber deutlich werden, dass die Schitzungen Bj fiir die b;
im allgemeinen nicht voneinander unabhéngig sind und mithin nicht isoliert,
d.h. jeweils unabhéngig von den anderen Gewichten, interpretiert werden
diirfen.

Der Einflul der Variablen X1, --- , X5 muf} nicht notwendig additiv auf
die Merkfiahigkeit wirken. Es kann sein, dass z.B. die Variablen X, und
X5 miteinander interagieren: der Effekt von Alkohol kann proportional zum
Effekt des Nikotins in die Gleichung eingehen, und damit ist auch der Effekt
des Nikotins proportional zum Effekt des Alkohols. Dann geht eine weitere
Variable Xg = X4 X5 in die Gleichung ein, etwa mit dem Gewsicht bg. Die
Gleichung ist jetzt nichtlinear in den Variablen X5 und Xg, aber immer noch
linear in den unbekannten Gewichten bg, by, ..., bs.

Im Ubrigen kann die Interaktion zwischen mehr als zwei Variablen auf-
treten; denkbar sind Terme der Form X7 X;-]X; etc., wobei die Exponenten
P, q,r ungleich 1 sein kénnen.

O

2.1 Schitzung der Parameter

Es wird angenommen, dass MeBwerte mit Intervallskalenniveau vorliegen;
z.B. wurde fiir jede der Variablen je ein Mefiwert von einer Vp erhoben, oder
es wurden k+ 1 Variablen an einer Vp, aber zu n verschiedenen Zeitpunkten
gemessen. Dann soll also

Y; = bo + bizs1 + bawio + - - + bpxip + ey, (2.1)
i =1,...,n geschrieben werden konnen. Setzt man

Ui = bixyn + -+ bpxip + bo (2.2)



so ist

Y, =19 +e;. (2.3)
Man die Gewichte by, b1, . . . , by zu einem Vektor b = (b, b1, . .., by)’ Messwer-
te x;; zu einer Matrix Xy zusammenfassen. Die Messwerte x;; kénnen eben-
falls zu einer Matrix X zusammengefasst werden. Weiter sei 1= (1,1,...,1)
ein Vektor mit genau m (die Anzahl der Félle bzw. Messungen pro Variable)
Einsen. Man kann dann die Matrix

1 znn w2 -+ Zip
1 xo1 X220 -+ X0,
X = , (2.4)
1 Tm1i Tm2 - Tomn
bilden. Mit e = (e, e, ..., e)" erhdlt man dann die Matrixgleichung
y = Xb + e, (2.5)
in der alle Gleichungen (2.1) zusammengefasst sind. Setzt many = (91, ...,9m)’,
so ergibt sich
y=Xb, y=y+e. (2.6)

Die Komponenten des Vektors b miissen nun geschétzt werden. Dies ge-
schieht durch Anwendung der Methode der Kleinsten Quadrate. Die Kom-
ponenten werden so bestimmt, dass die Summe der Fehlerquadrate minima-
lisiert wird. Es ist ja nach (2.3) ¢; = y; — ¥, also ist

m

Q(bo, b1, -, bp) =D € = (yi — (bo + brwan + -+ + bpy))*.
=1 =1

In Matrixform erhélt man
Q(bO,bla"'vbp) :e/e: (y_y)/(y_y) (27)
Die by, b1, . . ., b, werden so bestimmt, dass Q(bg, b1, . . ., b,) den kleinstmogli-

chen Wert annimmt. Man erhilt das im folgenden Satz zusammengefasste
Ergebnis:

Satz 2.1 Es gelte (2.1) und die VariablenY, X1, ..., X, mdgen Intervallska-

lenniveau haben. Die Kleinste-Quadrate-Schitzungen 51, ...,I;pfiir bi,....bp
ergeben sich als die Losungen des Systems von n linearen Gleichungen

n n n n
. , s .
§ yir; = b g x7; + b2 E Ti1Ti2 + -+ + by E T1iTip
i=1 i=1 i=1 =1
n n n n
. . ) .
E Yitio = by E 1252 + bo g Xy + o+ by E Ti2Tip
i—1 i=1 i=1 i—1

n

n n n
Z YiTip = b1 Z Ti1Tip + b Z ToZip + -+ - + by, Z x;,  (2.8)
=1 =1 =1

=1
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Beweis: Anhang (Abschnitt 4), insbesondere Abschnitt 4.1. O

Die additive Konstante by ergibt sich dann aus (2.2) geméB

1 1 5N
bo = nzlyz‘ _blnzlﬂfil _"'_bpn;xipv
i= 1= =

d.h.

~

bo =5 — bizy — -+ — by,

so dass X R R R R
y = by + b1Z1 + baZo + - - - + bpTp + bo. (2.9)

Nach (2.2) gilt aber ¢; = bizj1 + - - - + bpaip + bo; summiert man tiber alle 4
und teilt man dann durch m, so erhilt man

ﬁzblfl—l-"'—i-bpi'p—l—i)o. (2.10)

Auf der rechten Seite von (2.9) steht aber gerade der Mittelwert der vorher-
gesagten Werte ¢;, so dass sich wieder

=7 (2.11)

|

ergibt.
Im Gleichungssystem (2.8) treten die ”Kreuzprodukte”

2
E YiZji, E Lsilji, E Lij

auf, die auf die Varianzen s? und die Kovarianzen Kov(Y, X;) und Kov(X,, X;)
verweisen. Dies legt nahe, das System (2.8) nicht so, wie es dort steht zu
lésen, sondern dabei von den Korrelationen r,; und rg; auszugehen. Kor-
relationen ergeben sich aber immer durch Ubergang von den Rohwerten Y;
und Xj; zu den entsprechenden standardisierten Werten. Es sei nun

Y = 811,‘1'1 + Bgl‘ﬂ + -+ l;pajip + €;
und z; = (Y; — 9)/sy. Wegen (2.9) findet man sofort

P — 0 .1 ) ~ 1 .
(v y)zbr—@u—xﬁ+-~+@r*@m—xw~ (2.12)

Sy Sy Sy

200 =

Um den Ubergang von den Differenzen (X;; — ;) zu den zj; = (Xj; — %) /s;
zu erreichen, multipliziert man in (2.12) jede Differenz mit der entsprechen-
den Streuung. Dividiert man gleichzeitig durch diese Streuung, so bleibt
(2.12) jedenfalls richtig:
204 25127% —h +"'+Apsfk7xip_ik + 2
sy S1 Sy Sk Sy



und damit erhalt man

~ S ~ S
20i Zblfl 21‘1—1-"'4-[):,)*’c Zip + €, (2.13)
Sy Sy

wobei €; = e;/s,. Man definiert nun

Bi=b; 1, (2.14)
Sy

wobei die Bj Schétzungen der §; = bjs;/s, sind. Damit hat man
200 = Przi + Pozio + - + Bprip + €. (2.15)
Fiir die Kleinste-Quadrate-Schétzungen Bj gilt nun der folgende

Satz 2.2 Die Schittzungen f; in (2.15) ergeben sich aus (2.8) als Losungen
des linearen Gleichungssystems

Tyl = BI+B2T12+"'+Bkr1p
ry2 = Brror+Ba+-+ Brrey
Typ = b1 Tp1 + Ba Tp2 + oot Bp (2.16)

wobei ry; die Korrelation zwischen der Kriteriumsvariablen' Y und der j-ten
Prédiktorvariablen X ist und die rs; = rjs die Korrelationen zwischen der
s-ten und der j-ten Prdidiktorvariablen darstellen.

Beweis: Den Beweis findet man in Abschnitt 4.2, p. 75. (]

2.2 Die Matrixschreibweise

Verwendet man die Matrixschreibweise!, 18t sich die Schitzung der Re-
gressionsgewichte in sehr kompakter Form angeben. Dariiber hinaus kann
die Frage der Eindeutigkeit der Schétzungen einfacher behandelt werden.
Allgemein gilt ja, nach (2.5), y = Xb + e, und dementsprechend muf} nach
(2.7)

Qb)=e'e=(y-y)(y-¥)=(y—Xb)(y - Xb)
minimalisiert werden. b soll so bestimmt werden, dass @(b) minimalisiert
wird. b ist durch seine Komponenten bestimmt, also miissen diese Kompo-
nenten entsprechend gewihlt werden. b veréndert sich, wenn die Kompo-
nenten verdndert werden. Die Verdnderung von b mit einer Komponente b;
wird durch die partielle Ableitung 0b/0b; angegeben. Dies bedeutet, dass

Wergl. das Skriptum Einfuhrung in die Vektor- und Matrizrechnung fiir die Multiva-
riate Statistik, http://www.uwe-mortensen.de/LineareAlgebraNeual.pdf



man die Verdnderung aller Komponenten b, mit b; betrachtet, die wiederum
durch die Ableitungen db,/db; gegeben sind. Aber die b, héngen nicht von
b; ab, also folgt db,/db; = 0 fur alle k # j, und db,/db; = 1 fiir k = j. Damit

erhilt man

ob

ob;
Dies ist die partielle Ableitung von b nach b;. Es entsteht also der j-te
Einheitsvektor €;, dessen Komponenten alle gleich Null sind bis auf die j-
te, die gleich 1 ist, also ¢; = (0,...,0,1,0,...,0)’, und die 1 steht an der
j-ten Stelle. Im Folgenden sei Es sei X eine (m,n)-Datenmatrix mit X =
X1,...,Xj,...,X,], wobei die Spaltenvektoren X; jeweils m Messungen
der j-ten Variablen enthalten; iiblicherweise ist m < n. Es wird im folgenden
angenommen, dass X den vollen Rang » = min(m,n), also r = n fir m <n
hat. Numerisch ist dieser Fall i.A: gegeben, da wegen der in den Messungen
enthaltenen Messfehler die X; als linear unabdngig erscheinen. Man wird
dann auf das folgende Ergebnis gefiihrt:

(0,...,0,1,0,...,0) = ¢;. (2.17)

Satz 2.3 Die Schitzung fiir den Vektor b ist durch
b= (X'X)"'X'y (2.18)

gegeben. Standardisiert man die x;;-Werte, so geht die Matriz X in die
Matriz Z diber, und b geht in den Vektor B der B-Gewichte tiber. Dabei
verschwindet die additive Konstante by, und (2.18) wird zu

—

B=(2'2"'72, (2.19)

wobei Zy der Vektor der standardisierten y-Werte ist.

Beweis: Den Beweis findet man in Abschnitt 4.3, p. 76.

Dividiert man durch m (und absorbiert man den Faktor 1/m in den Vektor

B, so erhélt man wegen R,, = Z'Z/m, R,, die Matrix der Korrelationen
zwischen den Pridiktorvariablen, und Ry, = Z'Z,/m der Vektor der Kor-
relationen zwischen den Pridiktoren und der Kriteriumsvariablen,

G = R Ry (2.20)

Von diesem Ausdruck 148t sich sofort ablesen, wie die Komponenten des Vek-

tors 3 von den Korrelationen der Prédiktoren abhéngen. Sind diese ndmlich
unkorreliert, d.h. ist R, = I die Einheitsmatrix, so ist auch R, eine Ein-
heitsmatrix und man erhalt

B=Ruy, Rux=1I, (2.21)
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d.h. die S-Gewichte sind durch die Korrelationen der entsprechenden Pradik-
torvariable mit der Kriteriumsvariablen gegeben. Dieses Resultat kann man
auch dem Gleichungssystem (2.16) entnehmen, wenn man némlich dort
ri; = 0 fiir ¢ # j setzt.

Zum Abschluf} soll auf einen geometrischen Aspekt der Schétzung fiir
b bzw. 8 hingewiesen werden. Nach (2.6) gilt ja y = y + e, wobei y die
Kleinste-Quadrate-Schétzung fiir y ist. Dann folgt

Satz 2.4 Die Vektoren
haty und e sind orthogonal, d.h. es gilt

Ye=0 (2.22)

Beweis: Nach (2.18) ist b = (X’X) 1 X'y, so dass
y=Xb=X(XX)"'X"y. (2.23)
Weiter ist e = y — y. Dementsprechend ist
Ve = Y(y-e)=3y-V¥y
- bX'y-bX'Xb
= YXX'X) ' X'y -yX(X'X)'X'X(X'X) Xy
= YX(X'X)' X'y -y X(X'X)"' X'y =0.

Anmerkungen:

1. Korrelation von Vorhersage und Fehler: Die Methode der Klein-
sten Quadrate bestimmt die Gewichte also derart, dass die Vorhersage
y des Kriteriums nicht mit den Fehlern e korreliert.

2. Projektion: Nach (2.23) gilt
y=XX'X)"Xy.

Die Gleichung beschreibt die Transformation des Vektors y in den
Vektor y mittels der Transformationsmatrix

P =X(X'X) X' (2.24)

Die Matrix P, heifit auch Projektionsmatriz. P, ist idempotent, d.h.
P.P. = P?= P,

P2 = X(X'X'X'X(X'X)1X' = X(X'X)"'X' = P..

r

11



Abbildung 1: ¢ als Projektion von y auf C(X)

Y

1X1 4 byxy = €

Der Name erklirt sich aus der Art der Transformation, die durch P,
vorgenommen wird. Der Vektor ¥ ist ja eine Linearkombination der
Vektoren, die als Pradiktoren fungieren:

§ = bot biXs 4 b b

Geometrisch gesehen ist y ein Vektor, der im gleichen Tellraurn des
Vi liegt wie die X1, RN, ¢ (d h.y hegt in dem von den Xl, e ,Xn
aufgespannten Teilraum C(Xl, ..., X,) des V,,). Der Vektor Y liegt
aber nicht in diesem Teilraum: Da Y = ¥ + e und e senkrecht auf y
steht, ist eine zusétzliche Dimension zur Beschreibung von Y notig.
Projiziert man nun Y auf den C(Xl, e ,Xn), so erhélt man gerade y.
Die Projektion ist aber eine Vektortransformation, denn Y wird jain
den Vektor y transformiert, und die Transformationsmatrix, die diese
Transformation bewirkt, ist nun gerade P,, — weshalb sie Projektions-
matriz heift. Abbildung 1 soll den Sachverhalt verdeutlichen.

O

Die Ebene E werde durch die Koordinatenachsen X; und Xs definiert und
die vorgegebenen Vektoren x; und xp mogen in dieser Ebene liegen (in
anderen Worten: die Achsen X7 und X5 sind einfach so gewéahlt worden, dass
sie in der gleichen Ebene wie der durch die Vektoren x; und x2 gebildeten
liegen); E enthélt dann alle moglichen Linearkombinationen

C(X) = {€]€ = bx1 + cx2, x1,%2 € B}

Der Vektor y enthélt die von x; und xo unabhéngigen Komponenten e und
ist demnach 3-dimensional.

2.3 Eigenschaften der Schitzungen

Es wird zunéchst die Annahme gemacht, dass die X; messfehlerfrei sind.
Dann gilt der

12



Satz 2.5 Es gelte Y = Xb+ e mit E(e) =0 (Mit E wird im Folgenden der
Erwartungswert bezeichnet). Kov(e) = %I, I die Einheitsmatriz, d.h. die
Korrelationen zwischen den Fehlern seien alle gleich Null. Dann gilt

(i) Die die Kleinste-Quadrate-Schitzung b= (X'X)~1 X"y fiir b ist erwar-
tungstreu, d.h. es gilt

A~

E(b) = b, (2.25)

(ii) Die Kovarianz der Schitzungen b ist durch
Kov(b) = oc}(X'X) ™! (2.26)

gegeben,
(i1i) Die Grofle
1 A .
st = y—Xb)(y— Xb) (2.27)

n—m

ist ein unverzerrter Schitzer fiir 2.

Beweis: s. Anhang. O

Satz 2.6 (Gauf-Markov) Die KQ-Schdtzung b fiir den unbekannten Para-
metervektor hat die kleinste Varianz unter allen linearen, verzerrungsfreien
(bias-freien) Schitzungen fir b.

Beweis: z.B. Seber (1977) O
Der Ausdruck 'minimale Varianz’ bedeutet, dass andere Schitzungen
als die durch (2.27) gegebene eine mindestens so grofe Varianz der Bj im-
plizieren, — aber dies heif3t nicht, dass diese Varianz notwendig auch klein
ist. (2.26) zeigt, dass die Varianzen und Kovarianzen der Ej von der Matrix
(X'X)~! abhingen. Sind die Kovarianzen der Pridiktoren gleich Null, so ist
X’X und damit auch (X’X)~! eine Diagonalmatrix.
Es sei L = b—b der Vektor der Abweichungen [; = l;j —bj,j=1,...,m.
Dann ist
JLIZ = (b —b)'(b— ) (2.28)

das Quadrat der Lange || L. Je groBer der Wert von || L||, desto grofer sind
die Abweichungen der Schitzungen von den wahren Werten. Man findet

E(L) = o%sp(X'X)7}, (2.29)
E()D) = b+ olsp(X'X)7} (2.30)
Var(L) = 20%sp(X'X)"L. (2.31)

Hier steht sp fiir ’Spur’; die Spur einer Matrix ist die Summe der Diagonal-
elemente der Matrix.

Die Gleichung (2.29) folgt sofort aus der Gleichung (2.26), da die Dia-
gonalzellen von Kouv(b) gerade die (l;] — bj)? enthalten (5] und b; sind die
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j-te Komponente von b bzw. b), und ||L||> = (b — b)’'(b — b) ist dann gera-
de gleich der Summe der Diagonalzellen von (X’'X)~! (also die Spur von
(X’X)~1), multipliziert mit o2. X’X ist symmetrisch und liaBt sich in der
Form X'X = VAV’ darstellen, wobei V die (m x m)-Matrix der orthonor-
malen Eigenvektoren von X’X ist und A eine (m x m)-Diagonalmatrix ist, in
deren Diagonalzellen die zugehdrigen Eigenwerte A; stehen. Die Gleichung
(2.30) zeigt, dass die Lénge von b stets grofer als die Lénge von b ist. Dieses
Ergebnis ist plausibel, weil wegen des Schétzfehlers die b von den by, ab-
weichen. Die Abweichung ist proportional zu o2, aber, wie (2.31) zeigt, ist
Var(L) auch proportional zu sp(X’'X)~1.

In den Gleichungen (2.29), (2.30) und (2.31) tritt die Spur sp(X’'X)~!
auf. Die Spur hiingt von den Eigenwerten von (X’X)~! ab, und die wiederum
von den Abhéngigkeiten zwischen den Pradiktoren, also den Spalten von X.
Die Beziehung zwischen der Spur und den Eigenwerten erhellt die Rolle
dieser Abhéngigkeiten und wird deshalb explizit gemacht.

Die Eigenwerte von X’X und die Eigenschaften von b: Bekanntlich
gilt die Gleichung

X'X =VAV/, (2.32)
wobei V' die orthonormale Matrix der Eigenvektoren von X’X und A die Dia-

gonalmatrix der zugehorigen Eigenwerte ist. Fiir die inverse Matrix (X’ X)~?
hat man dann

(X/X)fl _ (V/)flAflvfl — VAflvlj

denn wegen der Orthonormalitiit von V gilt ja V' = V1. Insbesondere kann
man dann

ViV,
e

X'X)'=vAlV = (2.33)

k=1
schreiben, wobei V}, der k-te Eigenvektor von X'X bzw. (X'X)~! - also die
k-te Spalte von V — ist, und V'V ist das dyadische Produkt von Vi mit

sich selbst. Der Wert in der k-ten Diagonalzelle hat die Form

2 2 2
A1+A2+ +An’

wobei vy; die k-te Komponente des j-ten Eigenvektors ist. Also gilt

Iy y—1 ~ (Vi | Vi vk
sp(X' X)) = Tl+72+"‘+)\7" ; (2.34)
1 n

und fiir (2.29) folgt

"L /2 v2 v
E(L) = o <k1+k2+...+kzn> (2.35)



Ein individueller Summand entspricht dem Erwartungswert E[(b, — by)?] =
Var(by), so dass man insbesondere

. V3 v v
Var(by) =c? (B 4 k2 4. k) 0 g =1 .om (2.36)
A1 Ao An
erhélt; vgy, ..., Uk, ist gerade die k-te Zeile der Matrix V' der Eigenvektoren

von X’'X. Die Varianz — und das heifit, die Ungenauigkeit der Schitzung
— wird also grof}, wenn zumindest einige Eigenwerte klein werden. Dies gilt
natiirlich auch fiir die erwartete Linge des Vektors b — b. Dies ist dann
der Fall, wenn Abhéngigkeiten zwischen den Pridiktoren bestehen, wie im
Folgenden gezeigt wird.

Fiir die Schitzungen B gelten die analogen Aussagen:

Satz 2.7 Es sei IE(,B) der Vektor der Erwartungswerte der Bi, d.h.

E(B) - (E(Bl>v ce 7E(Bn)),a

und D(B) sei die Matriz der Varianzen und Kovarianzen der Schéitzungen,
d.h. das (j, k)-te Element von D sei E(B;01). Dann gelten die Aussagen

EB) = B (2.37)
D(B) = o’R7, (2.38)

wobei R die Matriz der Korrelationen zwischen den Prddiktoren ist. Eine
analoge Aussage gilt fiir die nicht standardisierten Pridiktoren und die nicht
standardisierte Kriteriumsvariable.

2.4 Multikollinearitat

Die Pradiktoren X7, ..., X, seien nicht-stochastisch. Von (strenger oder ex-
akter) Multikollinearitéit wird gesprochen, wenn einer der Spaltenvektoren
von X — also eine der Variablen X, 1 < k < r, als Linearkombination der
iibrigen Vektoren dargestellt werden kann,

Xp=MX1+ -+ N1 X1+ N1 X + -+ A X (2.39)

Der Fall kann sich ergeben, wenn entweder ein Fehler in der Variablenaus-
wahl unterlaufen ist, oder — wahrscheinlicher — wenn einige der unabhéngigen
Variablen Dummy-Variablen sind, also nur das Vorhandensein eines Faktors
bzw. der Stufe eines Faktors anzeigen, wie es bei der Darstellung der Varian-
zanalyse als Allgemeines Lineares Modell vorkommt, und sich die Werte der
Dummy-Variablen zu 1 erginzen. Die Matrix X’X hat dann keinen vollen
Rang, d.h.mindestens einer der Eigenwerte von X’X ist gleich Null, und die
inverse Matrix (X’X)~! existiert nicht, so dass keine Losung wie in (2.18),
Seite 10, bzw. (4.9) fiir die Regressionskoeffizienten gefunden werden kann.
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Die einfachste Losung ist, den entsprechenden Pradiktor wegzulassen, da er
sowieso keine Information beziiglich der unabhéngigen Variablen liefert.

Im allgemeinen Fall ist die strenge Multikollinearitét (2.39) unwahr-
scheinlich. So wird allgemein von Kollinearitit gesprochen, wenn zwei Varia-
blen miteinander korrelieren, und von Multikollinearitit, wenn mehr als zwei
Paare von Variablen miteinander korrelieren?. Auch eine hohe Korrelation
zwischen zwei Variablen bedeutet i.A. nicht notwendig, dass die entsprechen-
den Spaltenvektoren von X linear abhéngig sind, so dass die Matrix X den
vollen Rang r = min(m, n) haben kann und dementsprechen alle Eigenwer-
te von X’X ungleich Null sind. Umgekehrt kénnen zwei Variablen, wiirden
sie messfehlerfrei gemessen, linear abhéingig sein, aber die unvermeidlichen
Messfehler implizieren, dass die Korrelation zwischen ihnen nicht gleich +1
sind, sondern nur hoch miteinander korrelieren. Hohe Korrelationen zwi-
schen den Variablen implizieren aber, dass zumindest einige der Eigenwerte
recht klein sind. So Es kann aber eine ”Fast-Multikollinearitit” eintreten,
wenn etwa fiir die Variablen X; und X},

X;j=apXp+B+e j#k e#0 (2.40)

gilt, mit aj, = Kov(Xj, Xj)/s%, und die Varianz Var(e) einigermafien klein
ist. Man kann auch zu den standardisierten Werten iibergehen und erhélt
dann s
Zj=riplp + &, i = Tk (2.41)
J
und die entsprechenden -Gewichte der Priadiktoren betrachten:

Beispiel 2.2 Es wird der Fall nur zweier, aber korrelierter Pradiktoren be-
trachtet?:
Yi = bizin + bawiz + €, (2.42)

wobei die y;, i1, x;2 bereits Abweichungen vom jeweiligen Mittelwert seien,
sodass ), xi1 =y, xjo = 0. Zwischen den z;; — und x;2-Werten bestehe die
Beziehung

X0 = QX1 + Vg (2.43)

v; ein Fehler, und der Regressionsparamter o definiert die Kollinearitét. Es

gelte
Z:L‘?l :Zx’?Q:l’ Z’UZ‘:O’ Zvia’:iQ :0’

d.h. Pridiktor und Fehler seien unkorreliert. Die Matrizen X'X und (X'X)™1,
X = [x1, X2], haben nun die Form

/ . 1 « / -1 _ 1 1 —Q
XX_<a1)’(Xm 1-a?2\ —a 1

2gemeint sind Pridiktorvariablen
3Johnston (1963, p. 161
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Aus Gleichung (2.26) folgt

~ o? —a 0
Die Varianzen der Schitzungen by und by ergeben sich daraus als
~ ~ ()'2
Var(bl) = Var(bQ) = m, (245)
und fiir die Kovarianz zwischen lA)l und 32 erhalt man
2
PO —ao
Kov(by,by) = . 2.4
ov(b1, b2) = T—— (2.46)

Die Gleichung (2.45) zeigt, dass fiir « — 1 die Stichprobenvarianz der
Schatzungen by und by beliebig grofl werden, d.h. je hoher die beiden Pradik-
toren korrelieren, desto ungenauer werden die Schitzungen der Regressi-
onsgewichte. Die Kovarianz zwischen ihnen ist negativ, wird aber ebenfalls
beliebig grof}, d.h. wird by >0, so folgt by < 0 und umgekehrt.

Die KQ-Schitzung b ist durch

b= (X'X)IX'Y = (X'X)7'X'(Xb+e) = (X'X) 1 X' X)b+ (X'X)Le

gegeben, d.h. R
b—b=(X'X)"1Xe.

Inbesondere erhilt man fiir die Komponenten
lA)l — b1 N 1 1 — Zz T;1€4
82 — by C1—a? —a 1 Zz Ti2€5 ’

~ 1

bi—b1 = - (22: Tir€; — Oézi:xzﬁei)

by—by = _1 5 Ziﬂnei - Oézl‘ﬂei
1-a\5 i

Beriicksichtigt man nun (2.43), so erhilt man aus diesen Gleichungen

. a
by —b = g Ti€i — T3 E uie;
7 (2

~ «
bz—bQ = 2Zui€i.
1 -« ;

d.h.

In beiden Gleichungen tritt der Term ), u;e; auf und erzeugt deshalb die
Kovarianz zwischen b; und by. Ein grofler Wert von « erzeugt grofie und
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entgegengesetzt wirkende Fehler in den lA)j. Ist by eine Unterschéitzung von
b1, so wird by durch by iiberschitzt und umgekehrt.

Das Prinzip iibertrégt sich auf den Fall von mehr als zwei Priadiktoren.
O

Kleine \;-Werte sind indikativ fiir Fast-Multikollinearitéit. Diese bewirkt
also eine Inflationierung der Varianzen der Schitzungen fiir die Regressions-
parameter. Dies bedeutet, dass die t-Werte kleiner und eventuell insignifikant
werden.

Es gibt verschiedene Moglichkeiten, die Problematik der Kollinearitét
anzugehen; Silvey (1969) schlidgt die Wahl zusétzlicher, aber speziell gew#hl-
ter Prédiktoren vor. In vielen Fillen ist ein solches Vorgehen aber kaum
moglich, da oft die die Menge der Préidiktoren fest vorgegeben ist. Der im
folgenden Abschnitt vorgestellte Ansatz ist daher von grofierem praktischen
Nutzen.

2.5 Regularisierung
2.5.1 Tychonoff-Regularisierung
Die iibliche KQ-Schétzung fiir den Vektor b hat die Form

b= (X'X)'X"Y. (2.47)

Damit die Inverse (X’X)~! berechnet werden kann, mufl der Rang von X
und damit von X’ X gleich min(m, n) sein, wenn X eine (m, n)-Matrix ist; ist
m die Anzahl der "Félle” (d.h. der Objekte, an denen die Messungen vorge-
nommen wurden), so ist {iblicherweise m > n und der Rang r von X ist dann
gleich n, d.h. im formalen Sinn sind die Spaltenvektoren von X linear un-
abhéngig, was nicht bedeutet, dass sie auch unkorreliert sind, die Hauptsache
ist, dass die Korrelationen kleiner als 1 und grofler als -1 sind. Insbesondere
hohe Korrelationen rj; mit |r;jz| # 1 bedeuten aber Multikollinearitéten und
damit grofle Varianzen der Schéitzungen der Regressionskoeffizienten.
Existieren Multikollinearitdten zwischen den Pradiktoren, so ist im Ex-
tremfall der Rang von X’X kleiner als n und b kann nicht nach der durch
(2.47) gegebenen Formel berechnet werden. Numerisch hat man i.A. we-
gen der allgegenwiirtigen Messfehler zwar den Rang r = min(m,n), aber
wegen existierender Multikollinearitéten, so kénnen einige der Eigenwerte
klein werden und, wie oben beschrieben, grofle Varianzen und negative Ko-
varianzen zwischen den Pradiktoren implizieren. Sind einige der Eigenwerte
”klein”, so entstehen Ungenauigkeiten bei der Berechnung der Inversen. Man
sagt, das Problem (hier der Schiitzung des Vektors b) sei schlecht formuliert
(7ill posed”). Nun ist der Ausdriick fiir b die Losung eines linearen Glei-
chungssystems, und schlecht formulierte Probleme kénnen generell bei der
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Losung von Gleichungssystemen auftreten, d.h. das Problem ist nicht cha-
rakteristisch fiir die Methode der Kleinsten Quadrate. X’ X ist eine (n,n)-
Matrix und X'Y ist ein n-dimensionaler Vektor; setzt man A = X'X, so
kann man (2.47) in der Form

b=A1XY

schreiben. Es stellt sich generell die Frage, wie gut die Schitzung b ist, —
falls A~! iiberhaupt existiert. Nimmt man fiir den Augenblick an, dass die
Matrix X der Pridiktoren fest vorgegeben ist (wie bei varianzanalytischen
Fragestellungen), so ist damit gemeint, dass b nur wenig von den Messungen
Y abhéngen sollte. Ist diese relative Unabhéngigkeit gegeben, so ist das Pro-
blem, eine Losung fiir b zu finden, gut konditioniert’ (*well-conditioned’),
andernfalls ist das Problem ’schlecht konditioniert’ (’ill-conditioned’). Wie
im Abschnitt iiber Multikollinearitéit ausgefithrt wurde, existiert zwar iibli-
cherweise die Inverse schon wegen der Fehler in den Messungen, aber X’'X
kann gleichwohl schlecht konditioniert sein, wenn nédmlich zumindest einige
Eigenwerte von X’X klein sind.

Tychonoff-Regularisierung Ein Ansatz, stabile Losungen fiir schlecht
konditionierte Gleichungssysteme zu finden, geht auf Tychonoff (1943)* zuriick,
dessen Arbeit aber erst 1963 in {ibersetzter Form vorlag; die allgemeine Ver-
sion erschien in Tychonoff & Arsenin (1977). Im hier gegebenen Zusammen-
hang hat man das Modell Y = Xb 4 e und man méchte b so bestimmen,
dass €’e minimal wird. Da, und €'e = (Y — Xb)'(Y — Xb) = [|[Y — Xb|°.
Ist X schlecht konditioniert, kann man nach Tychonoff vom Ansatz

IXb — Y% + |Tb|2 £ min (2.48)

ausgehen. Hierin ist I' eine geeignet gewéhlte Matrix, die Tychonoff-Matrix.
ITb]|? heift Regularisierungsterm, und der Ansatz (2.48) Tychonoff-Regula-
risierung. In der Statistik wird héufig I' = kI, I die Einheitsmatrix, und
k € R gewdhlt. Fir £ = 0 erhilt man dann die tibliche Kleinste-Quadrate-
Losung. Die Losung b ist jedenfalls im allgemeinen Fall durch

b=(X'X+TIT) XY (2.49)
gegeben.
Beweis: Der Beweis verlauft analog zu der im Anhang, Abschnitt 4.1 gege-
benen Herleitung der Schétzung fiir b. O

2.5.2 Ridge-Regression (Hoerl & Kennard, 1970)

Hoerl & Kennard (1970) setzen I' = hI, 0 < h € R und I die Einheitsmatrix
und sprechen dann von Ridge-Regression; man erhélt dann

by = (X'X + h2)7IX'Y. (2.50)

4 Andrey Nikolayevitch Tychonoff (1906 — 1993), russischer Mathematiker
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Effekt der Regularisierung: Shrinkage Nach (2.36), Seite 15, wird die
Varianz der Schitzungen b durch die Reziprokwerte der Eigenwerte von X’ X
mit bestimmt, und X’X wird in (2.50) durch X’'X + h?[ ersetzt. Also mufl
man zunéichst herausfinden, welche Eigenwerte und Eigenvektoren X'X +
h2I hat.

Es wird zunéchst gezeigt, dass die folgenden Aussagen gelten:

1. X'X + h?I hat die gleichen Eigenvektoren wie X'X,

2. Sind \; die Eigenvektoren von X’X, so hat X’X + h?[ die Eigenvek-
toren \; +h%i=1,...,p.

Beweis: Es sei P; der j-te Eigenvektor von X’X und \; der
zugehorige Eigenwert. Die Multiplikation von X’X + h?I von
rechts mit P; liefert dann

(X'X +h*I)Pj = X' X P; + h*P; = \jPj + h*P; = (\j + h*) P},

und dies bedeutet, dass P; ein Eigenvektor von X'X + h2I ist
mit zugehdrigem Eigenwert \; + h2. O

Ist M eine symmetrische Matrix mit Eigenvektoren P und Eigenwerten
A, so gilt M = PAP' und M~! = PA='P’. Da X'X + h?I symmetrisch ist,
folgt dementsprechend (Aussage 2 oben):

(X'X + 1) =PD7'P, (2.51)
mit
1/(A\1 + h?) 0 0
el 0 1/(A2+h?) - 0 | (252)
0 0 1/(\p + h?)

Um die Wirkung der Regularisierung zu verdeutlichen, geht man von der
Singularwertzerlegung (SVD) von X aus. Demnach gilt X = QAY/2P’, wobei
Q die Eigenvektoren von X X’ und P die Eigenvektoren von X’X sind, und
A'/2 sind die Wurzeln aus den Eigenwerten von X X’ bzw. X'X, VAj. Aus
(2.50), Seite 19, folgt dann

b, = PD"'P'PAY2Q'Y = PDTIA2Q'y,

so dass , , )
b= By =3 N B (2.53)
ot )\j—l-h = )\j—i-h )\j
Weiter ist Y = Xb = QAY2P'PD1AY2Q'Y = QAD Q'Y so dass
Y . )‘j / S )‘j /
Y = 4 Y = QLY. 2.54
;Q])\J+h2QJ ]z;)\J_'_hQQ]Q] ( )
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Definition 2.1 Die Grifle
Aj
)\j + h?2

fi= (2.55)

heifit Filter.

Offenbar wird f; klein, je grofier h? ist.
Man leitet sich nun leicht den Effekt der Regularisierung auf die Schétzung
b und die Vorhersage Y her: Es sei h2 > 0. Dann folgt

N LY
N N RN, R
Analog dazu folgt natiirlich f; — 0 fiir A\; — 0.

Dies heifit, dass die Summanden in (2.53) und damit die Komponenten
von by, um so kleiner werden, je grofier der Wert von h? ist. Man spricht von
Shrinkage (Schrumpfung) der Schitzung von b; die Varianz der Schitzungen
fiir b, die fiir kleine Eigenwerte als Resultat der Korrelationen zwischen den
Préadiktoren gewissermaflen aufgeblaht wird, wird auf diese Weise reduziert.

Die Regularisierung der Schitzung von b bedeutet demnach eine Redu-
zierung der Varianz von bh Man kann nun die Differenz b — bh betrachten:

— 0, fiir \; — 0.

~

b—b, = (X'X)7'X'Y —(X'X +r2)7'X'Y
= PA'P'PAYV2Q'Y — PD P PAY2QY
— PA—l/QQ/y_PD—lAl/ZQIY
= P(ATYV2 - DIAY2)QY (2.56)

Fiir das j-te Element d;; von A~Y2 — D71AY/2 erhilt man

s L WA W
TUVA R N0y k2

so dass

R R 2 2
b — by, = PAQ'Y, Azdiag( h h )

V(A1 + h?) VAp(Ap + h?)
(2.57)
Fiir h? = 0 folgt sofort b— by, = 0, und fiir A2 > 0 ergibt sich b— by > 0,
und die Differenz wird um so gréBer ausfallen, je grofer® h2.
Die iibliche Kleinste-Quadrate-Schitzung geht bei der multiplen Regres-
sion von der GLeichung

Qb) => (yi —bo— Y _bjzy)’ (2.58)
=1

=1

2déj;/d(h?) = X\j/ A/ (/A (N + h?) > 0, also wichst d;; mit dem Wert von h2.
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aus; die Komponenten by, by, . .., b, werden so bestimmt, dass Q(b) ein Mi-
nimum wird. Bei der Regularisierung geht dieser Ausdruck in

_ 1 n p N A ,

Q(b) = ;(yz — by — ; bjij)” + 5b'b (2.59)
iiber. Diese Gleichung impliziert (vergl. Gleichung (2.50)), dass die b; kleiner
werden, im Zweifel gegen Null streben, es sei denn, die Daten erzwingen einen
Wert grofler Null. Dieser Sachverhalt illustriert noch einmal den Ausdruck
Shrinkage, der in diesem Zusammenhang gebraucht wird.

2.5.3 Das Lasso (Tibshirani, 1996)

Das Acronym Lasso steht fiir Least Absolute Shrinkage and Selection Ope-
rator. Der Lasso-Fall wurde von Tibshirani (1996) eingefiihrt und diskutiert.
Eine Verallgemeinerung von (2.59) ist

1 n p ) A p

L=3 Z(y — by — Z bjzif)® + 3 Z b7 (2.60)
=1 7=1 7=1

wobei L fiir "Verlust’ (Loss) steht, — je grofler L, desto groBer der Fehler.

Fiir ¢ = 2 erhélt man wieder die Ridge-Regression in der Form (2.59).

Lasso: Ein Spezialfall — das Lasso — ist ¢ = 1:

n

1 P A &
L= 52(%—bo—ijxij)ZJrgZ\bjy. (2.61)
j=1 j=1

i=1

Fiir hinreichend grolen Wert von A werden einige der Komponenten von b
gegen Null gedringt, so dass man ein sparsames Modell fiir die Regression
erhilt, bei dem die Gefahr des overfitting minimalisiert ist.

Fiir die Schétzungen von b iiber die Lasso-Regularisierung gibt es keine
geschlossene Form mehr. Fiir vorgegebene A-Werte miissen die Schitzungen
auf numerischem Wege, d.h. iterativ gefunden werden. Die Mimimalisierung
von L ist dquivalent der Minimalisierung von

n p
éZ(yz —bo— > bizy)?
i=1 =1

unter der Nebenbedingung

p
7j=1

Ao eine geeignet gewidhlte Konstante. Wird Ag hinreichend klein gewéhlt,
werden einige der b; exakt gleich Null. Damit ermdglicht das Lasso-Kriterium
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eine Art von Pradiktorauswahl. Man mufl den geeigneten Wert von )¢ ad-
aptiv — also durch trial and error — finden, bis der Fehler minimalisiert wird.
Sind Bj die normalen Kleinste-Quadrate-Schitzungen (die also ohne Regu-
larisierung berechnet werden) und ist

p
to=Y_Ibl,
j=1

so werden fiir A\g = /2 die Bj—Werte bis zu 50 % geschrumpft.

Ridge-Regression und das Lasso sind offenbar Formen der Auswahl von
Préadiktoren, wie sie auch als subset selection bekannt sind. Die im Folgenden
besprochene PCA-Regression gehort ebenfalls dazu.

2.5.4 PCA- bzw. SVD-Regression

Allgemein ist eine Regularisierung angebracht, wenn X Multikollinearitaten
enthilt.

Zwei Vektoren x,y heiflen kollinear, wenn sie parallel sind, d.h. wenn
etway = Ax, A € R gilt. Fiir das Skalarprodukt gilt dann |xy|/[|x]||||y| = 1,
da nun cosf = 1, denn der Winkel 6 zwischen den Vektoren ist gleich Null.
Représentieren diese Vektoren Messungen oder Schitzungen von Parame-
tern, so wird man strenge Kollinearitit kaum finden, da sie stets mit Mess-
bzw. Schitzfehlern behaftet sind, so dass etwa x = xo + &, y = yo + &
gilt, wobei xg,y, die "wahren” Vektoren sind. Die Fehler &;,&, implizie-
ren dann |X'y|/||x||llyll < 1, d.h. x und y sind gewissermaflen numerisch
linear unabhéngig. Diese Betrachtungen iibertragen sich auf den Fall, dass
im fehlerfreien Fall einige Prédiktorvariablen als Linearkombinationen an-
derer Préadiktorvariablen dartellbar sind; man spricht dann von Multikolli-
nearitdten. Sie bedeuten ebenfalls hohe Korrelationen zwischen den entspre-
chenden Pradiktoren. Natiirlich stellt sich die Frage, wie hoch eine Korre-
lation sein muf}, damit sie als "hoch” betrachtet werden kann. Diese Frage
hat keine einfache Antwort, denn eben wegen der stets existierenden Feh-
ler in den Variablen wird man stets Korrelationen zwischen den Variablen
beobachten, — auch wenn die wahre Korrelation gleich Null ist, und Stichpro-
benfehler kénnen auch in diesem Fall relativ hohe Korrelationen erzeugen,
oder die Korrelationen kénnen relativ klein ausfallen, obwohl eine Multikol-
linearitdt vorliegt. Welches Mafl auch immer man fiir Multikollinearitét in
den Daten definiert, in bestimmten Wertebereichen wird es nicht eindeutig
fiir oder gegen die Existenz von linearen Abhéngigkeiten verweisen.

Vernachléssigt man fiir einen Moment Mess- und Schétzfehler, so gilt
in jedem Fall die Aussage, dass die Existenz von linearen Abhéngigkeiten
bedeutet, dass die (m x p)-Matrix X der Priadiktoren einen Rang kleiner als
min(m,p) hat, und dies bedeutet, dass die Anzahl der Eigenwerte \; von
X'X (oder Z'Z) Kleiner als p ist, d.h. fiir » < p Eigenwerte gilt A; > 0 und fiir
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die restlichen p — r gilt A, = 0, & > r. Die Mess- und Schétzfehler bedeuten
dann zwar, dass alle A\; > 0, aber zumindest die A; fiir & > r werden klein
sein, da sie eben nur die hoffentlich kleinen Fehler reflektieren. Gleichung
(2.36), Seite 15 zeigt die Auswirkungen auf die Varianz der Schitzungen der
Regressionskoeffizienten. Ein Maf fiir Kollinearitdt ist der Konditionsindex

)\.
KIj=\|——, j=1,... 2.62
j mink)\k’ J , » P ( 6 )

Ein Wert K1; > 30 gilt als multikollinearititsverdéichtig.

Die Singularwertzerlegung (SVD®): Offenbar ist es optimal, linear un-
abhéngige Priadiktoren zu verwenden, die also nur wenig, also nur fehlerbe-
dingt, miteinander korrelieren. Es kann ein miithsamer Prozess sein, derartige
Prédiktoren zu finden. Es kann eleganter sein, aus gegebenen Préadiktoren li-
near unabhéngige, insbesondere orthogonale Préadiktoren zu berechnen. Fiir
die Matrix X stets die Singularwertzerlegung (SVD — Singular Value De-
composition)

X =Q¥P, =A% rg(X)=r <min(m,p) (2.63)

wobei @ eine (m,r)-dimensionale Matrix mit orthonormalen Spaltenvek-
toren und P ein (r,r)-dimensionale Matrix mit ebenfalls orthonormalen
Spaltenvektoren ist, und ¥ = diag(oy,...,0,) ist eine (r, r)-Diagonalmatrix
Ail / 2, A; die von Null verschiedenen Eigenwerte von X X' bzw.
X'X (diese beiden Matrizen haben identische von Null verschiedene Eigen-
werte). (2.63) impliziert X X' = QAQ’, d.h. @ enthilt die Eigenvektoren
von X X', die zu von Null verschiedenen Eigenwerten korrespondieren, und
X'X = PAP', d.h. P enthilt die Eigenvektoren von X’X, die zu von Null

verschiedenen Eigenwerten korrespondieren ”.

PCA-Regression: Ersetzt man in y = Xb + e die Matrix X durch QX P/,
so erhélt man

mit o; =

y=Xb+e=QYXPb+e (2.64)

Setzt man u = Y P’b, so hat man damit einen neuen Parametervektor fiir
das Modell

y=Qu+e (2.65)
definiert. Hier ist die Matrix ) die Matrix der Prédiktoren; die Spalten
dy;---,q, sind orthogonal und damit linear unabhéngig. Die rechte Seite

von (2.65) ist als PCA-Regression bekannt.

5Singular Value Decomposition

"Eine Herleitung und weitere Diskussion der Singularwertzerlegung findet man u.a.
in Mortensen, Kurze Einfithrung in die Vektor- und Matrixrechnung fiir die Multivariate
Statistik (2016)
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Wendet man hierauf die Methode der Kleinsten Quadrate zur Schéitzung
von u an, so ergibt sich die Schéatzung

1=(QQ)'Qy=Qy (2.66)
da ja Q'Q = I und damit (Q'Q)~! = I. Wegen (2.65) hat man
1=Q(Qu+e)=u+Qe. (2.67)

Q'e ist der neue Fehlervektor. Man hat dann u = 1 — @Q’e und mithin
E(Q'e) = QE(e) =E(d) —E(u) =E(1) —u=0 (2.68)

wegen E(e) = 0; u ist daher eine unverzerrte (biasfreie) Schitzung. Fiir die
Varianz von G um u erhélt man

E(i—u)? =Eu+Qe—u)?=EEQQe) =E(e) = o> (2.69)

d.h. die Varianz der Schiatzungen u ist gleich der Fehlervarianz.

Es sei m > p — dies ist der Normalfall, so dass rg(X) < p. Betrachtet man
nur p — r Eigenwerte als ”substantiell”, so kann an X durch X = QTA%/ 2P7f
approximiert werden. Nach (2.53) (p. 20) gilt

. m PQLY
by=>_ f; jAjJ . (2.70)
j=1

Man kann dann eine Schiitzung b, definieren, indem man den Filter in (2.55)
eingefiihrten Filter f; umdefiniert gemé&s

1, firj<r

fi = (2.71)
0, firj>r,

und Die Schiitzung b, ist als truncated SVD-estimate (TSVD)-Schiitzung
bekannt. Die TSVD-Schitzung ist auf den ersten Blick attraktiv, weil kein
besonderer Parameter h eingefithrt werden muf}; Betrachtungen, die auf der
Analogie der KQ-Schitzung mit der Signalfilterung beruhen, zeigen aber,
dass die regularisierten Schétzungen b;, robuster als die TSVD-Schitzungen
b, sind.

Alternativer Ansatz (Kniisel (2008)): Man geht wieder von (2.64) aus,
multipliziert dieses mal aber y = QXP’b + e von links mit Q"

Qy =Q'QXP'b + Q'e. (2.72)

Mit y = Q'y, b = P'b und &€ = Q'e erhiilt man, wegen Q'Q = I,, die
p X p-Einheitsmatrix, B
y=Xb +eé. (2.73)
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Diese Gleichung heifit auch die kanonische Form des linearen Modells y =
Xb + e. Fiir die i-te Komponente von y hat man nun

Dbt é i=1.. .. <
i = { ?zbz + €, Z 1, T p (2‘74)
€i, t=r+1, r<p
Man findet sofort
ée=¢QQ'c =¢e. (2.75)

Der Vektor b soll nun nach der Methode der Kleinsten Quadrate (KQ-
Methode) geschitzt werden. Demnach soll b so bestimmt werden, dass &'é =
3,62 = 3. ¢? minimal wird. Diese Bedingung ist erfiillt, wenn die b; so
bestimmt werden, dass diee; =0,¢=1,...,r. Die 5r+1, . l;p imFalle r < p
konnen beliebig gewihlt werden, da sie sich nicht auf die Quadratsumme
auswirken. Damit hat man

gi/O'i, iZl,...,T

b; = { beliebig fiir, i=r+1,...,p (2.76)

Fiir die minimale Quadratsumme hat man dann

n n n n
Qun=» =Y &=> =Y i (2.77)
i=1 i=1 i=r+1 i=r+1
(~Das Q@ in Qumin steht hier fiir Quadratsumme, nicht fiir die Matrix Q). Aus
b = P’b folgt nun .
b = Pb, (2.78)

und die die Komponenten IN)i, i =1,...,r sind eindeutig festgelegt, d.h. sie
sind identifizierbar. Die bi,i=r+ 1,...,p sind beliebig wahlbar, d.h. Qi
ist eindeutig bestimmt, der Vektor b nicht. Damit ist die Gesamtmenge der
Losungsvektoren b ein (p — r)-dimensionaler Raum.

Multikollinearitit: Dieser Fall ist gegeben, wenn r < min(m, p). Aus X =
QXp' folgt dann X P = QX und umgekehrt, d.h. es gilt

X =QZP < XP=Q% (2.79)

Setzt man @ als (m x m)-Matrix an, d.h. schreibt man auch die nicht zu
Eigenwerten ungleich Null korrespondierenden Eigenvektoren von X X’ in Q
ein, und schreibt man analog P als (p x p)-Matrix an, und, korrespondierend
dazu ¥ als (m x m)-Matrix von Nullen, in der nur die erst r Diagonalzellen
ungleich Null sind, so erh&lt man

Xp, 1= Xp,=0. (2.80)

z; = Xp; = 0 impliziert, dass die Spaltenvektoren von X linear abhiingig
sind, denn z; ist ja eine Linearkombination dieser Spaltenvektoren, mit dem
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Koeflizientenvektor p;. Daraus folgt, dass (mindestens) einer der Spalten-
vektoren von X (d.h. eine Variable) aus X eliminiert werden kann. So sei
X9 = x71. Dann ist

bix1 + baxg = b1x1 + boaxy = (bl + CLbQ)Xl.

Dann ist b1 = by + aby eindeutig festgelegt, by ist aber frei wihlbar (nicht
identifizierbar).

Da beliebige Werte fiir die b; fiir i = r+1, . .., p gewihlt werden konnen,
kann man insbesondere b; = 0 fiir r +1 < i < p setzen. Die Frage ist dann,
wie sich diese Wahl auf die Bestimmung der b; auswirkt. Man hat nun

3 5 =b'b=min (2.81)
=1

Es ist .
bb=Db'PP'b = |b|?,

d.h. die KQ-Schétzungen bewirken nun, dass b von minimaler Lénge ist.
Man spricht von Schitzungen mit minimaler Linge.

2.5.5 Variablen- bzw. Priadiktorselektion

Will man eine durch die Messungen Y reprisentierte Variablen durch andere
Variable - also durch ”Prédiktoren” - vorhersagen oder ”erklédren”, so mufl
man sich entscheiden, welche Variablen als Pradiktor besonders geeignet
sind. Die Vorhersage oder Erklarung soll so gut wie moéglich anhand einer
kleinstmoglichen Anzahl von Prédiktoren geschehen. Wird man nicht durch
irgendeine Theorie auf spezielle Pradiktoren gefiihrt, so mufl man sich oft
zwischen verschiedenen moglichen Prédiktorvariablen entscheiden.

Eine erste mogliche Strategie ist, einfach alle zur Verfiigung stehenden
Pridiktoren einzubinden. Das fithrt oft zu guten Vorhersagen, hat aber den
Nachteil, dass viele Variablen erhoben werden miissen und zwischen den
Pradiktoren im allgemeinen Abhéngigkeiten bestehen werden. Dadurch wird
die Vorhersage redundant, und die Regressionskoeffizienten sind nicht leicht
interpretierbar. Man kann dann versuchen, rickwdrts zu arbeiten und suk-
zessive Pradiktoren wegzulassen,wobei man jedesmal nachsieht, ob die Vor-
hersage durch Elimination eines Pradiktors wesentlich schlechter wird oder
nicht. Diese Methode ist als Backward Elimination Procedure bekannt. Man
kann auch umgekehrt vorgehen und mit einem Pradiktor beginnen. Dazu
wahlt man zunichst diejenige Variable aus, die die beste Vorhersage von
Y gestattet. Man nimmt dann so lange weitere Pradiktoren hinzu, bis eine
zufriedenstellende Vorhersage von Y erreicht wurde. Dies ist die Forward Se-
lection Procedure. Eine Variante dieser Strategie ist die Stepwise Regression
Procedure. Hier wird nach jeder Hinzunahme einer Variable das Modell der
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Multiplen Regression an die Daten angepafit und alle bisher verwendeten
Préadiktoren neu bewertet; eine Pradiktorvariable, die zunéchst eine gute
Vorhersage von Y zu gestatten schien, kann in Kombination mit anderen
Pradiktoren eine relativ untergeordnete Rolle spielen und sogar iiberfliissig
werden. Details dieser Verfahren findet man, zusammen mit numerischen
Beispielen, z.B. in Draper und Smith (1966). Hier, wie etwa auch in Seber
(1977), wird auch die Residuenanalyse , d.h. der Analyse der ”Fehler” (=
Residuen), die bei der Vorhersage von Y durch einen gegebenen Satz von
Préadiktoren gemacht werden, eingehend diskutiert.

2.5.6 Bayes-Ansitze und Regularisierung

Die Schiitzung von Parametern, etwa bei einem Regressionsproblem, mit
der Methode der Kleinsten Quadrate setzt nicht die Annahme einer spe-
ziellen Verteilung voraus. Die Maximum-Likelihood-Methode dagegen geht
von einer speziellen Verteilung aus. Fiir den Fall, dass die Normalverteilung
angenommen werden kann, ergibt sich der gleiche Losungsansatz wie bei
der Methode der Kleinsten Quadrate. Der Bayessche Ansatz setzt nicht nur
eine Annahme iiber die Verteilung der Messwerte voraus, sondern erfordert
die Annahme einer a priori-Verteilung. Die Gaufl-Verteilung hat in diesem
Fall eine Reihe interessanter Eigenschaften: sie gehtrt zu den Konjugierten
a-priori-Verteilungen, d.h. ist die a priori-Verteilung eine Gauf3-Verteilung,
so ist die a posteriori-Verteilung ebenfalls eine GauB-Verteilung. Dariiber
hinaus entspricht sie der Annahme maximaler Entropie, d.h. maximalen
Unwissens {iber die wahren Werte der Parameter.

Es sei b der Vektor der zu schitzenden Parameter fiir eine multiple
Regression. Die konjugierte a priori-Gauf-Verteilung ist dann

¢(b) = N (b|my, So). (2.82)

mg der Vektor der Erwartungswerte fiir die Komponenten von b, und Sq die
dazu korrespondierende Varianz-Kovarianz-Matrix. Die a posteriori-Verteilung
ist dann durch

p(b|x) o p(x|b)¢(b) (2.83)
mit
p(bx) = N(bjmy,Sy), (2.84)
wobei
my = Sy(S;'mg+ bd'y) (2.85)
Sy! = Sy'+bde (2.86)
® ist eine Matrix von Basisfunktionen, d.h. es wird vom allgemeinen Fall
p—1
y(x,b) = by + Y _bo;(x) (2.87)
j=1
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ausgegangen, und ® = [¢1(x;),...,¢p-1], 4 = 1,..., N, N die Anzahl der
Félle in der Stichprobe. Wahlt man fiir die a Priori-Verteilung insbesonde-
re p(bla) = N(b|0,al), I die Einheitsmatrix, so erhilt man fiir die log-
posteriori- Verteilung

N

b
log p(bly) = =3 Y (3 — P'6(x,))? - %b’b + const (2.88)
=1

Wiéhlt man einen "normalen” KQ-Ansatz und addiert einen Regulari-
sierungsterm —\b’b, so ist dieser Ansatz demnach Aquivalent einem Bayes-
schen Ansatz mit der Gauf3-Verteilung als a priori-Verteilung.

Eine Methode, die Probleme der Fast-Multikollinearitét zu iiberwinden,
ist die Ridge-Regression. Dabei werden iterativ die Diagonalelemente von
X'X solange erhoht, bis es zu einer Stabilisierung von (X’ X)~! kommt; diese
Erhohung der Diagonalelemente impliziert eine Vergréflerung der Eigenwerte
Aj. Alternativ kann man bei der Ridge-Regression so vorgehen, dass man
penalisierte Schitzungen fiir 5 berechnet. Dazu wird nicht nur, wie {iblich,
| y — X3 ||? minimalisiert, sondern der ”penalisierende” Term —\ || 3 |2
addiert, d.h. es wird

1 = -, =, =
Q) = 55y = XB)'(y = XB) + A’ (2.80)
minimalisiert. Das Verfahren der Ridge-Regression ist allerdings kritisiert
worden, so dass die anféingliche Euphorie iiber das Verfahren verflogen ist.
Ein einfacher und eleganter Ausweg ist die im folgenden Abschnitt bespro-
chene PCA-Regression, bei der zu unabhéngigen Prédiktoren iibergegangen
wird.

2.5.7 Diskussion der verschiedenen Shrinkage-Methoden

Ridge-Regression und PCA-Regression fiihren beide auf ” geschrumpfte” (shrin-
ked) Schitzungen der Regressionsgewichte. Wahrend bei der Ridge-Regression
das Ausmaf} der Schrumpfung von der Grofle der Eigenwerte abhéngt und
deshalb eine schrittweise zunehmende Schrumpfung vom ersten Gewicht an
bedeutet, bleibt die Schrumpfung bei der PCA-Regression gleich Null fiir
die ersten r Eigenwerte, um vom r-ten an total zu werden: die korrespon-
dierenden Gewichte werden gleich Nul gesetzt. Ridge-Regression schrumpft
alle Richtungen (d.h. Richtungen der Eigenvektoren von X’X), wobei aber
Richtungen mit geringer Varianz mehr. Die PCA-Regression 148t alle Rich-
tungen mit grofler Varianz ungeschrumpft, und verwirft alle iibrigen. Frank
& Friedman (1993) haben die verschiedenen Shrinkage-Verfahren untersucht
und kommen zu der Folgerung, dass die Ridge-Regression den {ibrigen Ver-
fahren vorzuziehen sind.
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2.6 Der multiple Korrelationskoeffizient und Signifikanztests

Es sei r die Korrelation zwischen den zwei Variablen X und Y. Fiir einen
”gewohnlichen” Korrelationskoeffizienten 7., gilt bekanntlich die Beziehung
r?=1-s%/ sz; r2 = D, D der Determinationskoeffizient. Man kann diese
Beziehung auch als Definition von r interpretieren. Diese Auffassung liegt
der folgenden Definition zugrunde:

Definition 2.2 FEs werde das Modell (?7?) betrachtet und es seien Bj =
bjsj/sy, die Kleinste-Quadrate-Schéitzungen fir die B; bzw. fiir die bj, s? sei
die zu diesen Schitzungen korrespondierende Fehlervarianz (s. der Stan-

dardschdtzfehler) und 32 set die Varianz der gemessenen Y -Werte. Dann

heifit die durch
2
% (2.90)

2
Sy

bestimmte Grifie Ry1o.x = /1 — s2/ sg der multiple Korrelationskoeffizient.

2
R0.12...k =1-

Man zeigt nun leicht die Giiltigkeit des folgenden Satzes:

Satz 2.8 Es sei Ro1a. der in (2.90) eingefiihrte multiple Korrelationsko-
effizient, und es gelte

i = bo + bixy; 4 - - + by,

Es sei s%(j)) die Varianz der vorhergesagten Werte Y;, und 35 sei die Varianz
der gemessenen Y -Werte. Dann gilt

s*(9)

R = 2 (2.91)
Sy
= (YY) (2.92)
= Blryl +oeeet Bkrykz = B,ny- (2.93)
Beweis: Den Beweis des Satzes findet man in Abschnitt 4.4, p. 77. U

R? ist eine Schitzung des Anteils an der Gesamtvarianz der Kriteriumsva-
riablen, der durch die Pridiktoren erklirt werden kann. Damit ist R? ein
Ma$ fiir die Effektivitit der multiplen Regression. Die Signifikanz von R?
kann mit dem F-Test

RN — k)

A= Rk 1) (2.94)

Fy 7y =
getestet werden. Der Standardfehler fiir die Schéiitzung Zg; ist durch
s: =+V1— R? (2.95)
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gegeben.

Es 148t sich zeigen, dass die Schéitzungen BZ normalverteilt sind mit dem
Erwartungswert 8; und der Varianz a;;0%, wobei a;; das i-te Element in der
Hauptdiagonalen von (Z'Z)~1 ist, und o2 ist die Fehlervarianz. Man kann
dann beliebige Hypothesen tiber 8; mit dem ¢-Test iiberpriifen:

t:B‘ Bi 1
\/7 \/Zzlz k)

Um zu priifen, ob B; signifikant von Null abweicht, mufli man hierin nur
Bi = 0 setzen. Das (1 — a)-Konfidenzintervall fiir §; ist dann

df =n—k (2.96)

2
]

Il a—ﬂzita/2\/au ,IC

(2.97)

Die Frage ist, wie sich Multikollinearitéiten auf die ¢t-Werte auswirken.®
Andererseits kann man den F-Test fiir die Nullhypothese 8 = 0 betrachten.
Der F-Test kann in der Form

. BUX'X)B/k

= BEXBE (2.98)
s

wobei s? eine Schitzung fiir o2 ist. Es sei @ = P/ 5 Dann erhélt man fiir

den Erwartungswert von F

, B'(X'X)'3  B'PAP'B/k
E(F) = ( 32) = 2 /
FAIR 1
T2 ks? Z A (2.99)

Hieraus folgt, dass kleine \;-Werte den F-Wert inflationieren.

2.7 Illustration: zwei Pradiktoren

In diesem Fall lassen sich die Schiitzungen fiir die I;j bzw. fiir die Bj leicht
angeben. Nach (2.16) gilt nun

Tyr = 31-1-32?“12
ry2 = Pira + f2 (2.100)

wobei natiirlich 719 = rop erfiillt ist. Die zweite Gleichung kann nach Bg
aufgelost werden:

Ba = 12 — Brra; (2.101)

®Die folgende Darstellung ist an Bierens (2007) orientiert.

31



hieraus wird sofort ersichtlich, dass fiir den Fall r1o # 0 Bl und BQ nicht
unabhéngig voneinander sind. Setzt man nun (2.101) in die erste Gleichung
von (2.100) ein, so erhdlt man

ry1 = (ry2 — 517“12)7"12 + 61 = Ty2T12 + ,5’1(1 — 1)
Lost man diesen Ausdruck nach 3; auf und setzt ihn dann in (2.101) ein, so

folgen die Gleichungen
A Tyl — Ty2T12

P = (2.102)
11
5 Ty2 = Ty1T12
=D 2.103
B2 1=, ( )
Nach (2.14) gilt Bj = f)jsj/sy, also folgt Bj = Bjsy/sj, d.h. aber
; Tyl —Ty2T12 '\ S
' ( 1—rf ) 51 ( )
; Ty2 —Ty1T12 '\ S
’ ( 1-r% ) s2’ ( )
und X ) )
bo = §J — b1y — baa, (2.106)

vergl. (2.9) und (2.11).

2.8 Beta-Gewichte und Partialkorrelationen

Die Ausdriicke fiir Bl und Bg bzw. by und by legen nahe, dass die Beta- bzw.
Regressionsgewichte mit den Partialkorrelationen zwischen den Variablen
Y, X1 und X5 verwandt sind. Die Beziehung zwischen S-Gewichten und
Partialkorrelationen soll im Folgenden verdeutlicht werden. Insbesondere gilt

R 1-— 7“12/2
B =ry12 5 (2.107)
1—7rfy

Fiir ,32 etc. gelten analoge Aussagen.

Beweis: Es seien wieder r,; und 7y, die Korrelationen zwischen der
abhingigen Variablen Y mit den Pradiktorvariablen X; und X5, und
r12 sei die Korrelation zwischen den Variablen X; und Xs. Dann ist
die partielle Korrelation 7,1 2 (also die Korrelation zwischen Y und X,
nachdem der Effekt der Variablen X5 herauspartialisiert wurde)

Tyl T Ty2lz (2.108)

Ty1.2 =
BERVIEE RIS
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Andererseits ist
B _ Tyl — Ty2T12
1= =35
1 -7,y

d.h. A
Bi(1 —1iy) = 1)1 — Tyaria. (2.109)

Multipliziert man ry; o in (2.108) mit \/(1 —725)(1 = 73), so folgt

’l"yl‘g\/(]. — 7“52)(1 —13y) = Ty1 — Tyario. (2.110)

Durch Gleichsetzen der beiden rechten Seiten von (2.109) und (2.110)
gibt sich dann

i1 =) = ryray /(L= ) (1 = 1,),
d.h.

NCEE SRS

2
1 -7

)

31 =Ty1.2
woraus sofort (2.107) folgt. O
Offenbar gilt also

2 =173, (2.111)

p1 = Ty12 genau dann, wenn 1 —r7y

Aus Symmetriegriinden folgt dann ebenfalls
Bg = ry2.1 genau dann, wenn 1 — 7“21 =1- r%z. (2.112)

Bl = ry1.2 also dann, wenn |rys| = |r12|, wenn also die Korrelationen zwi-
schen der Kriteriumsvariablen Y und und dem Pridiktor X5 einerseits und
zwischen den Pradiktoren X7 und Xo andererseits betragsméflig identisch
sind. Dieser Fall wird in strenger Form selten erfiillt sein. Wenn auflerdem
BQ = ry2.1 gelten soll, folgt, dass die Regressionsgewichte genau dann gleich
denPartialkorrelationen sind, wenn

Iry1| = [ry2| = |rizl, (2.113)

wenn also Y, X1 und X5 betragsmifig gleich korrelieren. Diese Bedingung
wird selten in strenger Form erfiillt sein; hat man Grund, anzunehmen, dass
(2.113) zumindest in guter Néherung erfiillt ist, so kann das die Interpreta-
tion der Regressionsgewichte erleichtern, — sind sind dann approximativ als
Partialkorrelationen deutbar.

Die Beziehung (2.107) erlaubt sofort, die Partialkorrelation ry; 2 zu be-
rechnen, was wiederum fiir die Interpretation der Zusammenhénge niitzlich
sein kann:

O i
T2 = b 2 (2.114)

d.h. wenn (2.113) nicht erfiillt ist, kann man sich zumindest die Partialkorre-
lationen ausrechnen, was fiir die Interpretation hilfreich sein kann.
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Beispiel 2.3 Es werde die Beziehung zwischen der Merkfihigkeit (X7), dem
Alter (X2) und dem intellektuellen Training (X3) betrachtet; gegeben seien
die Korrelationen 719 = —.5, r13 = .8 und r93 = —.6. Hier soll die Beziehung

X1 =byg+b2Xo+b3X3+e

betrachtet werden. Es ist also Y = Xy, s, = s1. Es sei s1 = 15, so = 17,
s3 = 11. Es werden zunichst die Beta-Gewichte berechnet. Es ist

B . 7”12—7“137“237—.5—.8X—.67
T 1= 1-6

—.031,

) ) 15
by = fBox L= _031x-2=_0027.
59 17

und nach (2.114) gilt

s [1—rd, 1— .62
= = —.031 x = —.041.
res =P\ [T 1- 82
Weiter ist

» T3 —Tierey 8 —(=.5)(—.6)
P = 1_ 2 - 2
— T35 (1—.6%)

5 1=
r13.2 = 53\/ 12, 722,

d.h. die Korrelation zwischen den Merkmalen Merkfiahigkeit und intellektu-
elles Training nach Auspartialisierung des Alters betrigt =~ .72, so dass nur
~ 50% der Variation der Merkfihigkeit auf Unterschiede im intellektuellen
Training zuriickgefiithrt werden konnen. O

— 781, by = 52X = 1.065,
53

2.9 Suppressorvariable

Die multiple Korrelation Rg 2. ist durch (2.93), d.h. durch

Roa2..k = \/Biryr + -+ + Biryk

ausgedriickt worden; dabei sind die ry;, 1 < j < k die Korrelationen zwi-
schen den Prédiktoren x; und dem Kriterium y. Nun kann die multiple
Korrelation durch Hinzunahme eines Pradiktors erhdéht werden, auch wenn
dieser Préadiktor gar nicht mit dem Kriterium korreliert. Wir beschrinken
uns auf den Fall der Vorhersage einer Variablen y durch zwei Pradiktoren
x1 und x9, da in diesem Fall die Verhéltnisse noch iibersichtlich sind. Dann

ist jedenfalls
Ro.12 = /Biry1 + Bary2,
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und es gelte insbesondere o = 0, so dass Ro.12 = /S17y1, und nach (2.102)
und (2.103) folgt

_TyT12
1=z 52_1—7’2'
12 12

Es soll nun Rp12 = /f17y1 > 7y1 gelten, d.h. die Vorhersage von y durch
x1 und o soll besser sein als die Vorhersage von y aufgrund des Pridiktors
x1 allein, obwohl y und x9 nicht miteinander korrelieren. Dann folgt sofort

2 2
Ry1 = Prry1 > 1y = B1 > 1y,

d.h. aber .-
1o, >

und dies ist der Fall, wenn ri3 # 0 ist. Fiir ri2 = 0 ist 81 = ry; und
r0.12 = Ty1; dies ist natiirlich klar, denn wenn x2 weder mit dem Kriterium
y noch mit dem Préadiktor x; korreliert, kann die Vorhersage von y durch
Hinzunahme von x5 als Pradiktor nicht verbessert werden. Also ist ri5 #
0 eine notwendige Bedingung fiir die Verbesserung der Vorhersage durch
Hinzunahme von zo, wenn 7,2 = 0 gilt.

Es sei nun 7, > 0. Dann ist 8 = r,1 /(1 — r?,) > 0; das Vorzeichen von
B2 hingt aber, wegen [ = 7’le12/(1 —r%z), noch vom Vorzeichen von r15 ab.
Fiir r12 > 0 ist 2 > 0, fiir 712 < 0 folgt 82 < 0. Ist dagegen ry1 < 0, so folgt
B1 < 0. Ist 19 > 0, so folgt jetzt By < 0, und fiir r15 < 0 folgt B > 0. Fiir
ry1 > 0 ist das Vorzeichen von 2 also immer dem von ri2 entgegengesetzt.

Betrachtet man nun die partielle Korrelation 7,1.2, so findet man

Ty1
2

= P

Ty1.2 =

Wegen 1 — 12, < 1 ist also ry1.0 = B1 > 71

Zusammenfassung: Partialisiert man also aus z; die nicht mit
y korrelierende Variablen x2 heraus, so erhoht sich die Korrela-
tion von x; mit y. Dementsprechend kann man sagen, dass x;
nicht nur die Grofie A mifit, die auch mit y erfait wird, sondern
eine davon unabhéngig variierende Gréflie B, die insbesondere
durch z9 reprisentiert wird und auf diese Weise den Zusammen-
hang zwischen y und z; reduziert. Die in £1 mit gemessene Grofie
B erzeugt also eine Art "Rauschen”, das die Vorhersage von y
durch z; stért. Indem man B unabhingig von x; durch Mes-
sung der Variablen x5 erfafit und aus x; herauspartialisiert, wird
dieses Rauschen gewissermaflen unterdriickt; dieser Sachverhalt
motiviert die Bezeichnung Suppressorvariable fiir zo: Die fiir die
Vorhersage von y-Werten irrelevante Variabilitdt der z;-Werte
wird durch Hinzunahme der xo-Variablen unterdriickt.
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Analoge Betrachtungen gelten fiir mehr als zwei Priadiktorvariable; Va-
riable, die mit der eigentlich interessierenden (= Kriteriums-) Variable "nichts”
zu tun haben, weil sie nur wenig oder gar nicht mit ihr korrelieren, kénnen
gleichwohl helfen, die Vorhersage der Kriteriumsvariable zu verbessern. Al-
lerdings werden die Beziehungen zwischen den Variablen schnell sehr uniiber-
sichtlich, wenn die Anzahl der Pradiktorvariablen steigt. Fiir ein qualitatives
Versténdnis der Suppressionseffekte ist der hier betrachtete Fall hinreichend.

2.10 Fehler in den Variablen

Es sei X die Matrix der Messungen der Prédiktorvariablen, die allerdings
nicht messfehlerfrei seien. Es gelte demnach

X=X+V, (2.115)

wobei V die Matrix der Messfehler sei und X die ”wahren” Werte der Priidik-
toren enthalte. Fiir die Kriteriumsvariable Y gelte also

y=Xb+e. (2.116)

Aus (2.115) folgt X = X — V, mithin erhiilt man

y=(X-V)b+e=Xb+ (e—Vb). (2.117)
Fiir die Kleinste-Quadrate-Schitzung fiir b erhilt man
b=0b+(X'X)"'X'(e — Vb). (2.118)

Nun werden die Schatzungen b stets von den wahren Werten b abweichen,
und in bezug auf (2.118) ist die Frage also, ob X’(e — Vb) — 0 strebt oder
nicht. Es ist 1 1 .
—X'(e—Vb) ==-X'e— ~X'Vb, (2.119)
n n n
n der Stichprobenumfang. Nimmt man an, dass die Elemente von e unkor-
reliert sind so kann man

1 .
—X'e >0 (2.120)
n

annehmen. Aber unter Beriicksichtung von (2.115) hat man X' Vb= (V' +
X")Vb und mithin
1o 1, 1oy
~X'Vb=-V'Vb+ —X'Vb. (2.121)
n n n
Selbst wenn X'Vb/n — 0, bleibt noch der Term V'Vb/n, der die Varian-

zen und Kovarianzen der Messfehler V' enthélt, so dass b i.a. nicht biasfrei
geschétzt wird.
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2.11 Kreuzvalidierung

Ein zweites Problem bei der Interpretation der Bj und Bj ergibt sich daraus,
dass sie eben Kleinste-Quadrate-Schitzungen sind. Diese Schéitzungen op-
timieren die Vorhersage von y anhand der vorliegenden Meiwerte x;;, d.h.
> j e?j wird fiir die gegebene Stichprobe von Mefiwerten minimalisiert. Ist
diese Stichprobe nicht représentativ, so sind auch die Schitzungen der Bj
und B]- nicht repréasentativ. Das klingt fast trivial, — aber bei der Diskussion
von Mefldaten wird dieser Sachverhalt oft iibersehen. Man denke etwa an
die Diagnostik: Anhand eines Tests soll ein Merkmal optimal erfaflit werden.
Dazu werden Untertests 171, - - -, T}, entwickelt, und die Scores in diesen Tests
sollen als Préadiktoren fiir das Merkmal dienen. Dazu werden anhand einer
Eichstichprobe die Gewichte Bj bestimmt, so dass § = lel 4+ 4 Bkiﬂk eine
optimale Vorhersage von y ist, wobei die z; die Scores (Punktwerte) in den
Untertests T} kennzeichnen. Wendet man nun den Test auf eine beliebige
Person an, so ist der fiir sie auf diese Weise bestimmte y-Wert nun dann
eine gute Schéitzung, wenn die Person der Eichstichprobe entspricht, denn
nur dann sind die Gewichte Bl, e Bk verniinftige Gewichte fiir sie. Gehort
sie aber einer Population an, die der Eichstichprobe nicht gut entspricht, so
sind die Bj suboptimal.

Das hier angesprochene Problem ist ziemlich grundlegender Natur. Eine
notwendige Bedingung fiir die Interpretierbarkeit der Bj ist deswegen die
Kreuzvalidierung. Dazu wird die Untersuchung an einer zweiten Stichprobe
wiederholt, wobei sowohl die y — wie die x;;-Werte gemessen werden. Die
y-Werte werden nun anhand der f)j — bzw. Bj—Werte, die anhand der Da-
ten aus der ersten Stichprobe gewonnen wurden, vorausgesagt; sie mogen
mit §; bezeichnet werden. Es zeigt sich, dass die Korrelation r(y, ¢1) im
allgemeinen geringer ist, als wenn man die y-Werte aufgrund von Regres-
sionsgewichten voraussagt, die anhand der gleichen Stichprobe gewonnen
wurden. Insbesondere kann sich zeigen, dass bestimmte Préadiktoren, die in
der einen Stichprobe ein Regressionsgewicht # 0 erhielten und damit fiir
die Vorhersage von Belang waren, fiir eine valide Vorhersage kaum geeig-
net, also iiberfliissig sind. Dies gilt insbesondere fiir Pradiktoren, die sich als

Kombination anderer Pridiktoren ergeben, etwa z = x;x;, oder z = x?, etc.
Dies sind nichtlineare Terme, — die Regression bleibt natiirlich auch bei

Verwendung solcher Terme linear, denn die Linearitdt bezieht sich auf die
Gewichte l;j und Bj, in diesen Gewichten sind die Gleichungen stets linear.
Nichtlineare Glieder der Form z;z; oder x? etc "iiberleben” die Kreuzvali-
dierung héufig nicht; dies ist ein weiterer Grund fiir die Vorherrschaft der
auch in den Prédiktoren linearen Regression. Die Instabilitéit der Schétzun-
gen der Gewichte fiir solche nichtlinearen Terme ergibt sich daraus, dass ihre
Meflfehler an die Variablen x;, x; etc. gekoppelt sind und multiplikativ in
die Regressionsgleichungen eingehen.
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2.12 Anwendung: Das Brunswick-Modell

Brunswick (1956)° schlug ein allgemeines Modell der Urteilsbildung vor,
das auf einer Anwendung der multiplen Regression beruht. Die betrachtete
Situation hat die folgende Struktur:

1. Essollen Urteile tiber die Auspriagungen Y einer bestimmten Variablen
getroffen werden. Diese Variable ist das ”Kriterium” oder auch die
”distale Variable”.

2. Die Urteilsbildung erfolgt auf der Basis ”proximaler” Variablen x;,
» 10

1 =1,...,n, oder "Cues”.
3. Y kann anhand der z; durch multiple Regression vorhergesagt werden;
es soll gelten

Yo = Borx1 + Bozw2 + -+ + BonTn + €0 (2.122)

wobei yg, x; und zg bereits standardisierte Werte sind; eg ist der Fehler.
1o ist die objektive Vorhersage von Y, d.h. die By; sind aus objektiven
Messungen gewonnen worden. Statt der linearen Regression kann im
Prinzip auch ein nichtlinearer Zusammenhang bestehen.

4. Eine Person beurteilt Y ebenfalls aufgrund der x;, gewichtet diese
Pradiktoren aber unter Umstédnden nicht optimal. Thre Vorhersagen
von Y entsprechen der Gleichung

Ys = Bs1x1 + Bsa®2 + - + BenTn + €5 (2.123)

Der Index s steht fiir subjektiv.

Ist der lineare Ansatz korrekt, so ist die Vorhersage von Y durch (2.122)
optimal (im Sinne der Methode der Kleinsten Quadrate). Die Vorhersage
durch y, ist genau dann suboptimal, wenn nicht fir alle ¢ 5s; = By; gilt. Die
Vorhersageleistung der Person kann durch einen Korrelationskoeffizienten
ausgedriickt werden:

Ta = 17(Yo, Ys) (2.124)

Dabei steht der Index a fiir achievement, d.h. fiir die Leistung. Die Korre-
lationen 7, d.h. die Korrelationen zwischen den ”Cues” und der Variablen
Y, heilen auch cue validities, auf deutsch vielleicht Symptomgiiltigkeiten. Sie
sind natiirlich eng mit den j3,; verwandt. Die Korrelationen r,,.s sind die
cue dependencies; sie reflektieren die Abhéngigkeit des Urteils ys von den z;
und stehen zu den f,; in Beziehung.

9Brunswick, E.: Perception and the representative design of psychological experiments.
University of California Press, Berkeley 1956
0cne = Stichwort, Hinweis, Symptom
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Bevor einige inhaltliche Betrachtungen iiber das Modell angestellt wer-
den, soll eine zuerst von Tucker (1964) abgeleitete Formel fiir r, angegeben
werden:

Satz 2.9 Es sei

g0 = PBorrr + Poxa + - 4+ Bonn (2.125)
?js = lexl + /8521'2 + -+ /Bsnxn )
so dass X
Yo = Yo + %o
Ys = @s +  zs.
Dann gilt
Ta = KOU(?Jans) = KOU(Z)Oa gs) +KOU(607 es)' (2126)
——
G

Beweis: Allgemein gilt: Sind a, b, ¢ und d irgendwelche Variablen, dann
folgt

Kov(a+b,c+d) = Kov(a,c)+ Kov(a,d) + Kov(b,c) + Kov(b,d) (2.127)

Mit a = o, b = 20, ¢ = g5, d = z, folgt sofort (2.126), wenn man bedenkt,
dass in diesem Falle ja Kov(a,d) = Kov(b,c) = 0 ist: Fehler und Vorher-
sagen sind bei Kleinste-Quadrate-Schitzungen ja unabhéingig voneinander.
U

Es sei G = r(fjo, Js). Aufgrund von (2.91) ist bekannt, dass s*(j0) = R§s.,

und s2(gs) = Rgsg, wobei aber wegen der vorausgesetzten Standardisierung

sy = 1. Dann ist
Kov(9o,7s) = GRoRs.

Weiter sei r(ep,es) = C die Korrelation zwischen den Fehlervariablen. Es
folgt
r(eo, es) = Kov(eg, €s)/(SeqSe, )-

Aus (2.90) folgt aber

s%(eg) = /1 — RZ, s*(es) = /1 — R?

Eingesetzt in (2.126) ergibt sich dann

Satz 2.10 FEs gilt

ra = GRoR, +Cy/(1 — R3)(1 — R?) (2.128)
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Hammond und Summers (1972) haben Satz 2.10 zum Ausgangspunkt
einiger allgemeiner Betrachtungen iiber den Erwerb von Wissen einerseits
und iiber die Anwendung (" Kontrolle”) dieses Wissens andererseits gemacht.
Waihrend r, die ”Urteilsleistung” mifit, d.h. eben die Kovariation zwischen
dem Merkmal Y und den Aussagen iiber dieses Merkmal, reprisentiert G
das ”Wissen” iiber die Aufgabe. In der Tat bedeutet ein hoher Wert von G,
dass eine Person weif3, welche ”Cues” sie zu beriicksichtigen und wie sie sie
zu gewichten hat. R, reprisentiert die Ungewilheit auf der objektiven Seite,
und Rs reprasentiert die Ungewiflheit auf der Seite der urteilenden Person.
Ry definiert die obere Grenze der Urteilsgenauigkeit, wenn die Pradiktoren,
Symptome etc. z; zur Grundlage des Urteils gemacht werden. R, definiert
dagegen die "kognitive Kontrolle”. Selbst wenn das Wissen beziiglich des
Zusammenhanges zwischen Y und den z; perfekt ist, kann r, einen subop-
timalen Wert annehmen, wenn némlich die Varianz des Fehlers z; grof} ist.
Umgekehrt kann die Person ihr Wissen optimal nutzen, das Kriterium Y
aber nur unvollstédndig voraussagen, wenn die objektive Struktur nur eine
unvollstdndige Voraussage zuldft.

Goldberg (1970)!! hat das Modell auf Klinische Urteile angewendet und
fand, dass das Wissen, so wie es durch G ausgedriickt werden kann, oft
sehr gut ist, die Urteile aber trotzdem suboptimal bleiben, da die Urteiler
inkonsistent mit dem Wissen umgehen, also einen Mangel an ”kognitiver
Kontrolle” zeigen.

Das Modell ist ebenfalls zur Diskussion von interpersonellen Konflik-
ten angesetzt worden (Brehmer, Azuma, Hammond, Kostron und Varonos
(1970)). Es zeigte sich, dass die kognitiven Systeme als Resultat der sozialen
Interaktion konvergierten, d.h. G wuchs, sich aber die kognitive Kontrolle
verringerte, d.h. Ry wurde geringer.

Weiter ist Ry der multiple Korrelationskoeffizient fiir die ”objektive”
Vorhersage von Y anhand der z;, und R, ist der multiple Korrelationskoef-
fizient fiir die entsprechende subjektive Vorhersage.

2.13 Spezialfall: Zeitreihen

In den bisherigen Beispielen sind die Variablen y, x1, ..., zj anscheinend von
der Zeit unabhiingige Groflen. Wir wissen aber, dass viele psychologisch in-
teressante Variablen in der Zeit variieren. So ist z.B. bekannt, dass das Aus-
maf} an Depressivitit mit dem Tagesverlauf schwanken kann (Tagesschwan-
kungen), und dass moglicherweise noch weitere Periodizitéten feststellbar
sind. Auf solche Zeitreihen wird in einem spéateren Kapitel noch ausfiihr-
lich eingegangen, hier soll nur gezeigt werden, wie der Ansatz der multiplen
Regression dazu dienen kann, die Struktur der zeitlichen Variation von Mef-
werten zu erfassen.

" Goldberg, L.R. (1970) Man versus model of man: a rationale, plus some evidence, for
a method of improving on clinical inferences. (1970) Psychological Bulletin, 73, 422-432
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Es sei X; etwa das Ausmafl an Depressivitit zum Zeitpunkt ¢, X;_; sei
das Ausmaf} an Depressivitit zum Zeitpunkt ¢ — 1 etc. Die Xy, X1, Xi—o,
... bilden dann eine Zeitreihe; Zeitreihen sind spezielle stochastische oder
Zufallsprozesse. Fiir die Werte X; kénnen drei Modelle betrachtet werden:

Modell 1:
Xt = (LlXt—l + (Ith_Q + -+ akXt_p + e;. (2129)

Formal entspricht dieser Ansatz der multiple Regression, denn X iibernimt
die Rolle der Kriteriumsvariablen Y, und X;_1, X;_o, - - -, Xy_, fungieren
als Préadiktoren; a1, - - -, a, sind Regressionsgwichte. e; ist eine zuféllig zum
Zeitpunkt ¢ auf die Variable einwirkende GroBe (ein ”"random shock”). Der
Prozefl Xy ist also dadurch charakterisiert, dass seine Werte durch Regression
bis auf einen Wert e; durch k& > 1 vorangegangene Werte bestimmt werden.
Man spricht deshalb auch von einem autoregressiven Prozef$ k-ter Ordnung,
oder kurz von einem AR(k)-Prozef.

Modell 2: Ein alternatives Modell ist durch
X; =brep—1 +boep_o+ - -+ bret,q + e (2.130)

gegeben. Wieder ist X; durch einen Regressionsansatz definiert, allerdings
sind hier die Pradiktoren nicht die vergangenen Werte von X} selbst, sondern
die vergangenen r zufélligen ”StoBe” random shocks, die gewissermaflen von
auflen auf den Organismus einwirken. X; wird durch ein gleitendes Mittel
der vergangenen r Werte e;, e;—1, ---, e;—q dargestellt, und man spricht

auch von einem Moving-Average-Prozef§ der Ordnung r, abgekiirzt durch
M A(r)-Proze8.

Modell 3: Der Verlauf einer Variablen X kann gelegentlich auch durch eine
Kombination von AR- und MA-Prozessen beschrieben werden:

Xe=ar Xo 1+ +apXy p+breg 1+ +bre1 + ey (2.131)

Dies ist dann ein ARMA (p, g)-Proze83. Die Koeffizienten a; und b; représen-
tieren das ”System”, das die X; generiert; aus ihnen lassen sich u.U. Schliisse
auf die Funktionsweise des Systems ziehen. O
Die Schitzung der Parameter a;, i = 1,...,p bzw. b;, j = 1, ..., ¢ geschieht
im Prinzip in der gleichen Weise wie bei einer multiplen Regression, d.h.
gemaf Satz 2.2, (2.16), wobei die Parameter ; durch die a;, bzw. b; zu
ersetzen sind, und die Korrelationen durch die Autokorrelationen mit einer
Verzégerung k
r(tt— k) = Kov(ze, Xir)
s(w)s(zi—k)
Auf weitere Details soll hier nicht eingegangen werden, da zusétzliche Ei-

genschaften von Zeitreihen diskutiert werden miissen, die einen Exkurs in
die Theorie der stochastischen Prozesse voraussetzen.

(2.132)
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2.14 Abschlielende Bemerkungen

Die multiple Korrelation ist hier keinesweges vollstdndig beschrieben wor-
den. Detailliertere Informationen iiber die Regression im allgemeinen und die
multiple Regression im besonderen findet man in speziell iiber dieses Gebiet
geschriebenen Lehrbiichern, wie etwa Christensen (1987), Draper und Smith
(1966) oder Seber (1977).

3 Generalisierte lineare Modelle

3.1 Binire Kriteriumsvariable

Es gelte die Beziehung
yi:b0+bll‘i1+"‘+bp$ip+6ia 1=1,....m (31)

mit kontinuierlich varierenden Pradiktorwerten x;; impliziert, dass die abhéngi-
ge Variable y; ebenfalls kontinuierlich variiert. Oft hat man aber eine abhéingi-
ge Variable, die nicht kontinuierlich variiert, sondern eher eine Kategorie an-
zeigt: ein Bewerber fiir eine bestimmte berufliche Position wird seine Aufga-
ben entweder meistern oder nicht, eine Operation wird erfolgreich verlaufen
oder nicht, ein Straftéiter wird riickfillig oder nicht, etc. Man mochte das
in Frage stehende Ereignis anhand der Préadiktoren vorhersagen, moglichst
anhand eines Ausdrucks, wie er auf der rechten Seite von (3.1) steht. Statt
einer kontinuierlich variierenden Kriteriumsvaraiablen hat man aber nun ei-

ne Indikatorvariable:
L vi>w
Y; N { 07 Y, S Yo ’ (32)

wobei y; einfach der Wert der rechten Seite von (3.1) und yo ein Schwellen-
wert ist, den man so bestimmen muf, dass die Entscheidungen moglichst
fehlerfrei sind. Die Frage ist nun, wie man eine solche Festlegung fiir yo
findet.

Diese Frage kann man mit einiger Ausfiihrlichkeit diskutieren. Bei medi-
zinischen Diagnosen kann es charakteristische Symptome oder Symptomauspragun-
gen geben, von denen man weif}, dass sie einen bestimmten Krankheitszu-
stand widerspiegeln, — d.h. man hat irgendwie Erfahrungen sammeln kénnen
derart, dass ein solcher Schluff von der Symptomausprigung (in Bezug auf
(3.1) miiite man von der Auspriagung einer Kombination von Symptomen
sprechen) auf den Zustand eines Patienten mit an Sicherheit grenzender
Wahrscheinlichkeit moglich ist. In anderen Féllen sind solche ”kritischen”
Auspriagungen nicht gegeben, man denke an die Moglichkeit des Riickfalls
eines Straftdters, oder an die Moglichkeit eines erneuten Auftretens einer Pa-
nikattacke eines Patienten, der sich seiner Angstzustdnde wegen einer Thera-
pie unterzogen hat. Es liegt demnach nahe, die rechte Seite von (3.1) mit der
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Wahrscheinlichkeit einer korrekten Klassifizierung oder Diagnose in Verbin-
gung zu bringen. Ein solcher Ansatz wiirde den Fall, dass der Schwellenwert
1o anhand irgendwelcher Erfahrungen oder gar theoretischer Betrachtungen
bestimmt wird, als Spezialfall einschlieffen. Generell hat man dann

P(Y; = 1|x) = ¢(x), (3-3)

wobei ¢ € (0,1) eine geeignet gewéhlte Funktion ist. Geht man davon aus,
dass die inverse Funktion ¢! fiir die in Frage kommenden x existiert, so ist

g(P(Y; = 1[x)) = ¢ [P(Y; = 1x)] = bo + bawi + -~ + by (3.4)

die Link-Funktion (d.h. g = ¢~ ! ist die Link-Funktion, deren Wert durch die
rechte Seite von (3.8) gegeben ist)!2. Beispiele fiir Link-Funktionen werden
im Zusammenhang mit den entsprechenden Wahrscheinlichkeitsmodellen ge-
geben.

Fiir die Wahl der Funktion ¢ hat man verschiedene M&glichkeiten:

1. Man geht von der Annahme aus, dass das Ereignis dann eintritt, wenn
eine zufillig variierende Grofle € einen Schwellenwert iiberschreitet. &
wird nicht direkt beobachtet und ist insofern eine latente Variable.

kann z.B. die Verkalkung der Herzkranzgefifle repésentieren. Ist sie
grofer als ein kritischer Wert, kommt es zum Herzinfarkt (Y; = 1, —
das ist sicherlich ein vereinfachtes Modell, aber es dient auch nur zur
Mlustration). Dementsprechend nimmt man eine Verteilungsfunktion
F fiir £ an: Fg(x) = P(§ < x). Dann hat man

P(}/z = 1|X) =1- Fg(y0|xi), X; = (:Eil, .. .,:Eip), (35)

Die Abhéngigkeit von x l4t sich z.B. modellieren, indem man den
Erwartungswert p = E(£) von ¢ als Funktion der rechten Seite von
(3.1) auffasst, so dass man

pi = by +b1zi1 + -+ by (3.6)

hat; hier taucht der Fehlerterm e; nicht mehr auf. Der Grund dafiir
liegt darin, dass die stochastischen Aspekte in (3.1) eben nur {iber die
zufélligen Groflen e; eingebracht werden, wihrend sie im Ansatz (3.5)
in der Verteilung P ausgedriickt werden. Man entscheidet jetzt fiir
Y; =1, wenn P(Y; = 1|x) > Py ist, und Py héngt von der Groe des
Risikos ab, das man einzugehen bereit ist. Mit Py wird implizit auch
der Schwellenwert yg definiert. Es wird nun deutlich, dass man jetzt
noch eine Beziehung zwischen dem Risiko und der der Wahrscheinlich-
keit Py finden muf}, sofern es um Entscheidungen geht. In bestimmten

12Link - engl. *Verbindung’
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Anwendungen ist aber die Wahl einer solchen kritischen Grofie nicht
notig, etwa dann, wenn man nur daran interessiert ist, zu erfahren, ob
eine bestimmte Therapie die Wahrscheinlichkeit einer Heilung erhoht,
oder die Wahrscheinlichkeit eines Riickfalls erniedrigt, etc.

2. Fiir den Fall, dass in Abhéngigkeit vom Wert der Symptome oder
allgemein Prédiktoren eine Entscheidung getroffen werden soll, kann
man vom Satz von Bayes ausgehen. Demnach gilt ja

P(Y; = 1)

. (3.7)
Hierin ist P(Y; = 1|x) die Posteriori-Wahrscheinlichkeit fiir ¥; = 1,
gegeben x, und P(Y; = 1) ist die Priori-Wahrscheinlichkeit fiir das
Ereignis, das durch Y; = 1 indiziert wird. P(x|Y; = 1) ist die Likelihood
der Daten oder Symptome x, und P(x) ist die Wahrscheinlichkeit, dass
man die Symptome oder Pradiktorwerte x {iberhaupt beobachtet. Es
zeigt sich, dass man unter bestimmten Bedingungen zu einer Losung
gefithrt wird, die dem Ansatz 3.5 dquivalent ist.

In jedem Fall wird die rechte Seite von (3.1) (ohne e;), also
Yi = bo + b1xi + - - 4 bpTip,

mit einer Wahrscheinlichkeitsfunktion verbunden, etwa P; = P(Y; = 1]x)
Die Umkehrfunktion ¢

9(F;) = bo + byzir + - - + bpTip (3.8)

heifit Link-Funktion. Die Klasse der durch (3.8) definierten Modelle ist die
der Generalisierten Linearen Modelle. Der Fall, dass g(P;) = y;, ist ein
Spezialfall.

3.2 Das logistische Modell

Das logistische Modell ist durch

PY = 1]x) = 1+ex11>(A(x)) (3.9)
definiert, wobei oft
A(x) =b'x =by+ bix1 + - + bpxy, (3.10)
mit x = (1,21, 22,...,2p)" angesetzt wird.
Esist P(Y =0|x) =1 — P(Y = 1|x). Dementsprechend hat man
1  I4exp(Ax) -1  exp(A(x))

P(Y =0]x)=1—

L+exp(\(x)) 1+exp(A(x))  1+exp(A\(x))’
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und die Multiplikation von Zahler und Nenner mit exp(—A(x)) liefert

1
P(Y =0|x) = ¥ (oA (3.11)
Gilt (3.10), so wird das Vorzeichen von A bei der Schitzung der Parame-
ter mitbestimmt, so dass man keine groflen Fallunterscheidungen abhéngig
davon, ob man P(Y = 1|x) oder P(Y = 0|x) betrachtet, machen muf.
Zur Vereinfachung werde p(x) = P(Y = 1|x) geschrieben. Lost man
(3.9) nach \(x) auf, erhilt man

p(x)
log <> = A\(x), 3.12
o) = (312)
d.h. die Link-Funktion ist durch

g =log (15(;{()}()) (3.13)

definiert.

Definition 3.1 Die Grifie log(p(z)/1—p(x)) heif$t Logit, und die in (3.13)
gegebene Transformation g der Wahrscheinlichkeit p(x) heifit Logit-Transformation.

Anmerkung: Der Ausdruck ’logistisch’ geht auf das franzosi-
sche Wort ’logis’ fiir Wohnung zuriick: 1836 bekam der belgische
Mathematiker Pierre Verhulst (1804 — 1849) von der franzosi-
schen Regierung den Auftrag, das Wachstum der Bevolkerung
von Paris und damit den notwendigen Bau von Wohnungen,
Straflen, Kanalisation etc. abzuschédtzen. Verhulst nahm an, dass
das Wachstum zunéchst exponentiell sein wiirde, sich dann aber
abschwichen und gegen Null streben wiirde, dass also von ei-
nem gewissen Zeitpunkt an die Grofle der Bevolkerung konstant
bleiben wiirde: Schlieflich mufl eine Stadt mit Wasser, Lebens-
mitteln etc versorgt werden, und diese Giiter kommen in erster
Linie aus der Umgebung, die die Bevotlkerung der Stadt ”tra-
gen” (s. unten) muf. Die implizite Annahme ist hier, dass die
" Tragfahigkeit” der stddtischen Umgebung konstant bleibt. Ver-
hulst nahm das Modell

T N - No/K), r>0, K50 (314)
an. Dies ist eine Differentialgleichung: der Ausdruck dN (t)/dt ist
ein Ma8 fiir die Verénderung der Anzahl N (¢) der Bewohner, die
hier als stetige und differenzierbare Funktion der Zeit angenom-
men wird. Diese Annahme ist verniinftig, denn Unstetigkeiten

der Art 0
_ ) 9(t), t<to
f(t)_{g(t)+a,a>0, t > to
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bedeuten plotzlich auftretende Ereignisse wie ein Atomschlag
(a < 0) oder ein jéhlings einsetzender Zuzug von Fliichtlingen
(a > 0), aber derartige Ereignisse haben einerseits eine sehr klei-
ne Wahrscheinlichkeit, verkomplizieren andererseits aber die Be-
trachtungen enorm. Diese Argumentation iibertragt sich auf die
Mboglichkeit von ”"Knicken” in der Funktion N(t), an denen die
Funktion N(t) dann nicht differenzierbar ist.

Ist N(t)/K Kklein im Vergleich zu 1, so ist dN(t)/dt ~ rN(t),
woraus N (t) = kexp(rt) folgt, k eine Konstante, d.h. N wichst
in guter Ndherung exponentiell. Fiir N(¢) — K folgt aber 1 —
N(t)/K — 0 und damit dN(t)/dT — 0, d.h. die Grofle der
Bevolkerung veréndert sich schliefllich nicht mehr und bleibt
konstant, wenn sie den Wert K erreicht hat; K gilt demnach
Trigerkonstante: sie gibt an, wieviele menschen durch die Umge-
bung der Stadt ”getragen” werden konnen. Das logistische Mo-
dell (3.9) kann u. a. aus einer Verteilungsfunktion hergeleitet
werden, die eine zu (3.14) analoge Form hat, — dies ist die logi-
stische Verteilung (vergl. Abschnitt 3.2.1).

3.2.1 Herleitung des Modells aus der logistischen Verteilung

Es werde angenommen, dass das in Frage stehende Ereignis, also Y = 1,
eintritt, wenn eine nicht direkt beobachtbare (”latente”) Variable & einen
kritischen Wert iiberschreitet: man 16st eine Aufgabe, wenn die kogniti-
ven Fahigkeiten, zusammengefasst in der zufilligen Verédnderlichen &, gerade
einen bestimmten Wert iiberschreitet, ein Unfall geschieht, wenn die Auf-
merksamkeit £ einen bestimmten Wert unterschreitet, eine Krankheit bricht
aus, wenn eine Belastung, reprisentiert durch die Variable xi, einen kriti-
schen Wert iiberschreitet, etc. Die unabhéngigen Variablen x = (z1,...,zp)’
bestimmen die Parameter der Verteilung von £, etwa den Erwartungswert
p=1IE(&),sodass p = p(x1,...,xp,). Je grofer u, desto grofler soll die Wahr-
scheinlichkeit sein, dass £ einen kritischen Wert iiberschreitet (je kleiner p,
desto grofler die Wahrscheinlichkeit, dass ein kritischer Wert unterschritten
wird).

Es ist eine Standardannahme, im Rahmen solcher Annahmen zu postzu-
lieren, dass xi normalverteilt ist. Eine mathematisch einfacher zu handha-
bende, aber im Ubrigen sehr #hnliche Verteilung ist die logistische Vertei-
lung, die durch die Differentialgleichung

_ dF(x)

f(x) o EF(z)(1 — F(x)). (3.15)

charakterisiert ist; man sieht die Ahnlichkeit zum Verhulstschen Ansatz
(3.14). Es laBt sich zeigen, dass die Losung der Differentialgleichung auf
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die Verteilungsfunktion

PE<LS)= , 3.16
( ) 14 exp <_ (S;u) %) ( )

oder
P <S) ! 1.8138 ~ /V/3 (3.17)

" T+ exp(—1.8138(5 — p)/o)’
fihrt. g und o sind die Parameter der Verteilung; es gilt

E(©) =, Var(e) =o?, (3.18)
wobei hier 7 = 3.14159. ... Fiir 4 = 0 und 02 = 1 erhélt man die standardi-

sierte logistische Verteilung. Die Abbildung 2 zeigt die Verldufe von Gauf3-

Abbildung 2: Verldufe der standardisierten Gauf3- und der logistischen Ver-
teilung

——  logistische Dichte,
0,54 -— Gauss-Dichte,

L Logistische Verteilng 7 Gauss-Verteilung

und logistischer Verteilung. Man sieht, dass die Unterschiede zwischen den
Verteilungen fiir die meisten praktischen Zwecke vernachléssigbar sind.

Das Modell (3.9) ergibt sich aus (3.17) durch Reparametrisierung. Setzt
man a = 1.8138, so ist ja in (3.17)

—1.8138(S — ) /o = aS — By,
mit @ = —a/o, f = a/o. Setzt man p = bg+byx1 +- - -+ bpxp, so erhdlt man
aS —pp=aS—B(byg+br+ -+ byxp)
und fithrt man die Umbenennungen
bp — oS — Bby, bj — Bb;

durch, so hat man bereits das logistische Modell (3.9).
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Abbildung 3: Logistische Funktionen fiir verschiedene Parameterwerte

-p0 45 40 -35 -30 25 20 -15 -10 -5 O 5 10 15
X

3.2.2 Herleitung des Modells iiber den Satz von Bayes
Nach dem Satz von Bayes gilt

P(Y =1)

PO = 1fx) = PY = 1) =5

(3.19)

P(Y = 1]x) ist die Posteriori-Wahrscheinlichkeit, P(x|Y = 1) ist die Like-
lihood von x, gegeben Y = 1, und P(Y = 1) ist die Priori-Wahrscheinlichkeit.
Wegen des Satzes der Totalen Wahrscheinlichkeit gilt

P(x) = P(x]Y; = 1)P(Y; = 1) + P(x]Y; = 0)P(Y; = 0).

Setzt man zur Abkiirzung m; = P(Y; = 1) und beriicksichtigt man, dass
P(Y;=0)=1—P(Y; =1) =1 — m ist, so erhilt man

P(x) = P(x|Y; = 1)m + P(x|Y; = 0)(1 — m;). (3.20)
Setzt man diesen Ausdruck in (3.19) ein, so erhélt man

Px|Y; = 1)m;
x|Y; =1)m + P(x|Y; =0)(1 — ;)

P(Y; =1|x) = Iz (3.21)
Dividiert man den Ziahler und den Nenner auf der rechten Seite durch
P(x|Y; = 1)m;, so bekommt man den Ausdruck

1

PIYi=0)(1—m1) °
L+ = pavi=m

P(Y; = 1]x) = (3.22)

Nun ist aber PV = 1)
X|\Y; = 5
A = 3.23
™) = ¥ =0) (1 - =) (3:23)
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wobei P(x|Y; = 1)/P(x|Y; = 0) bekanntlich der Likelihood-Quotient ist.

Andererseits ist
P(x|Y; =0) (1 —m) 1

= 3.24
PxlY;=1) m A(x)’ (3:24)
und offenbar ist 1/A(x) = exp(—log A(x)), so dass (3.22) in der Form
1
P(Y;=1|x) = (3.25)

1 + exp(—log A(x))

geschrieben werden kann. Damit hat man eine Beziehung zur logistischen
Funktion hergestellt. Welche Form sie annimmt, hingt von der Wahl der
Wabhrscheinlichkeitsfunktion P(x|Y;) ab.

Es werde nun angenommen, dass x multivariat normalverteilt ist, d.h.
f(x) = Aexp(—(x — 4) 27! (x — ), (3.26)

wobei A eine Normierungskonstante ist und ji = (u1, ..., pp) der Vektor der
Erwartungswerte der X;. Es gibt zwei Moglichkeiten: x kommt asus einer Po-
pulation mit dem Erwartungwert [i = i , oder aus einer Poulation mit dem
Erwartungswert i = fi1. fip definiere etwa die Population der ”Unfidhigen”,
i1 die der "Fahigen”, oder ”Gesunde” versus ”Kranke”, etc. Der Einfach-
heit halber werde angenommen, dass die Varianz-Kovarianzmarix ¥ fiirbeide
Populationen identisch ist. Dann ist

POYi=0) _ expl(—x— /S~ (x— fo)
P%i=1) e @S = i)
= explox— )5 = i) — O~ )5 = o),
so dass
8 (pray = 1)) = 06 = )27 = ) = (= )5 x o).

Multipliziert man die Terme aus, so ergibt sich fiir die rechte Seite
2x'S ! (jiy — fio) + (i — fio)' S (fix — o),
wobei X7 (; — fig) ein Vektor und (ji; — o)’ Y"1 (fi1 —fio) ein Skalar ist. Setzt
man b = 257 (i1 — fio) und by = (i1 — fo)'E " (fi1 — o) + log(m/(1 — ),
so erhalt man wieder
1
PY =1x) = ,

( | ) 1+ eXp(bo + b1+ -+ bp.%'p)
d.h. das logistische Modell.

Der Bayessche Ansatz zur Herleitung des logistischen Modells 148t u.
U. die Interpretation der Entscheidung zwischen zwei Populationen zu. Fiir
P(Y = 1|x) > Py entscheidet man z.B., dass eine Person aus der Population

der ”Féhigen”, der ”Willigen”, der ” Kranken” etc ist, andernfalls gehort sie
zur jeweiligen Komplementérpopulation.
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3.2.3 Regularisierte logistische Regression

Die Parameter fiir einen logistischen Regressionsansatz werden iiblicherwei-
se mit der Maximum-Likelihood-Methode (ML-Methode) geschitzt. Fiir N
Beobachtungen hat man die Likelihood

N
I(b) =) logpg(xi;b), (3.27)
i=1

mit pg(x;;b) = P(Ck|x;,b), x; der Vektor der Pradiktorwerte fiir den i-
ten Fall, b der Parametervektor. g; = 1, wenn der i-te Fall zu c¢Cy gehort,
gi = 0 sonst. Es sei y; = 1, wenn der i-Fall zu C; gehort, und y; = 0, wenn
gi = 1, und y; = 0 fiir g; = 0. Weiter werde p;(x,b) = p(x,b) gesetzt und
p2(x,b) =1 — pi(x,b). Dann hat man

N

I(b) = Y [yilogp(xib)+ (1 —y;)log(l - p(x,b))]
=1

I
.MZ

[y;b'x; — log(1 + exp(b'x;)] (3.28)

=1

Die Likelihodd wird maximiert, wenn die partiellen Ableitungen von I(b)
gleich Null gesetzt werden:

Ob

N
oy in(yi — p(xi,b) = 0. (3.29)

i=1

Die Gleichungen sind nichtlinear in den Unbekannten by.

Man kann zu einer penalisierten Version der Schétzung iibergehen, wo-
bei man insbesondere das Lasso (Abschnitt 2.5.3) benutzt; dann wird das
Maximum

N

p
(o + b % x;) — log(1 + exp(by + b'x;))) = AS " [b; 3.30
max ;(y(o x;) — log(1 + exp(bo + b'x;))) j;lal (3.30)

bestimmt.
Zur Berechnung kann das R-Packet glmet (Friedman et al, 2001) ver-
wendet werden.

3.2.4 Kategoriale Pridiktorvariablen

Es ist hier nicht notwendig, dass die x; Intervallskalenniveau haben. Es ist
moglich, dass die xj kategoriale Variablen sind. Der Unterschied zu den
spéter zu betrachtenden loglinearen Modellen besteht dann eigentlich nur
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noch darin, dass eine (oder mehrere) Variable als Antwortvariable ausge-
zeichnet werden, die Betrachtung in dieser Hinsicht also asymmetrisch ist.

Im Falle kategorialer erklarender Variablen entsprechen die b, in (?7)
den Haupteffekten in einer Varianzanalyse. Dies fithrt zur Effektkodierung
fiir die zy: es gelte

1, es liegt Kateg. k vor
=4 —1, esliegt Kateg. j # k vor (3.31)
0, sonst
fir j = 1,---,r — 1; es muf} nur bis zur (r — 1)-ten Kategorie betrachtet

werden, da die letzte bei Bestimmung dieser Kategorien festliegt. Es gilt
also

M1

— k
bp=—> bj, oder » bj=0 (3.32)
: pt

1

<
Il

Dementsprechend gilt dann fiir eine gegebene Link-Funktion g
g(p(x)) =bo+bj, j=1,--- k-1 (3.33)

und
gp(x) =bo—by —---—bp_1, j=k (3.34)

Bei varianzanalytischen Designs ist es iiblich, mehr als nur eine unabhéngige
Variable (Faktoren) zu betrachten. Es seien etwa die Faktoren A und B
gegeben. Sie kénnen durch die Vektoren X und X? repisentiert werden,
deren Komponenten durch

alti=1, I-1; aPlj=1,,J-1 (3.35)
gegeben sind und die wie in (3.31) als Dummy-Variablen definiert sind.
i = xf = 1 heiit dann, dass die Bedingung A; N B; (A4; und B;) ge-
geben ist. Die beiden Vektoren koénnen zu einem einzelnen Merkmalsvektor
X zusammengefaf3t werden:

v A A B B A_B A_B A B
X = ($17'” Yy LT—1, L1y X g1, X1 Ly, L1 g1, 71‘171$J71)

(3.36)
Die Komponenten z{'2¥ etc. repriisentieren die moglichen Wechselwirkungs-
komponenten. Dann ergibt sich das Modell

/

g(p(X)) =bo + X'b (3.37)
wobei b ein Vektor ist, dessen Komponenten die Haupt- und Wechselwir-

kungseffekte repréisentieren. Fiir ¢ kann wieder die Logit-Transformation
gewihlt werden.
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3.2.5 Interpretation der Parameter
Aus dem logistischen Modell

1
1 +exp(bo + biz1 + - + bpxyp)

PY =1lx) =

ergibt sich der Wettquotient (odds ratio)

P(Y =1x) P =1Jx)
PY =0]x) 1-PY =1|x)

=exp(by + bix1 + -+ bpzp).  (3.38)

Schreibt man zur Vereinfaschung p(x) fiir P(Y = 1]x), so erhélt man

p(x) — eboeblxl .

1 —p(x)

Angenommen, man verédndert nun x; um eine Einheit, sodass x; in z; + 1
tibergeht. Dann hat man etwa fiir j =1

. ebrp (3.39)

p(i)~ — eboebl(zl-‘rl) L. ebpa:p — eb0€b1$1eb1 . ebpxp7 (340)
1—p(x)
wobei x = (x1+1,z2,...,2p)". Die Wettquotienten fiir x und % unterscheiden
sich demnach um den Faktor exp(b;);
1-p(x) 1-px)
Fiir die Logits gilt
Logit(x) = Logit(x) + by (3.42)

Fin Regressionskoeffizient ist also nicht so einfach zu interpretieren wie bei
der multiplen Regression (einfach: bei unabhéngigen Pradiktoren!). b; defi-
niert den Faktor e, um den sich die Wettchance verindert, oder die ad-
ditive Konstante, um die sich das Logit verdndert. Die Verédnderung der
Wahrscheinlichkeit P(Y = 1|x) mit der Verénderung eines Prédiktors ist

keineswegs direkt aus b; ablesbar. Man hat etwa
1

PY =1x) = . 3.43
( |X) 1+ exp(bo + bix1 + bp.%‘p) exp(bl) ( )

Wie stark sich der Faktor exp(b;) oder allgemein exp(b;) auswirkt, hingt
von den Werten der Komponenten von x ab.

Odds Ratio und relatives Risiko Fiir die Interpretation ist die Wett-
chance bzw. der Odds Ratio (3.41) wichtig. Zuerst seien die Definitionen
zusammengefasst:
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Tabelle 1: Odds, Odds Ratio und Relatives Risiko

Risiko R
Effekt E 1 0 by
1 a (’I’Lll) b (nlg) a+b
0 c(n21) | d(ngw) | c+d
by a+c b+d N

1. Odds (Wettchancen) Diese Grofien sind schon eingefithrt worden und
werden nur wegen der Systematik noch einmal mit der Nomenklatur
der Tabelle 1 definiert:

P(E=1R=1)  _PE=1R=0)
P(E=0R=1) ~° PE=0R=0)

Hierist P(F =1R=1)=P(Y =1|x1), P(E=0/R=1) = P(Y =
O|x1), P(E =1R=0)=P(Y =1|x¢), PIE=0R=0) = P(Y =
0|x0). xo und x; représentieren zwei verschiedene Vektoren von Be-
dingungen, die zu ”Risiko nicht vorhanden” R = 0 und ”Risiko vor-
handen” R = 1 korrespondieren.

0 = (3.44)

Aus der Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit folgen sofort die
Schitzungen
a/(la+c) a b/(b+d) b

=T 2= lura-a (3.45)

2. Relatives Risiko Das relative Risiko ist das Verhiltnis etwa der
Wahrscheinlichkeit, dass man erkrankt (E = 1), wenn man unter be-
stimmten Bedingung lebt (etwa wenn man raucht, R = 1) zur Wahr-
scheinlichkeit, dass man erkrankt, wenn diese Bedingung nicht gegeben
ist (wenn man also nicht raucht):

P(E=1R=1)

RR =
P(E=1|R=0)

(3.46)

Esist P(E = 1|R = 1) = a/(a + ¢) die bedingte Wahrscheinlichkeit
(dh eine Schitzung davon) eines Effekts, gegeben den Risikofaktor.
Diese Grofle entspricht dem Risiko, einen Effekt zu zeigen, wenn das
Risiko gegeben ist. P(E = 1|R = 0) = b/(b + d) ist eine Schitzung
der bedingten Wahrscheinlichkeit eines Effekts, wenn kein Risikofaktor
gegeben ist; diese Grofle ist das Risiko, wenn der Risikofaktor nicht
vorliegt. Dann ist das relative Risiko durch den Quotienten
(E=1R=1) a/(a+c)

P
filt = P(E=1R=0) b/(b+d) (3.47)




definiert. Offenbar gilt 0 < RR < oc.

3. Odds Ratio Der Odds-Ratio ist das Verhaltnis der Odds:
R P(E=1R=1)P(E=0)|]R=0)

e=11_ 3.48
Q PE=0R=1) P(E=1R=0) (3:48)
Aus der Tabelle 1 erhédlt man die Schiatzung
»afla+c)d/(b+d) a d
@_c/(a+c) b/(b+d) ¢ b (3:49)

Beispiel 3.1 Aspirin lindert nicht nur den Kopfschmerz, sondern verrin-
gert auch das Risiko, einen Herzinfarkt zu erleiden. In einer ldngeren Studie
hat man 11034 Arzten ein Placebo und 11037 anderen Arzten téglich eine
Aspirintablette gegeben'?. Dabei handelte es sich um einen Blindversuch:
keiner der beteiligten Arzte wuBte, ob er ein Placebo oder eine Aspirinta-
blette schluckte. Die Daten sind hier zu einer 2 x 2-Tabelle zusammengefafit
worden. Fiir das relative Risiko eines Herzinfarkts erhilt man

Tabelle 2: Aspirin und die Wahrscheinlichkeit von Herzinfarkten

’ H Herzinfarkt H ‘
Medikament By (y=1) | B2 (y=0) z
Aspirin (A3 =1) 104 10933 11037
Placebo (Ag;z = 0) 189 10845 11034
2 | 203 | 21778 | 22071 |

—  p(Bi|4;) 104/11037 104 11034
RRy; = = = . = 5501
L= 5(Bi]A;) — 189/11034 189 11037

Der Anteil der Personen, die einen Herzinfarkt bekamen und Aspirin genom-
men haben ist nur etwas mehr als halb so grofl wie der Anteil derjenigen
Personen, die einen Herzinfarkt bekamen und kein Aspirin genommen ha-
ben. Man kann auch das relative ” Risiko”, keinen Herzinfarkt zu bekommen,
berechnen:

RR BslAr) 1 11034
BR.,, — PB2lA) _ 10933 1103

= : =1.00784
p(Bs|Ay) — 10845 11037

Man sieht, dass die beiden Arten von Risiken nicht komplementéar sind.
Der Wert von R_pr spiegelt die Tatsache wider, dass insgesamt die Wahr-
scheinlichkeit, einen Herzinfarkt zu bekommen, relativ klein ist (p(HI) =

13Preliminary Report: Findings from the Aspirin Component of the Ongoing Physicians’
Health Study (1988), N. Engl. J. Med. 318, 262-264
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293/22071 = .01328); der Effekt des Aspirins geht, betrachtet man die (Teil-
)Population der Personen ohne Herzinfarkt, gewissermaflen verloren.

Die Odds, einen Herzinfarkt zu bekommen, wenn man Aspirin nimmt,
sind

~ p(B1]A1) 104/11037 104
L= = = =.00951
p(Ba|A1)  10933/11037 10933

Die entsprechenden Odds fiir die Bedingung, ein Placebo verabreicht be-
kommen zu haben, sind

=~ p(BilA)  189/11034 189
> p(Ba|Ay) ~ 10845/11034 10845

=.01743

Offenbar sind die Odds fiir einen Herzinfarkt unter der Bedingung, Aspirin
bekommen zu haben, geringer als die unter der Bedingung, nur ein Placebo
verabreicht bekommen zu haben. Man enthélt fiir das Kreuzproduktverhéalt-

nis
G _ Mz _ 10410845 00951

nigngr  189-10933  .01743
Die Odds fiir einen Herzinfarkt unter der Bedingung, Aspirin eingenommen

zu haben, sind fast auf die Hélfte reduziert relativ zu der Bedingung, nur
ein Placebo verabreicht bekommen zu haben. O

= .54584

3.3 Dichotome Pradiktoren und Beispiele

Es werden zunéchst einige Begriffe eingefiihrt. A7 und As mogen zwei ver-
schiedene Bedingungen repréisentieren, A; etwa stehe fiir "es wird ein Pla-
cebo verabreicht”, und Ay stehe fiir ”es wird ein Medikament verabreicht”.
B; und Bs bezeichne verschiedene Resultate, wie By ”der Patient erleidet
einen Herzinfarkt”, Bo ”der Patient erleidet keinen Herzinfarkt”.

Definition 3.2 Der Quotient

R TREL (3.50)

heif$t relatives Risiko.

Im Falle der stochastischen Unabh&ngigkeit von unabhéngiger und abh&ngi-
ger Variable gilt p(B;|A1) = p(Bj|A2) = p(Bj); in diesem Fall ist das relative
Risiko R = 1.

Definition 3.3 Die Quotienten

0 — p(B1]A)
p(Ba|Ay)’

heiffen Odds oder Wettchancen.

_ p(B1]A)
%=y (3.51)
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Man kann z.B. wetten, dass By bzw. By eintritt, wenn entweder A; oder Ay
zutrifft. Die Chancen, zu gewinnen, sind dann durch €y bzw. Qs gegeben.

Die Odds lassen sich leicht aus den Héufigkeiten n;; ausrechnen. Denn
es ist ja P(A;|Bj) = nij/ni4, und deshalb hat man sofort

Q= MMy _mu oo na/nay o (3.52)

niaNi4 N2 no2 /Moy Moo
Definition 3.4 Das Verhdltnis

_ W p(Bi]A1)p(Ba|Az)

Q=1 _
Qo p(B2]A1)p(B1|Az)

> 1 (3.53)

heiffit Kreuzproduktverhéltnis, oder auch odds ratio.

Wegen (3.52) hat man sofort

niin22
e =

p— (3.54)
O ist ein Maf fiir die Stdrke der Assoziation zwischen der unabhéngigen
und der abhéngigen Variablen. Sind diese beiden Variablen stochastisch un-
abhingig, so ergibt sich © = 1, wie man leicht iiberpriift. Die Assoziation
zwischen den Variablen ist um so grofler, je mehr © von 1 abweicht. Fiir
© — 0 ist die Beziehung zwischen den Variablen negativ, d.h. x = 1 impli-
ziert y = 0 und & = 0 bedeutet y = 1, und fiir © — oo ist sie positiv; fiir
groBer werdendes © gehen 7y = p(B1]|Az2) und 7y = p(B2|A1) gegen Null.

Der Préadiktor o représentiere nun eine dichotome unabhéngige Variable,
wenn x also nur die Werte 0 oder 1 annehmen kann. Die Kontingenztabelle
ist dann eine einfache 2 x 2-Tabelle: Die Maximum-Likelihood-Schétzungen

Tabelle 3: Logistische Regression fiir einen dichotomen Pridiktor

Abhéngige Variable (y)
Unabh. Variable (x) y=1 ‘ y=20
r=1 eATB /(14 eATB) | 1/(1 + ATB)
x=0 eB/(1+ eP) 1/(1+¢€P)

fiir die Parameter werden in Abschnitt 3.5.4 hergeleitet.
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Die urspriinglich fiir deskriptive Zwecke eingefithrten Groéflen Odds und
Kreuzproduktverhdltnis erweisen sich nun gerade als die ML-Schatzungen fiir
die unbekannten Parameter A und B (vergl. Abschnitt 3.5.4, Seite 73)

ningy

=~ =0 =exp(4d), bzw. logO=A 3.55
e = O p(A4) g (3.55)
und (vergl. (3.52))
n21 A A
— = Q9 =exp(B), bzw. logQs = B. (3.56)
n22

Beispiel 3.2 Aspirin lindert nicht nur den Kopfschmerz, sondern verrin-
gert auch das Risiko, einen Herzinfarkt zu erleiden. In einer ldngeren Studie
hat man 11034 Arzten ein Placebo und 11037 anderen Arzten téglich ei-
ne Aspirintablette gegeben!®. Dabei handelte es sich um einen doppelten
Blindversuch: keiner der beteiligten Arzte wuBite, ob er ein Placebo oder
eine Aspirintablette schluckte. Die Daten sind hier zu einer 2 x 2-Tabelle
zusammengefafit worden. Fiir das relative Risiko eines Herzinfarkts erhélt

Tabelle 4: Aspirin und die Wahrscheinlichkeit von Herzinfarkten

’ H Herzinfarkt H ‘
Medikament By (y=1) | By (y=0) z
Aspirin (A1;2 =1) 104 10933 11037
Placebo (Ag;x = 0) 189 10845 11034
| b | 203 | 21778 [ 22071 |

man
_ p(BilAr) _ 104/11037 _ 104 11034 _
- p(Bi|A2)  189/11034 189 ~ 11037

Der Anteil der Personen, die einen Herzinfarkt bekamen und Aspirin genom-
men haben ist nur etwas mehr als halb so grof§ wie der Anteil derjenigen
Personen, die einen Herzinfarkt bekamen und kein Aspirin genommen ha-
ben. Man kann auch das relative ” Risiko”, keinen Herzinfarkt zu bekommen,
berechnen:

Ryr

p(BalAr) 10933 11034

_ — 1.00784
p(Ba|Az) 10845 11037

R_gr =

Man sieht, dass die beiden Arten von Risiken nicht komplementér sind.
Der Wert von R_ gy spiegelt die Tatsache wider, dass insgesamt die Wahr-
scheinlichkeit, einen Herzinfarkt zu bekommen, relativ klein ist (p(HI) =

Y Preliminary Report: Findings from the Aspirin Component of the Ongoing Physicians’
Health Study (1988), N. Engl. J. Med. 318, 262-264
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293/22071 = .01328); der Effekt des Aspirins geht, betrachtet man die (Teil-
)Population der Personen ohne Herzinfarkt, gewissermaflen verloren.
Die Odds, einen Herzinfarkt zu bekommen, wenn man Aspirin nimmt,
sind
B1]Ay) 104/11037 104

p(
Qr — _ - — .00951
U7 p(Ba|Ay)  10933/11037 ~ 10933

Die entsprechenden Odds fiir die Bedingung, ein Placebo verabreicht be-
kommen zu haben, sind

B|A 189/11034 1
o, = PBil42) _ 189/11034 - 189 0
p(B2|A2)  10845/11034 10845
Offenbar sind die Odds fiir einen Herzinfarkt unter der Bedingung, Aspirin
bekommen zu haben, geringer als die unter der Bedingung, nur ein Placebo
verabreicht bekommen zu haben. Man enthélt fiir das Kreuzproduktverhalt-

nis

niingze 104 x 10845 . .00951
niangr 189 x 10933 .01743
Die Odds fiir einen Herzinfarkt unter der Bedingung, Aspirin eingenommen
zu haben, sind fast auf die Hélfte reduziert relativ zu der Bedingung, nur
ein Placebo verabreicht bekommen zu haben. O

0= = .54584

Beispiel 3.3 (Fortsetzung des Beispiels 3.2) In Beispiel 3.2 werde

_{ 0, Placebo

1, Aspirin (3.57)

definiert. Fiir die Odds hat man mit der Abkiirzung HI fiir ” Herzinfarkt”
P(HI; ja|Placebo) 3

P(HI; ja|Aspirin) A+B
= =e
P(HI; nein|Placebo) ’

0 = =
'™ P(HI; nein|Aspirin) <

Qo =

und fiir das Kreuzproduktverhéltnis erhilt man

o_ Y _ exp(A—l:B) :eA;

Qo exp(B)
hier reflektiert © den Zusammenhang zwischen der Medikamenteneinnahme
(Placebo oder Aspirin) und der Erkrankung (Herzinfarkt oder nicht). Der
Befund © = exp(fl) oder log © = A zeigt, dass tatsichlich 6 und das Steig-
maf} A der Regressionsgeraden Ax + B direkt aufeinander bezogen sind. Fiir
A = 0 hingt die Erkrankung nicht von der Medikamention ab, und log® = 0
genau dann, wenn © = 1, d.h. wenn ©Q; = Q. Aus (3.113) erhilt man die
Schitzung

A~

A =1og © = log 1.833 = .60595
und aus (3.114)

B =log " — 01743
ni2
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Beispiel 3.4 Die Gefahr einer Infektion bei Kaiserschnittgeburten héngt
von verschiedenen Faktoren ab, u.a. davon, ob der Kaiserschnitt geplant
oder nicht geplant war, und welche Risikofaktoren wie Ubergewicht, Dia-
betes etc vorhanden sind oder nicht. Die Tabelle 5 enthélt die Daten einer
Studie am Klinikum GroBhadern in Miinchen!®: Die Wahrscheinlichkeit ei-

Tabelle 5: Infektionen beim Kaiserschnitt

geplant | nicht geplant

Infektion Infektion
ja  nein | ja nein

Antibiotika

mit Risikofakt. 1 17 | 11 87
ohne Risikofakt. || 0 2 0 0

keine Antibiot.

mit Risikofakt. 28 30 | 23 3
ohne Risikofakt. || 8 32 0 9

ner Infektion kann mit dem Logit-Ansatz modelliert werden. Die Kodierung
wird in Tabelle 6 angegeben. Dann gilt

Tabelle 6: Kodierung der Variablen

Kaiserschnitt | geplant: 21 = 0 | nicht geplant: =1
Risikofaktor | vorhanden: 9 =1 | nicht vorhanden: 9 =20
Antibiotika verabreicht: x3 =1 | nicht verabreicht: z3 =20

o P(Infektion)
&p (keine Infektion)

= Bo + Brr1 + Bowa + Baws. (3.58)

Die Interpretation der Schéitzungen ist direkt: Antibiotika verringern die log
odds einer Infektion, und wegen der strengen Monotonie folgt weiter, dass

15Tn: Fahrmeier,L., Tutz, G. Multivariate Statistical Modelling Based on Generalized
Linear Models. Springer-Verlag New York Berlin Heidelberg 1994, p.2 und p. 29

99



sie das relative Risiko einer Infektion verringern. Risikofaktoren und ein
nichtgeplanter Kaiserschnitt erhéhen die log odds und damit das relative
Risiko einer Infektion.

Geht man von

log(P(Infektion)/P(keine Infektion)) zu P(Infektion)/P(keine Infektion)

iiber, so erhilt man

P(Infektion)
P(keine Infektion

)= exp(fo) exp(Bix1) exp(faza) exp(f3xs).

Die Schéitzungen fiir die 3;, j =0,...,3 sind

Bo=—1.89, By =107, [2=203, [5=-325
Man findet fiir f; = exp(@mi), 1=0,1,2,3
fo=0.151072, f; =2.91538, fo="7.61409, f3 = 0.0387742

Hieraus kann abgelesen werden, dass ein nicht geplanter Kaiserschnitt das
relative Risiko einer Infektion um den Faktor f; = exp(1.07) = 2.92 erhoht.
Die Existenz von Risikofaktoren erhoht das relative Risiko fiir eine Infektion
um den Faktor fo = exp(Bg) = 7.6 im Vergleich zu einer Situation ohne
Risikofaktor.

Verabreichte Antibiotika reduzieren das Risiko um den Faktor f; =
0.0387742. Setzt man x3 = 0, d.h. betrachtet man den Fall, dass keine An-
tibiotika gegeben werden, so ist p(Infektion)/(1 — p(Infektion)) = 3.353. Die
Gabe von Antibiotika senkt das Risiko um den Faktor f3 ~ 4/100 = 1/25,
d.h. man erhélt p(Infektion)/(1 — p(Infektion)) = 3.353 x .04 = .14. Das
Risiko betrigt jetzt nur noch den 25-ten Teil des urspriinglichen Risikos. [J

3.4 Modelle fiir Anzahlen (counted data)
3.4.1 DPoisson-Regression

Gelegentlich wird die Anzahl bestimmter Ereignisse erhoben, ohne dass die
Gesamtzahl von Beobachtungen von vornherein festgelegt werden kann. Bei-
spiele hierfiir sind die Anzahl von Unfillen in einem Stadtbereich innerhalb
eines bestimmten Zeitintervalls, die Anzahl der Selbstmorde in einer Stadt
innerhalb eines Jahres, oder die Anzahl suizidaler Gedanken (suicidal idea~
tions) von Patienten mit posttraumatic stress disorder (PTSD) (Boffa et a.
(2017)). Der formale Punkt bei derartigen Folgen ist, dass eine Folge von Er-
eignissen nicht durch das Eintreten eines bestimmten zufélligen Ereignisses
begrenzt wird, wie etwa eine Folge von Roulette-Versuchen mit dem Resul-
tat, dass eine bestimmte Farbe (etwa schwarz) durch das Auftreten einer
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bestimmten anderen Farbe (rot) beendet wird, oder eine Anzahl von nicht
erfolgreichen Bewerbungen durch eine erfolgreiche Bewerbung beendet wird.
Die Binomialverteilung

P(K = klnp) = (Z) ("1 —-p)" ", (Z) = n,(nk'_k), (3.59)

mit
E(K)=np, Var(K)=np(l-p) (3.60)
ist ein Beispiel fiir eine Verteilung, bei der die Gesamtzahl n der als un-

abhéingig vorausgesetzten Versuche von vornherein festliegt. Man kénnte an
die geometrische Verteilung

P(K = klp) = p(1—p)* ', (3.61)

E(K) = ;, Var(K) = np(1 — p) (3.62)

denken, bei K die Gesamtzahl der unabhéngigen Versuche ist; P(K = k|p)
ist die Wahrscheinlichkeit, dass k¥ — 1 ”Misserfolge” dem ersten ”Erfolg”
vorangehen. Bei den oben genannten Beispielen gibt es aber kein Ereignis,
dass die Folge jeweils betrachteten Ereignisse stoppt.

Fiir die Binomialverteilung ist aber schon von dem franzosischen Mathe-
matiker und Physiker S. D. Poisson!® eine Approximation hergeleitet wor-
den, die die in einer computerlosen, also schrecklichen Zeit die aufwéndi-
ge Berechnung der Binomialkoeffizienten (Z) iiberfliissig machte: Fiir un-
abh#ngige Versuche mit bindrem Ausgang und dem Grenzwert pn — \ < 0o
fiir (i) n — oo und p — 0 gilt dann

AR
_ A
P(K=k)=e T,

(3.63)
mit
E(K)=Var(K)= A\ (3.64)
Fin bemerkenswerter Aspekt dieser Verteilung ist, dass Erwartungswert und
Varianz identisch sind. Héngt nun die Verteilung von kontrollierbren Bedin-
gungen ab, so liegt nahe, den Parameter A als Funktion dieser Bedingun-
gen aufzufassen, wobei die Bedingungen durch die unabhéingigen Variablen
Ti1, ..., Tiq reprasentiert werden; die x;; ist die i-te Ausprégung der jj-ten
Bedingung. Setzt man b = (by + b1,--- ,by)" und x; = (1,41, ...,xiq) SO
kann man
Ni=by+bixyn+---+ bq{L’iq = b/XZ' (3.65)

'%Siméon Denis Poisson (1781 — 1840)
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Tabelle 7: Haufigkeiten von differenzierenden Zellen

Anz. diff. Zellen Dosis TNF Dosis INF
11 0 0
18 0 4
20 0 20
39 0 100
22 0 1
38 1 4
52 1 20
69 6 100
31 10 4
68 10 4
69 10 20
128 10 10
102 100 0
171 100 0
180 100 20
193 100 100

setzen. Dies ist das lineare Poisson-Modell. Alternativ kann man den Loga-
rithmus von A als lineare Funktion der Pradiktoren ansetzen:

logA\; = bg+ brxin +--- + bq:ciq = b/Xi (366)

so dass
)\i — eb0+b1zi1+~~~+bql‘iq _ eboeblxﬂ . equiq. (367)

Natiirlich kénnen auch Wechselwirkungen zwischen Variablen untersucht
werden, etwa die zwischen z; und 3, so dass man allgemein

A=by+bix1+---+ quq + bq+1w1w2 (3.68)

bzw.
logA =by+ b1z + -+ bql‘q + bq+1$1$2 (369)

bekommt.

Beispiel 3.5 Es wird eine biomedizinische Studie zur immunaktivierenden
Fahigkeit zweier Stoffe untersucht. Stoff 1 ist TNF (Tumor Nekrosefaktor),
Stoff 2 ist IFN (Interferon). Dazu wurde die Anzahl von differenzierenden

Zellen in Abh#ngigkeit von der Dosis fiir TNF und der fiir INF betrachtet,
vergl. Tabelle 7. Getested wurde das log-lineare Modell

N = exp(bo + b1z + boxio + nglxig,), (3.70)
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wobei x1 fiir TNF und xo fiir INF steht. xqxo reprisentiert eine Interak-
tion, bzw. einen ”synergistischen” Effekt. Die folgenden Parameter wurden
bestimmt:

by = 3.436, b =.016, by =.009, b= —.001.

Der sehr kleine Wert fiir b3 legt nahe, dass keine synergistischen Effekte
existieren. U

3.4.2 TUberdispersion und die Negative Binomialregression

Selbst wenn die Forderung der Unabhéngigkeit der beobachteten Ereignisse
erfiillt ist und die Poisson-Verteilung als verniinftige Wahl zur Charakteri-
sierung der Daten betrachten kann, widerspricht die Beziehung (3.64) oft
den Daten: die geschiitzte Varianz 52 ist groBer als die Schitzung k des Eir-
wartungswerts A. Man spricht dann von Uberdispersion (over dispersion).

Dieser Befund bedeutet noch nicht, dass die Poisson-Verteilung grundsétz-
lich die falsche Verteilung ist. Denn eine implizite Annahme bei der Poisson-
Regression ist, dass der Parameter A fiir alle Félle identisch ist, — d.h. dass
die individuellen Werte nur unwesentlich voneinander abweichen. Das muf}
aber nicht so sein. In der untersuchten Population kénnen grofiere als nur
zufillige Abweichungen von einem Wert A\ existieren, d.h. die Population
kann heterogen in Bezug auf die individuellen \-Werte sein.

Ein erster Ansatz, das Uberdispersionsproblem zu 13sen, besteht darin,
einen Uberdispersionsparameter ¢ einzufiihren:

)\z‘ = Xib7 .
Var(yi|x;) = oNi), { Ai = exp(x/b) ’ i=1,....,m (3.71)

mit
E(yilxr) = Ni,  Var(yilx:). (3.72)
Fiir die Dichtefunktion erhalt man
Yi

Flb) = exp(-3) 21y, Blunlx) = (3.73)

7.

Bei der Maximum-Likelihood-Schétzung der Parameter wird auf diese Dich-
te zuriickgegriffen.

Die negative Binomialregression Der Ausdruck ist insofern ein we-
nig irrefiihrend, weil die Ausgangsverteilung ja die Poisson-Verteilung ist
und sich die negative Binomialverteilung erst durch eine Modifikation der
Poisson-Verteilung ergibt. In der Tat kann K (Anzahl der Sls etc) die Wer-
te K =0,1,3,... annehmen, d.h. im Prinzip kann K beliebig grole Werte
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annehmen. Die Annahme dabei ist, dass die einzelnen Beobachtungen sto-
chastisch unabhéngig sind. Die Poisson-Verteilung kann aus der Binomial-
verteilung hergeleitet werden:

B(K,n,p) = P(K = k|p,n) = (Z)p’fu oy (3.74)

mit

E(K)=np, Var(K)=np(l—p)=npq, q=1—p (3.75)
Hier liegt also die Gesamtzahl n der Beobachtungen fest. Die Berechung von
(Z) wird fiir groe Werte von n sehr lidnglich und ohne Computer extrem
zeitintensiv, so dass der franzosische Mathematiker und Physiker S. D. Pois-
son!” eine Approximation suchte und fand (die Herleitung ist zu linglich,
um sie hier zu reproduzieren), unter den Annahmen (i) die Beobachtungen
sind stochastisch unabhéngig, (ii) p ist ”klein” und n ist ”gro8” und

pn — X firp— 0, n — o0 (3.76)

folgt
YU

k!
mit E(K) = Var(K) = A. (3.76) legt die Vermutung nahe, die Approxima-
tion P(K = k|\) fiir B(K,n,p) gelte nur fiir wirklich kleine Werte von p,
also etwa p = .1 oder p = .2. Der Punkt ist, dass man eigentlich nur A < oo
annimmt, d.h. p soll "klein” im Vergleich zu n sein, und der Wert von n
kann beliebig grofl sein. np — A heifit ja nur, dass fiir hinreichend grofien
Wert von n die Beziehung p ~ A/n < 1 gelten soll, und diese Beziehung
kann auch fiir p = .99 gelten, man muf} nur einen entsprechenden Wert von
A wihlen. Praktisch bedeutet die Approximation, dass man zuliafit, dass die
zufillige Verénderliche K beliebig gro3 werden kann, das in Frage stehende
Ereignis also nie eintritt. Abgesehen davon kann man die Poisson-Verteilung
auch einfach annehmen, ohne sie als Approximation an die Binomialvertei-
lung anzusehen. In der Tat sind viele Héufigkeiten, z.B. die von Unfillen,
zumindest in erster Ndherung Poisson-verteilt.

Man kann eine Reihe von Griinden fiir die Beobachtung Var(K) > E(K)
(bzw. fiir die entsprechenden Schétzungen dieser Parameter) anfiihren, auf
die hier nicht ausfiihrlich eingegangen werden kann. (??) ist eine ad-hoc-
Annahme mit « als einem sogenannten Jesus-Parameter: er hilft, zumindest
manchmal, aber man weifl nicht was er eigentlich bedeutet. Die implizite
Annahme im Possion-Modell ist nun, dass A fiir alle Personen, die befragt
werden, denselben Wert hat. Diese Annahme ist sicher nicht berechtigt, so
dass man fir die i-te Person einen Parameter )\; ansetzen miisste. Das kann
man machen, indem man z.B.

)\Z‘:/\Ei, z':l,...,m (377)

17Siméon Denis Poisson (1781 — 1840)

B(K,n,p) - P(K =k|\) =e
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setzt. A\ wird sozusagen individuell modifiziert, €; wird auch als Heteroge-
nitdtsterm bezeichnet, weil er eben die Heterogenitit der Personen beziiglich
des Parameters A reflektiert. Die Verteilung der Haufigkeiten (SI, suicide at-
tempts, etc) fiir die i-te Person ist dann

Es ist aber klar, dass man die individuellen ; und damit die A\; nicht schéitzen
kann, — sie schéitzen zu wollen, hiefle, fiir jede Person einen ”freien Parame-
ter” (das ist ein Parameter, dessen Wert man nicht kennt und der eben aus
den Daten geschitzt werden mufl) schitzen zu miissen, plus etwaiger weiterer
freier Parameter, — man hat dann mehr freie Parameter als Datenpunkte).
Ein Ausweg aus dieser Problemlage ist nun, eine Wahrscheinlichkeitsvertei-
lung fiir die A\; anzunehmen. Ebenso, wie man annimmt, dass der Intelligenz-
quotient in der Bevolkerung normalverteilt ist, kann man annehmen, dass
die A-Werte in der Bevolkerung irgendwie verteilt sind. Man konnte etwa
postulieren, dass auch die A-Werte in der Population normalverteilt sind.
Diese Annahme (die in Psychologen-, Biologen- und Medizinerkreisen stets
locker von der Hand geht) erweist sich aber zumindest aus mathematischer
Sicht als nicht sehr klug, wie die folgenden Betrachtungen zeigen.

Denn man ist ja an der Verteilung der k;-Werte interessiert, die von exo-
genen Variablen, die als unabhéngige Variablen in die Verteilung eingehen
(das sind die Pradiktoren X7, ..., X,,) abhéingen, und deren Effekt will man
ja erkunden. Da die Wahl einer Person (ein Feuerwehrmann in der Untersu-
chung von Boffa et al) stichprobentheoretisch ein zufilliges Ereignis ist, ist
auch der zugehorige A\;-Wert zufillig. Am Ende fasst man aber die beobach-
teten Haufigkeiten zusammen, d.h. man betrachtet zufillige Variable, deren
Verteilung sich zusammensetzt (i) aus einer Verteilung fiir K = k; und (ii)
einer Verteilung fiir den Parameter A\. Um zu sehen, wie diese Zusammenset-
zung aufgebaut ist, mufl man beachten, dass die Verteilung P(K = k;|\, ;)
in (3.78) eine bedingte Wahrscheinlichkeit ist: K = k; hat eine bestimmte
Wahrscheinlichkeit unter der Bedingung, dass die i-te Person den Parameter
A; hat. Allgemein gilt fiir eine bedingte Wahrscheinlichkeit

P(ANDB)

PAIB) = =55

= P(ANB) = P(A|B)P(B), (3.79)

d.h. die Wahrscheinlichkeit, dass die zufilligen Ereignisse A und B gemein-
sam auftreten, ist gleich dem Produkt P(A|B)P(B). Demnach ist die Wahr-
scheinlichkeit, dass ein Wert K = k; auftritt und die i-te Person den Parame-
ter A\; hat, unter der Bedingung, dass die unabhéngigen Prédiktorvariablen
durch den Vektor x; gegeben sind, durch!®

P(K = /'{fz|XZ N )\1) = f(K = ]{Ii‘Xi, )\l)g()\z) (3.80)

8Das Zeichen N steht fiir ”und”.
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gegeben. Hier ist f die Wahrscheinlichkeit fiir K = k;, unter der Bedingung,
dass der individuelle Parameter durch \; gegeben ist und die Bedingungen
durch x; gegeben sind, — f entspricht der Wahrscheinlichkeit P(A|B) —
und g ist die Warscheinlichkeit, dass die i-te Person den Parameter A; hat.
g(A;) entspricht der Wahrscheinlichkeit P(B).

Nun gilt es, zwei Aspekte zu betrachten: (1) an den individuellen \;-
Werten ist man eigentlich gar nicht interessiert, man mochte wissen, was die
Bedingung x; sozusagen im Mittel bewirkt. (2) Da die Population aus einzel-
nen Personen besteht, hat man es streng genommen mit einer diskreten Ver-
teilung der A\;- Werte zu tun. Dies ist ein mathematisch sehr unangenehmer
Sachverhalt, denn man mufl nun, um die Wahrscheinlichkeit zu berechnen,
dass A; in einem bestimmten Intervall liegt, iiber die Wahrscheinlichkeiten
fiir die einzelnen A;-Werte summieren, — das ist ein sehr aufwindiger und
vielfach praktisch gar nicht moglicher Prozess. Deswegen macht man von der
Moglichkeit Gebrauch, die diskrete Verteilung durch eine stetige Verteilung
zu approximieren, wie schon bei der Verteilung der I1Qs (Normalverteilung),
die ja letztlich auch eine diskrete Menge bilden. Wie in der Wahrscheinlich-
keitstheorie gezeigt wird (darauf kann ich hier icht im Detail eingehen) ist
die Approximation durch eine stetige Verteilung nachgerade beliebig genau,
vereinfacht aber die Mathematik betréichtlich. Deshalb geht man fiir g auch
zu einer stetigen Verteilung iiber. Man hat im diskreten Fall den Ausdruck
(Satz von der Totalen Wahrscheinlichkeit — Statistik I oder II), wenn A
unter den exhaustiven und disjunkten Bedingungen B, Bo, ... B, auftreten
kann,

P(A) = P(A[B1)P(B1)+- -+ P(A|B,)P(B,) = )  P(AB;)P(B;). (3.81)
j=1

(vergl. (3.79)). Wir sind interessiert an f(K = k;|x;); diese Wahrscheinlich-
keit entspricht P(A) in der Gleichung (3.81). Der Punkt bei dieser Gleichung
ist, dass man die einzelnen Bedingungen B; gewissermaflen los wird, indem
man iiber sie summiert. Wenn man statt der diskreten Verteilung zu stetigen
Verteilungen iibergeht, entspricht der Summe ein Integral (auf die Details
des Ubergangs gehe ich nicht ein, die kann man ersteinmal glauben, da sie
zur Standardmathematik gehéren). Demnach hat man fir f(K = k;|x;)
dann

J(E = kilxi) = / K = kil Ng(\)dN) (3.82)

Hier erscheint A nicht mehr mit dem Index i, weil nun A alle Werte aus
dem Intervall [0,00) annehmen kann, und f(K = k;|x;, ) ist durch (3.78)
gegeben. Natiirlich ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein A-Wert unendlich ist,
gleich Null, aber die Frage nach den mé&glichen Werten der Wahrscheinlich-
keit fiir A wird durch die Annahme einer bestimmten Verteilung g automa-
tisch mitgeklart.
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Die Frage ist nun, welche Verteilung man annehmen soll. Wie oben an-
gedeutet konnte man die Standardannahme der Normalverteilung machen,
aber dafiir gibt es einerseits keinen logisch zwingenden Grund, und ande-
rerseits erschwert sie das Leben, wie der Versuch, das Integral in (3.82) in
moglichst geschlossener Form zu erhalten, zeigt. Es gibt Verteilungen, die in
Abhéngigkeit von den Parameterwerten eine Form annehmen kénnen, die
der einer Normalverteilung sehr nahe kommen, die aber auch stark von der
Normalverteilung abweichen kénnen. Man ist also flexibler, wenn man eine
andere als die Normalverteilung wéhlt.

Bewdhrt hat sich im gegebenen Zusammenhang die Gamma- Verteilung.
In der Psychologie wird sie oft verwendet, um die Verteilung von Reaktions-
zeiten zu beschreiben: Reaktionszeiten sind oft die Summe von Teilzeiten
(im einfachsten Fall: erst ein Signal verarbeiten, auf das die Vp reagieren
soll, dann den neuronalen Befehl an den Finger geben, der die jeweilige Ta-
ste driicken soll, dann die Ausfiihrung der Bewegung (= Reaktion); jede
dieser Zeiten ist oft exponentialverteilt, und die Summe voneinander un-
abhéingiger Zeiten ist dann Gamma-verteilt). Bei der Gamma-Verteilung
sind kleinere Werte der jeweiligen zufélligen Verdnderlichen wahrscheinli-
cher als grofere, die Verteilung ist also asymmetrisch (links-steil). Man mufl
ein derartiges Modell fiir die Gamma-Verteilung aber nicht annehmen, um
diese Verteilung zu wéhlen, man kommt auch auf anderen Wegen auf die
Gamma-Verteilung. Im hier gegebenen Zusammenhang ist die Entscheidung
fiir die Gamma-Verteilung eher eine ad-hoc-Annahme, die wegen ihrer Form
und ihrer mathematischen Eigenschaften naheliegt: sie ist wohl die einzige
Verteilung, die einen geschlossenen Ausdruck fiir das Integral (3.82) zuléft.
Die Gamma-Verteilung ist durch

_ 07]) p—1_—6X\ _ _
g(\) = AP 2e7 N> 0, g(A) =0, A<g(\)=0. (3.83)
I'(p)

definiert. A\ ist hier die zuféllige Verénderliche, und p und 6 sind die Pa-
rameter der Verteilung. Hier wird ein weiterer Vorteil des Ansatzes (3.82)
deutlich: man muf nicht nur nicht eine diskrete Summe fiir individuelle,
unbekannte und daher zu schitzende \;-Werte bestimmen, sondern hat nur
zwei freie Parameter, ndmlich p und 6. I'(p) ist die Gamma-Funktion

F(p):/ P le %z, (3.84)
0

der Quotient % in (3.83) ist ein Normalisierungsfaktor (das Integral iiber
g(\) muB gleich 1 sein, der Faktor hat die gleiche Bedeutung wie der Faktor
1/0v2m bei der Normalverteilung). Der Erwartungswert und die Varianz

der Gamma-Verteilung sind durch

E()\) = g, Var(\) = ;';2 (3.85)
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gegeben. Setzt man nun den Ausdruck fiir g in das Integral (3.82) ein, so
findet man (Details werden hier ausgelassen, da ldnglich und nicht weiter

instruktiv)
CTi4+0) (6 '/ o n "
ki) = =2 m 6 <9+)\i> <0+)\i> ! (3.86)

wobei E(\) = 1 gesetzt wurde; nach (3.85) gilt allgemein E(A\) = p/0, so
dass E(A\) = 1 den Wert von p festlegt, ndmlich p = 6. Damit hat man
f(E;|x;) bestimmt: die Verteilung ist die negative Binomialverteilung. Der
Erwartungswert fiir k;, die Héufigkeit von Reaktionen (SIs etc) ergibt sich
genméaf

E(ks|x;) = eXP. (3.87)

Es handelt sich um einen bedingten Erwartungswert, also um die Erwartung
unter der Bedingung, dass x; vorliegt). Die bedingte Varianz ist

d.h. der Uberdispersion der eigentlich Poisson-verteilten Haufigkeiten wird
durch die Betrachtung der bedingten Verteilungen Rechnung getragen, die
sich wiederum aus der Heterogenitit der individuellen Parameterwerte er-
gibt.

Das Modell wird oft reparametrisiert: es wird o = 1/6 gesetzt. (3.88)
wird dann zu

—1
F(k‘z +O[_1 a~ ! @ i ki
kilxi) = — :
f( ’X ) k:l-!F(afl (Oél + )\1> <O(1 + )\1> (3 89)

Fiir die Varianz erhélt man dann aus (3.88) den Ausdruck

Var(ki|x;) = X\ + ar2. (3.90)

Dieses Modell wird unter dem Namen NB2-Modell gefithrt (fiir den Fall,
dass dieses Modell in Artikeln zu Threm Thema genannt wird).

3.5 Die Schitzung der Parameter
3.5.1 Grundsitzliches zur Maximum-Likelihood-Methode

Es wird angenommen, dass die zufillige Verdnderliche X die die Wahrschein-
lichkeitsdichte f(X) hat; f kann die Normalverteilung sein, oder die Bino-
mialverteilung, falls X =0,1,...,n, etc. f ist durch Parameter spezifiziert;
im Falle der Normalverteilung sind dies der Erwartungswert = E(X) und
die Varianz 02 = Var(X), im Falle der Binomialverteilung ist es der Para-
meter p. Man beobachtet eine Stichprobe von Werten x1,x2,...,x, von X
und fragt nach der Wahrscheinlichkeit, mit der diese Stichprobe gewonnen
wird; diese Wahrscheinlichkeit ist die Likelihood L der Stichprobe. Hat man
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die z; unabhéngig voneinander bestimmt, so ist L durch das Produkt der
Wahrscheinlichkeiten fiir die einzelnen x; gegeben, also

n
L(xq,...,2,) = L(x) = HP(xZ-), x = (z1,...,2,)". (3.91)
i=1
Natiirlich héingen die Werte p(z;) von den Parametern der Verteilung der
xi-Werte ab, so dass man L auch als bedingte Wahrscheinlichikeit auffassen
kann:

n
L(x|my, ... m) = [ [ Plailm, ... m); (3.92)
i=1
hierbei sind die 71, . .., 7 die Parameter der Verteilung. Bei der Normalver-

teilung hat masn etwa 7 = j, m = 2. Im allgemeinen beobachtet man nun
solche Werte x, die am wahrscheinlichsten sind, - dies folgt aus dem Begriff
der Wahrscheinlichkeit. Also werden die 71, ..., 7, Werte haben derart, dass
die Likelihood L(x|my,. .., 7)) maximal ist. Damit hat man die Methode der
Parameterschéitzung auch schon gefunden: man maximiert L als Funktion
der Parameter 71, ..., 7.

Beispiel 3.6 X sei binomialverteilt, so dass

P(X =k)= (Z)p’“(l —p)" " (3.93)
gilt. m; = p ist der Parameter der Verteilung. Es sei =1, ..., z, die beobach-

tete Folge von Resultaten, wobei z; = 1 oder z; = 0. Da die z; unabhéngig
sind, ist die Likelihood-Funktion durch

n

L(x1,...,zalp) = [[ P(X = zilp) (3.94)
=1

gegeben. Nun ist P(X = 1|p) = p, P(X = 0|p) = 1 — p. Es seien gerade k
Werte der z; gleich 1, und n — k& Werte seien gleich 0. Damit ergibt sich
L(z1,...,x,|p) = p*(1 — p)" k. (3.95)

Gesucht ist der p-Wert, fiir den L maximal wird. Also bildet man dL/dp und
bestimmt den Wert p, fiir den diese Ableitung gleich Null wird. Man findet

dL
— =k A= p)" = (n— k)P - p)"
dp
so dass
kPP =) = (n = k)R (1 - )T
Lost man diese Gleichung nach p auf, so erhilt man
k

p=-. (3.96)
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Die relative Haufigkeit des Ereignisses x; = 1 ist also gerade die Maximum-
Likelihood-Schétzung p fiir p. O

Beispiel 3.7 Es wird die Anzahl der Unfiille in einer Fabrik betrachtet. Fiir
einen festen Zeitraum der Dauer At ist die Verteilung dieser Anzahl in guter
Naherung durch
)\k

P(X = k) :e*Aﬁ, k=0,1,2,... (3.97)
gegeben; dabei wird die Annahme zugrundegelegt, dass die Unfille un-
abhingig voneinander geschehen und die Wahrscheinlichkeit eines Unfalls
relativ klein ist. Man findet, dass E(X) = u = A und Var(X) = 0% = \. In
m aufeinander folgenden Abschnitten der Lange At findet man die Anzahlen

T1 =ni, Ty =No,..., Ty, =n. Man mufl die Funktion
L A) = | | — . 3.98
(nla 7nm‘ ) 41 <6 nk‘) ( )

Die Differentiation nach A ist ein wenig umsténdlich durchzufiihren. Man
kann nun von der Tatsache Gebrauch machen, dass der Logarithmus von
L eine monotone Funktion von L ist; wird L maximal, so wird auch log L
maximal. Man findet dann

log L(ny,...,nm|A) = Z(/\—i-nklog)\—lognk!).
k=1
Man findet dann
dL " ng 1
N1+ By o .
) ;( + )\) m + )\;nk

Fiir A = \ wird dieser Ausdruck gleich Null, und man erhélt

R 1 &
A= — . .
m;nk (3.99)

3.5.2 Anwendung: logistische Regression

Obwohl z im Prinzip stetig variieren kann, wird man im allgemeinen die
Wirkung von nur endlich vielen Werten x1,--- , g, - - - , x, untersuchen. Die
abhéngige Variable y nehme aber nur die zwei Werte 1 oder 0 an. Man hat
dann eine Datentabelle von der Form der Tabelle 8. Es werde nun angenom-
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Tabelle 8: Logistische Regression, r Priadiktorwerte

H Abhéngige Variable H

Unabh. Variable || y =1 y=20 by
T1 nii n12 niy
T2 nai n22 noy
Tk NE1 NE2 N+
Ly Nr1 Npr2 Ny
by | ny1 | N2 [ nyy =mn

men, dass

exp(Axk + B)
— — 1 =
p(xr) = p(y k) 1+ exp(Azy + B)

gilt. Die Parameter A und B sind unbekannt und miissen aus den Daten, d.h.
aus den ngg, s = 1, 2 geschétzt werden. Dazu wird die Maximum-Likelihood-
Methode angesetzt. Zur Vereinfachung werde

pr=p(xr), Nk =nk, Np=ngs
gesetzt. Sicherlich ist dann
ng2 = N — ny,

Die Likelihood-Funktion ist dann durch
T
L=]]pr —pp)™em (3.100)
k=1

gegeben, und daraus erhélt man sofort die Log-Likelihood-Funktion

log L = " (nglogpk + (N — ) (1 — pr)) (3.101)
k:

Um die Schétzungen fiir A und B zu gewinnen, miissen die partiellen Ab-
leitungen von log L beziiglich A und B hergeleitet werden. Dazu wird der
folgende Satz bewiesen:

Satz 3.1 Es gelte

Py = 1|ay) = pr = exp(¢x (k)

71



Weiter sei entweder 0 = A oder = B; ¢ kann dann jeweils als Funktion
von 0 aufgefaffit werden. Dann gilt
dlog L APy

0 > (g — Nipr) g (3.103)
k

Beweis: Aus (3.101) erhélt man sofort
Olog L 1 Ops 1 Opyg ng N —ng\ Opk
= —_—— N —_— —_— = - T A
TS (”’“pk L § pe 1—pr ) 9

Nun ist

Onk _ do 90
90~ db 9oy
und

dor ~ (Ltexp(én))?  (L+exp(én)? 1+ exp(dp)

Deshalb erhélt man

dlogL 3 g, — Pk — Nepe + nkpr Opr
90 - pe(l —pk) 90

3 ny — Nipy Pk 0Pk _
—~ Dr(1 = pr) (1+ exp(¢r)) 90

_ Z ng — Nipk 0oy,
k (

1 —pg)(1 + exp(¢r)) 00

Aber es ist

(1= p)(1+ef) = Heip(m)(l +ef) =1,

und damit folgt (3.103). O

Die ML-Schétzungen fiir A und B erhélt man aus (3.103), indem man

die Gleichungen
Olog L

_ 104
5|, 0 (3.104)

bildet.
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3.5.3 Der allgemeine Fall
Nach Satz 3.1, Gleichung (3.103) gilt fiir die Likelihood-Funktion

ﬁlogL a¢k

Da 60 = A oder 8 = b hat man zwei Gleichungen; gleich Null gesetzt erhélt
man 5 5
an O ZNk Pr g (b’“ (3.105)

Wegen

9on _ { Ty, 0=A (3.106)

90 1, 60=B

erhélt man fiir (3.105) in ausfiihrlicher Schreibweise
Z nETE = Z Niprxy (3.107)
k k
d e = > Nipx (3.108)
k k

Hier ist py, statt py geschrieben worden, weil die Gleichungen fiir die Schétzun

gen A und B gelten. Fiir 7y, setzt man nun den in (3.102) gegebenen Aus-
druck ein, der dann nach A und B aufgelést werden muf. Da die Wahr-
scheinlichkeiten 7 in nichtlinearer Weise von Aund B abhéngen, kann man
die Losungen fiir A und B im allgemeinen Fall — wenn also x nicht mehr
auf nur zwei Werte, 0 und 1, beschrankt ist — nicht mehr in geschlossener
Form hinschreiben. Die Gleichungen miissen numerisch gel6st werden; hierzu
kann z.B. die Newton-Raphson-Methode herangezogen werden. Computer-
programme zur logistischen Regression enthalten diesen oder einen &hnlichen
Algorithmus.

3.5.4 Spezialfall: dichotome Priadiktoren

Nach (3.103) muB zunéchst d¢y /00 bestimmt werden. Fiir § = A ist wegen
¢ = Az + B

9or _ 0%k _
96— 0A "
und da xj nur die Werte 0 oder 1 annehmen kann ist
% . 0, T = 0
0A |1, =1
Fiir 6 = B findet man
9k _
0B
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fiir beide z-Werte. Dementsprechend liefert (3.103) die Gleichungen

A~

dlog L N B
o8 _ gy - Mewd+B) (3.109)
0A |a_i 1+exp(A+ B)

dlog L N A+ B N. B
o8 _ oy Mool d B Neep(B) g,
OB |p_p 1+ exp(A + B) 1 + exp(B)

Die Gleichung (3.110) vereinfacht sich aber wegen (3.109) sofort zu

Olog L Ny exp(B)
=ng— ————=0
OB |p_p 1+ exp(B))
woraus sofort n
2 A
= B 3.111
No — s exp(B) (3.111)

folgt.
Aus (3.109) folgt

n1(1+ exp(A + B)) = Ny exp(A + B)

so dass n
1 A A
= A+ B
N exp(A + B),
und wegen (3.111) hat man
= 2 exp(d)

Ni—n1  Noy—mng

so dass N
M2 exp(A) (3.112)

Ni—n1  no

Nun war ng = ng; und N — ng = ngo. Dementsprechend ist (vergl. (3.54))

ningy

=~ =0 =exp(Ad), bzw. logO=A 3.113
tune _ p(4) 5 (3.113)
und (vergl. (3.52))
na1 5 A
— =y =exp(B), bzw. logQs =B (3.114)
n22
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4 Anhang: Beweise:

4.1 Satz 2.1

Beweis: Gemifl der Methode der kleinsten Quadrate mufl die Funktion

n

Q(bo, b, bp) = Y (yi —5:)> =Y &
=1

i=1
der k£ 4 1 Variablen by, b1, ..., b, minimiert werden. Allgemein soll gelten

n

8Q(bo,b1,..., B 226 aez‘
i bj=b;

Fiir j = 0 insbesondere erhélt man

de;  O(y; —bo — b1 X1 — - — bpyXpi) 1
by 9o -

so dass

3@

|bo =bo — 2261_0

Hieraus folgt sofort

d.h. der mittlere Fehler e = """ | e;/n = 0 ist gleich Null, da ja —2 # 0.
Fiir j > 0 ergibt sich

8€z| aQ(yi—leli—"'_prki) — X,
0b; bj=b; 0b; N T
Mithin ist .
3@
’b]_b 2(2 €iXji)ly, =, = 0; (4.1)
1=
fir j = 1, ..., k. Substituiert man hierin ¢; = Y; —I;lei —Bngi — —I;pin,
so erhélt man das Gleichungssystem (2.8).
O
4.2 Satz 2.2
Beweis: Man betrachtet wieder die Funktion
QB -, Br) Ze —sz—ﬂlzu—“'—ﬁkzki)Q
=1
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Die Schitzungen Bj ergeben sich als Losungen der k& Gleichungen

8Q " 861‘
87l8j|6j23j =2 ZQFL@:@ =0

i=1 J

Es ist aber
Oe;

T@ = —Zji,

und in die Gleichungen eingesetzt ergibt sich das Gleichungssystem

n n n n

. . .
§ 20021 = P E zi; + P2 g 210 22 + - + B § 21i Zki
i1 i=1 i=1

i=1
n n n n

. . ) .
§ 20i22s = E 291215 + B2 E Zy; + -+ Br E 21i Zki
i=1 i=1 i=1 i=1

n n n n
zoizki = By izt B Y wizkit+ B Yz (42)
i=1 i=1 =1 =1

Es ist aber ), 20izji/n = roj = Ty, »_; Zsizji/n = rsj und Y 2]2-1- = 1.
Dividiert man das Gleichungssystem (4.2) durch n, so erhélt man die Be-
hauptung des Satzes.

O

4.3 Satz 2.3
Es ist

(y — Xob)(y — Xob) = §'y —y'Xob— (Xob)'y + (Xob)Xob
= y'y—y'Xob—b'Xy +b' X} Xob.

Nun ist aber Xob ein Vektor, so dass y'Xob = b’ X{y ein Skalarprodukt ist;
folglich ist

e'e=(y - Xob)'(y — Xob) = y'y - 2y 'Xob + 0'XpXob  (4.3)
Die partielle Ableitung nach b; liefert dann (Anwendung der Produktregel)

Oe'e
ob;

= 27" Xo&; + &' X\ Xob+ b' X, Xo&j, j=1,....k (4.4)

Fasst man diese Gleichungen zusammen, so bilden die €; die Einheitsmatrix
I und man erhélt die Matrixgleichung

—2X}y 4+ 2X} Xob = 0, (4.5)
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wobei b der Vektor ist, fiir den der Ausdruck links gleich Null ist. Dieser
Vektor minimalisiert das Skalarprodukt e’e. Es folgt y'Xy = X Xob. Lat
sich die Inverse (X} Xo)~! bilden, so folgt sofort die Gleichung

b = (X)Xo) ™ Xpy. (4.6)

Standardisiert man die z;;-Werte, so geht die Matrix X in die Matrix Z
tiber, und b geht in den Vektor E der 8-Gewichte iiber. Dabei verschwindet
die additive Konstante by, und (4.8) wird zu

—

B=(22)"217, (4.7)
wobei Zy der Vektor der standardisierten y-Werte ist. O yyy
b = (X)X0) ' Xpy. (4.8)

Standardisiert man die z;;-Werte, so geht die Matrix X in die Matrix Z
iiber, und b geht in den Vektor E der 8-Gewichte iiber. Dabei verschwindet
die additive Konstante by, und (4.8) wird zu

—

b= (2224, (4.9)
wobei Zy der Vektor der standardisierten y-Werte ist.

4.4 Satz 2.8

Beweis: Es sei y; = Y; — 4, i = Y; — § (vergl. (2.11)) und ¢; — € = ¢; wegen
e = 0. Es sei zunédchst angemerkt, dass aus y; = ¥; + e; wieder

n n n
S-St 3
i=1 i=1 i=1
folgt, denn ), yf => (i +e)? = > g)f +3>, e? +2>", giei, und >, gie; =

Zi Zj E)jxjiei == Zj f)j Zz Tji€; = O, da ja Zz Tji€; = 0 geméiﬁ (41) Dann
gilt

s*(y) = () + 5%(e) (4.10)
und folglich ). ,

Nach (2.90) ist aber R2,, , =1 — s%(e)/s*(y); mithin gilt (2.91).
Fiir die Korrelation r(y, y) gilt
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Nun ist Y vt = > (9 +€)yi = Y, @22 + >, Uies, und da ), gie; = 0 ist
> yiti = >, 7. Dann folgt aber sofort

r2(y §) = (Zzgf)Q _ Zzﬁ? _ 52(?3)
’ > yZQ > ?322 > y7,2 s2(y)
dh aber T(y,@) = R0_12._.k.

Um (??) einzusehen betrachtet man ;e es ist > .e? = > . ee; =
Yoiei(yi — Ui) = Y e, denn Y . e;y; = 0, wie oben gezeigt wurde. Dann
ist

_ P2
- R0‘12~~k7

n n n n n
Ze? = Zyiei = ZZ/i(yi —Ui) = ny — Zyzz)f =
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
n n
= Z%Q - Zyi((blxli +o F bpTg) = (4.12)
i=1 i=1

n n n
Syi—b Y piwn - —by Y ik, (4.13)

mithin b; Yo YT+ + l;p Yo YiThi = yz2 > 622 und also

b1 D i YTl e+ b > i YiThi _
2\ g2 2
Eiyl—gzez =1- 82(6) = R%.lz..k' (4.14)
>y s*(y)

Sei sy = s(y), so folgt wegen (2.14) Bj = f)jsj/sy

by Yo viwsi by Yyimgi  bsy Y, it

2
sy Sy Sy Sy SzSy

und mithin
R(2).12...k = Biry1 + Bary2 + - + Brryk
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