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1 Einfiihrung

Objekte unterscheiden sich beziiglich der Auspragung ihrer Eigenschaften. Die iibereinstim-
mung der Auspriigungen der Eigenschaften bei zwei Objekten driickt sich in ihrer Ahnlichkeit
oder Uniihnlichkeit aus. Das Ziel der multidimensionalen Skalierung ist, aus MaBen fiir die Ahn-
lichkeit bzw. Un&hnlichkeit — allgemein der Prozimitit! der Objekte — diejenigen Eigenschaften
oder "Dimensionen” zu gewinnen, die die Proximitdt der Objekte bestimmen. Dabei kann die
globale Proximitdt beurteilt werden oder die Proximitét beziiglich eines vorgegebenen Merk-
mals. Das Resultat einer multidimensionalen Skalierung liefert nicht nur ein Bild der latenten
Merkmale, die die Objekte charakterisieren, sondern gleichzeitig ein Bild des Urteilsprozesses.

Die Objekte kénnen Personen, Gegenstéinde, aber auch Begriffe sein:

Beispiel 1.1 Thurstone (1927) lie Verbrechen hinsichtlich ihrer Schwere beurteilen. Hier sind
die Verbrechen die Objekte, und ihre Schwere ist das interessierende Merkmal. Thurstone ge-
lang es, eine Intervallskala fiir das Merkmal "Schwere eines Verbrechens” zu erstellen. Die be-
urteilenden Personen (Vpn) hatten die Aufgabe, fiir alle moglichen Paare einer Menge von n
Verbrechen anzugeben, welches der jeweils zwei Verbrechen “schwerer” war. Aus den Haufig-
keiten der “schwerer”-Urteile konnen dann Skalenwerte fiir die einzelnen Verbrechen errechnet
werden. Man kann sagen, dafl die Vpn ihre Urteile auf der Basis der psychologischen Distanz
zwischen den Verbrechen gebildet haben. [J

Fraglos sind Begriffe wie "Schwere eines Verbrechens” komplex in dem Sinne, dafl dieser
Begriff von einer Reihe von Merkmalen der Objekte abhéingen wird. Man kann vermuten, daf3
diese Merkmale wie latente Variable in das Urteil {iber die interessierende Eigenschaft des
Objektes eingehen.

Ein Modell des Urteilsprozesses, das eindimensionale Skalen fiir das Merkmal (Schwere der
Verbrechen in Beispiel[1.1 vorhersagt, ergibt sich leicht aus dem Modell der Faktorenanalyse: es
sei s;, der Skalenwert des i-ten Objektes. Dann werden die latenten Variablen wie Pradiktoren
des Merkmals angeschrieben. Die Regressionsgewichte sind dabei fiir das betrachtete Merkmal
charakteristisch, so daf}

si = a1lin + aglia + - + azlyy (1)

gelten soll; der Einfachheit halber werden mogliche Fehler e zunéchst weggelassen. Die ;5,5 =
1,---,r sind die Mafle des Objekts, etwa des i-ten Verbrechens, auf den r verschiedenen latenten
Beurteilungsdimensionen, und die Gewichte a1, - - - .a, geben die Gewichtung dieser Dimensionen
fiir die Beurteilung hinsichtlich der ”Schwere” der Verbrechen an. Verschiedene Beurteiler (Vpn)
treten in (1) noch nicht auf, das Modell (1) wird zunéchst fiir nur eine Person betrachtet.

Nach sind die Gewichte as,s = 1,---,r fiir alle Objekte gleich, die unterschiedlichen
Beurteilungen etwa verschiedener Verbrechen resultieren aus deren unterschiedlichen Auspré-
gungen auf den latenten Dimensionen, wie etwa das Ausmafl an Gewalttétigkeit gegen Personen,
an politischer /religidser Motiviertheit, an Raffinesse (z.B. bei einem Versicherungsbetrug). Die
as sind eben charakteristisch fiir ein Merkmal von Verbrechen, dessen Ausprigung sich als
Linearkombination der latenten Dimensionen gewinnen 1af3t.

Die Form von (1) impliziert die Eindimensionalitéit der Beurteilungen. Die ;5 kénnen ja zu
einer (n X r)-Matrix zusammengefafit werden, n die Anzahl der Objekte und r die Anzahl der
latenten Dimensionen, die zur Beurteilung der Objekte herangezogen werden, und die Gewichte
as koénnen zu einem Vektor a = (aq,- -, a,) zusammengefait werden. Es sei S = (s1,--+,$p)’
der Vektor der Skalenwerte, d.h. jede Komponente von S reprisentiere den Skalenwert eines
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Objekts. Dann ist Modell (1) dquivalent mit

S1 i b o by ay

S2 lor lag -+ oy ag
Ss=1 . |=| . . | =La (2)

Sn i Iz o o Ay

S ist eine Linearkombination der Spaltenvektoren von L. Dem faktorenanalytischen Modell
entsprechend kénnen die Spalten von L als Basisvektoren eines n-dimensionalen Vektorraumes
betrachtet werden. Damit wird angenommen, daf§ sie linear unabhéngig sind. Der Vektor S ist
dann eine Linearkombination linear unabhéngiger Vektoren. Nun entspricht ein Vektor einer
geraden Linie im Raum, ebenso die Koordinatenachsen, die durch die Basisvektoren, d.h. die
Spaltenvektoren, von L definiert werden. Die Komponenten von S représentieren jeweils eines
der Objekte, genau so wie die Komponenten der Spaltenvektoren von L die Objekte repréa-
sentieren. Insbesondere kénnen ja die Komponenten als Projektionen der Punkte betrachtet
werden, die die einzelnen Objekte im n-dimensionalen Merkmalsraum (genauer gesagt: in ei-
nem r-dimenionalen Teilraum des n-dimensionalen Raums, der eben von den r n-dimensionalen
Basisvektoren in L aufgespannt wird) reprisentieren. Analog dazu sind die Komponenten von
S als Projektionen dieser Punkte auf eine Achse in diesem Raum zu verstehen, die das Merkmal
reprisentiert, in bezug auf das die Merkmale gemessen werden; in Beispiel[1.1]eben die Schwere
von Verbrechen.

Die Darstellung (2) weist damit auf eine bemerkenswerte Implikation des faktorenanalyti-
schen Ansatzes, die Skalenwerte s;, ¢ = 1,---,n als Linearkombination latenter Dimensionen
oder Variablen zu deuten, hin: ein beliebig gewédhltes Merkmal der Objekte kann durch eine
Achse im Raum der latenten Variablen dargestellt werden. Formal ergibt sich diese Achse als
Vektor, der durch Linearkombination aus den Basisvektoren entsteht, wobei die Basisvektoren
diejenigen Merkmale abbilden, die die urteilende Person als Bezugsmerkmale wéhlt. Es mufl
hier auf zwei Punkte eingegangen werden: es ist implizit angenommen worden,

1. daB die latenten Variablen, die die urteilende Person als Referenzmerkmal zur Beurteilung
der Objekte hinsichtlich des vorgegebenen Merkmals beniitzt, durch linear unabhdngige
Vektoren reprisentiert werden,

2. daB fiir ein beliebig gewahltes Merkmal der Objekte, in bezug auf das sie gemessen wer-
den sollen, ein entsprechender "Gewichts”-vektor a existiert, so dafl die Meflwerte durch
geeignete Gewichtung der Basisvektoren resultieren.

Es werde angenommen, daf die latenten Dimensionen nicht durch linear unabhéngige Vektoren
reprasentiert werden. Dann werden sie durch Vektoren abgebildet, die sich als Linearkombinati-
on linear unabhéngiger Vektoren darstellen lassen. Aber alle Vektoren représentieren irgendein
Merkmal, und so kann man sich ebensogut auf diejenigen Merkmale beziehen, die durch line-
ar unabhéingige Vektoren reprisentiert werden.Im faktorenanalytischen Ansatz kénnen solche
Vektoren jedenfalls stets gefunden werden. Dieser Sachverhalt ist eine Implikation des mathe-
matischen Ansatzes, den man entweder mit einer psychologischen Axiomatik gleichsetzen will,
oder der ganz einfach iiber die urspriingliche Intention, ndmlich ein einfaches Modell zur "Erkla-
rung” der Skala zu haben, hinausweist: das Modell impliziert dann mehr, als man verantworten
kann. Es ist in jedem Fall eine empirische Frage, ob der Ansatz in seiner Allgemeinheit, d.h.
mit all seinen Implikationen, giiltig ist.

Der zweite Punkt bezieht sich darauf, dal offenbar implizit angenommen wird, daf stets
die gleichen latenten Dimensionen als Bezugsrahmen gewihlt werden, denn es wird bei der
Formulierung ja nichts dariiber ausgesagt, unter welchen Bedingungen ein spezieller Bezugsrah-
men gewahlt wird, d.h. es wird nicht weiter spezifiziert, ob fiir ein gegebenes, zu beurteilendes
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Merkmal wie etwa die "Schwere” eines Verbrechens auch bestimmite, fiir dieses Merkmal cha-
rakteristische Dimensionen als Rahmen gew#hlt werden oder nicht. Es wird nur angenommen,
daf$ ein solcher Bezugsrahmen existiert. Es wird also nicht ausgeschlossen, daf fiir jedes Merk-
mal (auBer der "Schwere” eines Verbrechens kénnte man ja auch seine ”Abscheulichkeit” messen
wollen) auf den gleichen Satz von latenten Variablen bezug genommen wird. Man kann sich
fragen, wieviele Merkmale denn iiberhaupt in bezug auf ein bestimmtes latentes System von
Variablen beurteilt werden kénnen. Man kann also die Hypothese aufstellen, dafl jeder Vektor
a eine bestimmte Achse im Merkmalsraum und damit ein mef3bares Merkmal reprisentiert, -
damit gédbe es unendlich viele. Die Frage ist, ob Menschen tatséchlich imstande sind, zwischen
den im Prinzip unendlich nahe beieinander liegenden Merkmalen, die durch solche Achsen cha-
rakterisiert werden, iiberhaupt zu unterscheiden. Man mag nun einwenden, dafl die Betrachtung
solcher Implikationen gar nicht beabsichtigt war, als das Modell (2) angesetzt wurde. Gleich-
wohl macht die Betrachtung deutlich, da§ der Ansatz (2) theoretisch deutlich unterbestimmt
ist. Es ist jedenfalls einigermaflen unklar, welche Zusatzannahmen getroffen werden miissen,
damit die Forderung nach unendlich feiner semantischer Differenzierung nicht impliziert wird.
Solche Zusatzannahmen wiirden vermutlich nicht nur helfen, die vermutlich bizarre Forderung
eines semantischen Kontinuums zu umgehen, sie wiirde auch die latenten Strukturen nédher
spezifizieren. Letzlich wird man auf die Notwendigkeit gefiihrt, explizite Modelle iiber die psy-
chologischen Prozesse zu formulieren, die zu Beurteilungen fithren; Modelle der Art (2) sind,
sofern sie nicht aus spezifischen psychologischen Theorien abgeleitet werden und damit auch
spezifische Einschrinkungen formuliert werden, ad-hoc und theoretisch insofern weitgehend leer;
— leer, weil es aus rein mathematischen Griinden stets moglich ist, einen Vektor (die Skalenwerte
definieren ja einen Vektor) als Linearkombination irgendwelcher linear unabhéngiger Vektoren
darzustellen. Es ist durchaus moglich, dafl fiir begriffliche Stimuli wie Verbrechen ein Urteils-
modell, daf sich auf kontinuierliche latente Variablen bezieht, gar nicht sinnvoll ist (Tversky
und Hutchinson (1986)).

Wie generell bei nahezu jedem faktorenanalytischen Modell, so sind auch im Modell (2)
die verschiedenen moglichen Systeme von latenten Variablen zumindest mathematisch gleich-
berechtigt, und so lange es keine psychologischen Annahmen gibt, die bestimmte Systeme von
Basisvektoren (und damit latenten Variablen) auszeichnen, das Modell eben keine Annahmen
iiber sie macht, sind sie auch alle psychologisch gleichberechtigt. So kann das Merkmal "Schwe-
re von Verbrechen”, daff in (2) als abhingige Variable eingefiihrt wurde, auch mit einem der
Vektoren in L vertauscht werden, der dann seinerseits als abhédngige Variable auftaucht. Die
”Schwere von Verbrechen” wird dann eine "latente” Dimension und kann dazu beniitzt werden,
die Position der Objekte auf Achsen, die irgendwelche Merkmale reprisentieren, zu bestimmen.
Vom Modell her gleichberechtigt wire aber auch die Dimension ”Abscheulichkeit”, die dann zu
einer Determinante der ”Schwere”wird. Psychologisch plausibel ist die Gleichwertigkeit dieser
beiden Dimensionen aber nicht: es fillt bei manchen Verbrechen leicht, ihre Schwere aus ihrer
Abscheulichkeit herzuleiten, nicht aber ihre Abscheulichkeit aus ihrer Schwere: eine Vergewalti-
gung ist ein schweres Verbrechen wegen ihrer Abscheulichkeit, aber man empfindet sie nicht als
abscheulich, weil sie ein schweres Verbrechen ist. Ein Versicherungsbetrug, zumindest wenn es
um hinreichend hohe Betrige (Millionen DM) geht, wird von der Justiz ebenfalls als “schweres”
Verbrechen geahndet, - mit gutem Grund, aber die "Abscheulichkeit” der Vergewaltigung haftet
dieser Art von Betrug im allgemeinen nicht an.

Es liegt dann nahe, zu versuchen, die latenten Dimensionen direkt zu erfassen. Eine erste
Moglichkeit dafiir besteht darin, mehrere Personen urteilen zu lassen. Der Vektor a wird dann
personenspezifisch sein, - aber moglicherweise auch die latenten Dimensionen, zumindest aber
die Werte [;5, d.h. die Auspragung der Objekte auf den Dimensionen. Die eben vorgebrachten
Einwéinde gegen den faktorenanalytischen Ansatz (Gleichwertigkeit der méglichen Systeme von
Basisvektoren, aber auch die postulierte Linearitét) bleiben gleichwohl erhalten.

Eine zweite Moglichkeit kann in dem Versuch gesehen werden, aus den Schiitzungen fiir die

5



psychologischen Distanzen — Unéhnlichkeiten — zwischen den Objekten die latenten Dimensionen
zu erschliefen. Denn wenn schon angenommen wird, dafy die Objekte durch Auspragungen auf
verschiedenen latenten Dimensionen charakterisiert werden kénnen, so werden sie durch Punkte
in einem entsprechenden mehrdimensionalen Raum représentiert, und die Distanz zwischen
diesen Punkten muf in irgendeiner Form die Unihnlichkeit, eben die psychologische Distanz,
ausmachen.

Im faktorenanalytischen Modell werden die Objekte durch Punkte représentiert, die durch
die fiir die Objekte stehenden Vektoren definiert werden. Die Charakterisierung durch Punkte
ist der durch Vektoren dquivalent. Die Linge der Vektoren ist identisch mit dem Abstand
(der Distanz), der Endpunkte der Vektoren vom Ursprung des Koordinatensytems, und die ist
durch den Satz des Pythagoras erklart. Dementsprechend sind auch die Distanzen zwischen
allen Punkten durch den Satz des Pythagoras erklirt: sind x und y zwei Objekte mit den
Koordinaten x4, ..., T,, Y1, ..., Yr, s0 ist die entsprechende Distanz zwischen den Punkten

Die Verbindungslinie zwischen zwei Punkten ist eine Gerade, und die ist nach Euklid die kiirzeste
Verbindung zwischen zwei Punkten. Dementsprechend sagt man, (3) definiere eine euklidische
Metrik. In Abbildung [1] wird die euklidische Metrik veranschaulicht.

Abbildung 1: Distanzmafle: Euklidisch (p = 2) und City-Block p =1

A A
FEuklid Clity — Block
To|— T2 |l—e
d(z,y) d(z,y)
Y2 -‘ Y2 T
X1 Y1 > Z1 n >

Die euklidische Metrik, d.h. die Definition des Begriffs der Distanz, gemifl (3), erscheint
auf den ersten Blick eine natiirliche Wahl zu sein, denn sie scheint sich ja auch direkt aus der
Verallgemeinerung des eindimensionalen Skalenbegriffs zu ergeben. Dort werden die Objekte ja
auf einer Geraden représentiert, und die Distanzen zwischen den Objekten sind einfach durch
die Differenzen der Skalenwerte gegeben. Diese wiederum sind ein Spezialfall von (3), denn sie
entsprechen dem Fall r = 1.

Aber es ist auch vorstellbar, dafl man nur auf gekriimmten Wegen von einem Punkt zu
einem anderen gelangt. Nach Einstein legt das Licht im Weltraum seinen Weg auf gekriimmten
Bahnen zurtick; die Gravitationskréfte groler Sterne oder ganzer Galaxien lenken es von seiner
geraden Bahn ab. Vielleicht, so mag man sich iiberlegen, gibt es ja auch in psychologischen
RAumen "Krifte”, die die Verbindungen zwischen Punkten kriimmen. Man miifite dann nach
einer Definition der Distanz suchen, die solche Kriimmungen zuléfit und moglicherweise (3)
als Spezialfall zulifit. In Abbildung [T wird aufler der euklidischen Metrik noch der Spezialfall
einer gekriimmten Verbindung zwischen zwei Punkten dargestellt, die City-Block-Metrik; hier
ist die Distanz gerade gleich der Summe der Koordinatendifferenzen. Der Name ergibt sich aus
der Analogie zur Verbindung zwischen zwei Punkten in einer Stadt wie Manhattan, in der die
meisten Straflen rechtwinklig zueinander liegen.
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iiberlegungen dieser Art fithren dazu, daffl man zunéchst den Begriff der Metrik genauer
definiert. Dann kann man psychologische Betrachtungen anstellen, die auf bestimmte Distanz-
begriffe oder eben auf bestimmte Metriken fithren. Es zeigt sich, daf} fiir eine wichtige Klasse von
Distanzen, die in der Tat (3) als Spezialfall enthiilt, mit einem gegebenen Satz von Distanzen
auch die Wahl der Achsen, d.h. der latenten Variablen, festliegt. Wie im n#chsten Abschnitt
gezeigt wird, bleiben bei dieser Klasse die Distanzen nur dann invariant gegeniiber einer Trans-
formation der latenten Variablen, wenn die Distanzen durch die euklidische Metrik definiert
sind. Was auf den ersten Blick wie eine "natiirliche” Wahl erschien, erweist sich als Spezialfall
mit unangenehmen Konsequenzen.

2 Metriken, Distanzen, Ahnlichkeiten

Wie in der Faktorenanalyse sollen bei der multidimensionalen Skalierung Objekte durch Punk-
te in einem mehrdimensionalen psychologischen Raum reprisentiert werden. Die Punkte sind
durch Koordinaten definiert, die die Ausprigungen reflektieren, die ein Objekt hinsichtlich der
verschiedenen Merkmalsdimensionen hat. Die Beurteilung der psychologischen Distanz ("Un-
dhnlichkeit”) zwischen irgend zwei Objekten wird jetzt von den Differenzen der Ausprigungen
auf den einzelnen Dimensionen abhéngen; die Art dieser Abhéngigkeit bestimmt das Distanz-
urteil. Die Distanz ist ein Maf fiir die Entfernung zwischen zwei Punkten im psychologischen
Raum, aber die psychologische Entfernung ist nicht notwendig durch die ”"Luftlinie”; d.h. durch
die Gerade, die die kiirzeste Verbindung zwischen den Punkten liefert, gegeben. Die Distanz
hingt vielmehr von der speziellen Metrik des Raumes ab. Dieser Begriff und seine Implikationen
fiir den Urteilsprozef} sollen im folgenden erldutert werden.

Ein zunéchst recht allgemeiner Ansatz besteht darin, den psychologischen Raum als einen
metrischen Raum zu charakterisieren. Ein solcher Raum wird durch gewisse allgemeine Eigen-
schaften der Distanzen zwischen den Punkten im Raum beschrieben.

Definition 2.1 Es sei Q) eine Menge von Objekten, und jedes Objekt aus Q sei durch einen
Punkt in einem Raum der Dimension r > 1 reprdasentierbar. Fir irgend drei Punkte x,y,z €
magen die Distanzen d zwischen ihnen die folgenden drei Eigenschaften haben:

0
M2: d(z,y) = d(y,x) (Reflexivitdt)
M3: d(z,z) < d(z,y) + d(y, z) (Dreiecksungleichung)
Dann heift Q ein metrischer Raum. Gilt M2 nicht, so heifst der Raum auch quasi-metrisch.

Die Forderung M1 ist unmittelbar einsichtig: Distanzen zwischen zwei Punkten kénnen nicht
negativ sein. M2 ist die Forderung der Reflexivitdt. Fiir viele physikalische Rdume erscheint
M2 ebenfalls eher trivial zu sein: so ist es bekanntlich von Miinster bis Bremen so weit wie
von Bremen bis Miinster. Die Trivialitdt dieser Aussage beruht aber auf der stillschweigenden
Annahme, dafl man fiir die Reise die gleiche Autobahn oder die gleiche Bahnstrecke benutzt.
Nehmen wir aber einmal an, die Bahn wiirde gar nicht mehr zwischen den Stiédten verkehren
und die Autobahn sei von Bremen in Richtung Miinster gesperrt, in umgekehrter Richtung aber
befahrbar. Man miifite also fiir die Riickfahrt von Bremen nach Miinster eine andere Strecke
wéhlen, die entweder linger oder kiirzer ist als die Autobahnstrecke, und M2 wire nicht mehr
erfiillt. Soziale Distanzen erfiillen oft ebenfalls M2 nicht: die soziale Distanz von Frankreich nach
Deutschland ist bekanntlich groBer als die von Deutschland nach Frankreich (d.h. Franzosen
reisen weniger oft nach Deutschland als Deutsche nach Frankreich), man hat es hier also mit
einer Quasi-Metrik zu tun.



Wirft man drei Sandkorner auf eine Tischplatte, so werden sie im allgemeinen die Eckpunkte
eines Dreiecks bilden, nur in extrem seltenen Ausnahmefillen werden sie alle exakt auf einer
Linie liegen. Wie auch immer sie liegen, die Distanzen zwischen ihnen erfiillen M3. Eine dhn-
liche Situation kann man auch dann vorfinden, wenn die Distanzen nicht einfach durch gerade
Verbindungslinien gegeben sind.

Ein psychologischer Raum ¥ muf} nicht notwendig ein metrischer Raum sein. Nimmt man
einen metrischen Raum fiir ¥ an, so hat man bereits eine bestimmte Einschrinkung beziiglich
der Menge der moglichen Représentationen der Objekte aus €2 vorgenommen. Verfiigt man iiber
eine Theorie , aus der Aussagen A iiber die psychologischen Distanzen zwischen den Objekten
aus 2 folgen, so definieren die Aussagen A, wie sich die Distanzen aus den Werten, die die
Objekte auf den latenten Dimensionen haben, zusammensetzen. Um zu iiberpriifen, ob die
Theorie mit der Annahme eines metrischen Raumes fiir ¥ kompatibel ist, mufl man untersuchen,
ob die durch A definierten Aussagen die Axiome M1 — M3 eines metrischen Raumes erfiillen.

Zur weiteren Diskussion der Repriisentation von Objekten in einem psychologischen Raum
sind einige weitere Begriffe notwendig. Da Objekte durch Eigenschaften charakterisiert werden
konnen, soll zunéchst der Begriff des Mafles einer Menge eingefiithrt werden:

Definition 2.2 FEs seien A und B zwei beliebige, durchschnittsfremde Mengen, d.h. es soll
AN B = gelten. m sei eine Abbildung A — m(A), B +— m(B), m(A) und m(B) reelle Zahlen,
derart, dajf

(i) m(0) =0
(i6) m(4) > 0, m(B) > 0
(iii) m(AU B) = m(A) +m(B)

gilt; dann heifst m Maf.

m kann einfach die Anzahl der Elemente in einer Menge angeben, aber es ist auch méglich, dafl
m die Summe der "Gewichte” (was immer das sei) der Elemente ist, etc. Man macht sich leicht
klar, daf fiir irgendzwei Mengen M; und Ms mit My C Ms stets

m(My) < m(Mz) (4)

gilt. Denn dann existiert eine Menge M3 derart, dal My = My U M3, M; N M3 = () so daB
m(Mz) = m(My) + m(Ms) nach (iii), und wegen m(Ms) > 0 (s. (ii)) folgt sofort (4). Weiter
folgt fiir beliebige Mengen M; und My

m(M1 U MQ) = m(Ml) —+ m(MQ) - m(M1 N MQ), (5)

wie man leicht durch Zerlegung von M; und M; in die disjunkten Teilmengen M; — (M7 N My),
My — (M; N M) und My N My und Anwendung von (iii) nachweist.

Der folgende Begriff der Aspektdistanz wurde von Restle (1959) eingefiihrt:

Definition 2.3 Es seien a und b zwei beliebige Objekte aus Q. a und b seien durch Figen-
schaftsmengen — Aspekimengen — A und B charakterisiert, auf denen ein Maf m erklirt sei.
Weiter sei, wie iblich, A — B die Menge der Elemente von A, die nicht auch in B enthalten
sind, und B — A sei analog definiert. Dann heif$t

d(a,b) = m(A—B)+m(B— A) (6)

die Aspektdistanz von a und b.



d(a,b) ist also um so groBer, je grofer die Mafie m(A — B) und m(B — A) sind; dies sind die
Mafle auf den Aspektmengen, die fiir a bzw b spezifisch sind in dem Sinne, als die Eigenschaften
in A — B und B — A nicht beiden Objekten a und b zukommen. Sind im Extremfall A und
B identisch, so sind die Mengen A — B und B — A leer und wegen (i) ist die Distanz d(a,b)
gleich Null; Definition erscheint also als sinnvoll. Ob die Definition auch stets psychologisch
sinnvoll ist, ist eine andere Frage.

Es wird zunichst ein zu (2.3) dquivalenter Ausdruck fiir d(a,b) hergeleitet. Sicherlich gilt
A=(A-B)U(ANB),und (A—B)N(ANB) = 0. Also mul m(A) = m(4A — B)+m(AN B)
gelten. Analog sieht man, dal m(B) = m(B — A) + m(A N B) gelten muf.

Es gilt
d(a,b) = m(A) +m(B) —2m(AN B). (7)

Diese Aussage folgt sofort aus der Definition der Aspektdistanz sowie aus (5), ist aber auch
leicht wie folgt zu sehen: es ist

m(A— B) =m(A) —m(ANB), m(B—A) =m(B) —m(AN B).

Setzt man diese Ausdriicke fiir m(A — B) und m(B — A) in (6)) ein, so erhélt man (7). Dieser
Ausdruck hat gegeniiber (6) den Vorteil, die Distanz d(a,b) durch die MaBie m(A), m(B) und
m(ANB) auszudriicken, die gelegentlich leichter herleitbar als die Mafie m(A— B) und m(B— A)
sind.

Es gilt nun
Theorem 2.1 Ist d eine Aspektdistanz, so definiert sie einen metrischen Raum.

Daf3 die Bedingung M1 erfiillt ist, folgt sofort aus der Definition des Mafles und der Tatsache,
dafl die Aspektdistanz eine Summe von Maflen ist. Die Reflexivitét folgt ebenfalls sofort aus
(7), denn m(A) + m(B) = m(B) + m(A) und AN B = BN A. Der Nachweis der Giiltigkeit der
Dreiecksungleichung ist ein wenig linglich, und da die Details im Folgenden nicht gebraucht
werden, findet man ihn im Anhang.

Beispiel 2.1 Die "Objekte” a und b seien Personen, die durch eine Reihe von Merkmalen
charakterisiert werden kénnen. Die psychologische Distanz zwischen diesen Personen soll {iber
diese Merkmalsmengen ausgedriickt werden. Der Einfachheit halber sollen hier nur einfache,
direkt beobachtbare Eigenschaften betrachtet werden. So sei A die Menge, die a beschreibt, und
es sei A = {iiberdurchschnittliche Kérpergrofie, mittelblondes Haar, Brille, ménnlich, zwischen
30 und 35 Jahre alt}. b sei durch B = {durchschnittlich gro, braunes Haar, keine Brille,
weiblich, zwischen 30 und 35 Jahre alt} beschrieben.

Bei dieser Beschreibung werden einige Schwierigkeiten der Charakterisierung durch Aspekt-
mengen deutlich: es tauchen fiir ¢ und b die gleichen Merkmale, nur in verschiedenen Auspré-
gungen auf. Das erste Merkmal ist die Kérpergrofie, die einmal iiberdurchschnittlich, das andere
Mal durchschnittlich ist. Die Korpergrofe variiert sicherlich quantitativ. Das zweite Merkmal
ist die Haarfarbe, die aber nicht quantitativ variiert, denn mittelblond und braun sind eigentlich
nicht verschiedene quantitative Ausprigungen einer Haarfarbe. Eine Brille ist ebenfalls entwe-
der vorhanden oder nicht. Hier kann man sagen, dafl das Merkmal "Brille” vorhanden ist oder
nicht. Das letzte Merkmal ist das Geschlecht. "Méannlich” und "weiblich” sind sicherlich keine
quantitativen Auspriagungen eines Merkmals. Will man nun die Aspektdistanz zwischen den
Personen a und b anhand der Mengen A und B bestimmen, so mufl man festlegen, wie man die
Merkmale in die Distanzberechnung eingehen 143t, und das heifit, wie man die Mengen A — B
und B — A und die zugehorigen Mafle definiert. Eine Moglichkeit besteht darin, einfach die iiber-
einstimmung des jeweiligen Merkmals zu konstatieren. A — B enthélt alle Eigenschaften, die nur
in A, nicht auch in B enthalten sind. Man findet A — B = {iiberdurchschnittliche Kérpergrofe,
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mittelblondes Haar, Brille, ménnlich}, und B— A = {durchschnittlich gro, braunes Haar, keine
Brille, weiblich}. W&hlt man fiir die Mafle dieser Mengen einfach die Anzahl der Elemente, so
ist m(A—B) =4, m(B—A) = 4 und nach (6) ist d(a,b) = 8. Es ist klar, da§ dieser Berechnung
von d(a,b) eine Reihe von ad-hoc-Annahmen zugrunde liegt. So geht jedes Merkmal mit glei-
cher Gewichtung ein, was aber psychologisch nicht so sein muf. So kann fiir einen Beobachter
die Haarfarbe von untergeordneter Bedeutung sein und damit die psychologische Distanz kaum
beeinflussen. Der Unterschied der Korpergréflen geht gewissermaflen dichotom ein: es wird nur
bewertet, ob die Korpergrofien gleich sind oder nicht, — auch ein geringer Unterschied bedeutet
dann "Ungleichheit” und geht mit gleichem Gewicht ein wie etwa der Geschlechtsunterschied.
Fiir einen bestimmten Beobachter mag aber die Koérpergrofie von vornherein eine geringe Be-
deutung fiir die wahrgenommene Distanz haben, und dariiber hinaus ist es plausibel, dafl die
Grofle des Unterschiedes in das Urteil eingeht. Weiter ist es moglich, daf§ die Wahrnehmung
der Auspragung von Eigenschaften sowie die Gewichtung der Eigenschaften fiir den Wert der
Distanz von Gestalteffekten abhéngt, ein gegebenes Merkmal also je nach Kontext anders be-
wertet wird. Hieraus folgt, dafl die Definition der psychologischen Distanzen durch Mafle auf
Aspektmengen die logische Struktur des Distanzbegriffes in sehr abstrakter Form charakteri-
siert und deshalb durch weitere Spezifikationen zur tatséichlichen Urteilsbildung in Beziehung
gesetzt werden muf3.

Fiir die Mengen und ihre Mafle folgt, wenn man von den eben angegebenen Schwierigkeiten
absieht, m(A) =5, m(B) =5, m(ANB) =1, also d(a,b) = 5+5—2-1 = 8, in iibereinstimmung
mit der Berechnung geméi8 d(a,b) = m(A — B) + m(B — A). O

Wenn ein Distanzmafl die Bedingungen einer Metrik erfiillt, so scheint es intuitiv verniinftige
Bedingungen zu erfiillen. Gleichwohl ist der Begriff der Distanz in der Umgangsprache kaum
enthalten. Hier spricht man eher von Ahnlichkeiten. Menschen scheinen aber sehr wohl imstan-
de zu sein, Ahnlichkeitsurteile, an die man durch die Begrifflichkeit des Alltags gewohnt ist,
in Distanzurteile zu iibersetzen. Man nimmt dabei an, dafl die Distanz zwischen zwei Objek-
ten als um so groBer gesehen wird, je geringer die Ahnlichkeit der Objekte eingeschiitzt wird,
und umgekehrt wird die Distanz um so geringer sein, je groBer die Ahnlichkeit gesehen wird.
Dementsprechend liegt es nahe, nicht nur den Distanzbegriff, sondern auch den Ahnlichkeits-
begriff in einer formalisierten Form einzufithren, um von Ahnlichkeitsurteilen auf die latenten
Dimensionen schliefen zu kénnen. Dies erscheint auch schon deshalb als verniinftig, weil man
gelegentlich Daten vorliegen hat, die weder die Form von Distanz- noch von Ahnlichkeitsur-
teilen haben, sondern die Wahrscheinlichkeit von Konfusionen zwischen Objekten reflektieren.
Wenn etwa zwei Objekte, etwa Personen, a und b hiufig miteinander verwechselt werden, so
wird man sagen, daf} sie einander eben sehr #dhnlich seien. Gelingt es, aus diesen Konfusionen
ein Ahnlichkeitsmafl zu berechnen, so kann man dies wiederum auf Distanzen beziehen und von
dort vielleicht zu den latenten Dimensionen vorstofien, die die Ahnlichkeit ausmachen.

Es zeigt sich, daB der Begriff der Ahnlichkeit zwar aus der Umgangssprache jedem vertraut
ist, er sich deshalb trotzdem nicht leicht so formulieren 143t, dafl Deduktionen in bezug auf la-
tente Urteilsdimensionen moglich sind. Intuitiv verbindet man mit dem Begriff, da Ahnlichkeit
ein Maf fiir gemeinsame Merkmale sein sollte. Es ist aber nicht klar, was dabei ein Merkmal
ist, denn auch Beziehungen zwischen Merkmalen kénnen in das Ahnlichkeitsurteil eingehen,
d.h. auch Beziehungen zwischen Merkmalen sind Merkmale. Dies korrespondiert durchaus zum
Gebrauch des Begriffs des Merkmals in der Logik, wo man hiufig den Ausdruck "Pradikat”
statt Merkmal gebraucht: Beziehungen zwischen Merkmalen sind Relationen, und die sind Pré-
dikate "hoherer Ordnung”. Sollen Ahnlichkeiten in einer inversen Beziehung zu psychologischen
Distanzen stehen und sollen die Distanzen eine Metrik liefern, so wird man auch fordern, daf
Ahnlichkeitsurteile symmetrisch sind: driickt etwa s(a,b) die Ahnlichkeit zwischen @ und b aus,
und ist s(b,a) die Ahnlichkeit zwischen b und a, so soll s(a,b) = s(b,a) gelten. Die Giiltigkeit
dieser Symmetrie wird durch den Gebrauch des Wortes "zwischen” suggeriert. Aber unsere Spra-
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che erlaubt es, nicht nur von der Ahnlichkeit "zwischen” Objekten zu sprechen. Man kann auch
fragen "Wie #hnlich ist das Objekt a dem Objekt b7”, ohne dafl man auf Unverstédndnis stoflen
wiirde. Dabei zeigt sich dann, daB bei Aufgaben dieser Art durchaus Ahnlichkeiten s(a,b) und
s(b, a) angegeben werden, die die Symmetrieforderung nicht erfiillen.

Einen historischen Uberblick zum wissenschaftlichen Gebrauch des Begriffs der Ahnlichhkeit
findet man bei Gregson (1975). An dieser Stelle soll nur auf einige Aspekte der Schwierigkeit, mit
dem Ahnlichkeits- und, dazu korrrespondierend, mit dem Distanzbegriff umzugehen, hingewie-
sen werden, damit deutlich wird, dal Modelle des multidimensionalen Skalierens keineswegs als
allgemeine Modelle der Urteilsbildung oder der Wahrnehmung gelten kénnen, wie von einigen
Vertretern dieser Forschungsrichtung behauptet wird.

Um die Ideen zu fixieren, soll zunichst eine Definition von ”Ahnlichkeit” eingefiihrt wer-
den, die zumindest die Symmetrieforderung erfiillt: es seien a und b zwei Objekte, die durch
Eigenschaftsmengen A und B definiert seien. Weiter sei m ein Maf§ auf diesen Mengen. Dann
sei
m(AN B)

S(CL, b) = m

(8)

ein MaSB fiir die Ahnlichkeit von a und b.

Das Maf (8) scheint zuerst von Jaccard (1908) eingefiihrt worden zu sein (zitiert nach
Gregson (1975)); man konnte also auch vom Jaccard-Indez sprechen. Dem Maf} zufolge ist die
Ahnlichkeit nicht nur abhiingig von der Menge der gemeinsamen Merkmale, wie sie durch AN B
gegeben ist, sondern sie hingt noch von der Menge der iiberhaupt gegebenen Merkmale ab, also
von AU B. Diese Menge in das Ahnlichkeitsurteil einzubeziehen ist sicherlich verniinftig: steht
man zwei Personen a und b gegeniiber, die nur ein Merkmal gemeinsam zu haben scheinen,
niémlich das, eine Brille zu tragen, so wird diese Gemeinsamkeit kaum zur Ahnlichkeit der
beiden beitragen, denn relativ zur Gesamtmenge der wahrgenommenen Eigenschaften ist dieses
Merkmal kaum von Gewicht. Liegt aber nur eine Beschreibung der beiden Personen vor und
werden in dieser Beschreibung nur wenige Merkmale genannt, so kann das gemeinsame Merkmal
"triigt Brille” eine grofe Ahnlichkeit bedeuten.

Es werde fiir einen Moment angenommen, Personen wiirden die Ahnlichkeiten zwischen
Objekten geméf beurteilen, also den Wert eines Jaccard-Indexes angeben. Weiter werde
angenommen, dafi sie die psychologische Distanz zwischen den Objekten geméfi der Restleschen
Aspektdistanz (6) angeben wiirden. Dann sieht man leicht, daf Ahnlichkeiten und Distanzen
nicht durch eine streng monotone Beziehung miteinander verkniipft sind. Denn aus m(AUB) =
m(A) + m(B) —m(AN B) und (7) folgt

1 d-m(ANB) d

s m(ANB)  m(ANB) -1

Betrachtet man nun eine Menge von Objekten w; mit jeweilig verschieden zusammengesetzten
Aspektmengen A; und B;, so folgt aus dieser Beziehung, dafi der Wert von s nicht notwendig
kleiner wird, wenn der von d steigt, und umgekehrt. Es geniigt, die Menge von Paaren von
Objekten zu betrachten, fir die d;;/m(A; N B;) = ¢, ¢ eine Konstante, ist. Denn dann variiert
der Wert der Distanz, aber der der Ahnlichkeit bleibt konstant. Der Grund dafiir ist, da die
Aspektdistanz nicht nur vom Durchschnitt A N B, sondern auch von den Mafien m(A4;) und
m(B;) abhingt.

Ganz offenbar folgen Ahnlichkeits- und Distanzurteile keinen Mechanismen, die fiir alle Per-
sonen fiir alle Situationen und alle Objekte gleichartig ablaufen. Wie eine urteilende Person
konzeptualisiert, was sie als ”dhnlich” oder "un&hnlich” klassifiziert, wird von den situativen
Randbedingungen der Urteilsbildung abhiingen. Die allgegenwiirtigen Gestalteffekte werden
iiberdies dazu fithren, dafl die einzelnen Merkmale nicht unabhéngig voneinander in die Ur-
teile eingehen. Generell ist dieser Sachverhalt Psychologen schon lange bekannt, und insofern
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ist es bemerkenswert, dafl er im Zusammenhang mit Fragen der Skalierung relativ spét expli-
zit diskutiert wurde, nachdem eine Reihe bahnbrechender und einflulireicher Arbeiten bereits
erschienen war und in vieler Hinsicht bereits diskutiert worden ist.

Eine solche Diskussion wurde von Tversky (1977) vorgelegt. Tverskys Arbeit kann hier nicht
ausfiihrlich diskutiert werden, es soll nur auf einige wesentliche Aspekte hingewiesen werden.

Wie Restle (1959) geht auch Tversky von den Aspektmengen A und B aus, die die Objekte a
und b charakterisieren. Wie die Aspektdistanz soll die Ahnlichkeit der Objekte vom Durchschnitt
AN B sowie von den Differenzen A — B und B — A abhiingen. Weiter sei F eine Funktion, {iber
die zunichst nichts weiter ausgesagt wird. Jedenfalls kann dann die Ahnlichkeit ganz allgemein
wie folgt definiert werden.

1. Ein ordinales Ma8 fiir die Ahnlichkeit ist
s(a,b)=F(ANB,A—B,B— A) 9)
Fiir s wird zunéchst nur die Ordinalskaleneigenschaft gefordert.

2. Monotonizitit: s(a,b) > s(a,c) genau dann, wenn ANB D ANCud A—BCA-C
und B—-AcCC- A

3. Unabhingigkeit: Die Objektpaare (a, b), (¢, d) einerseits und (a’,b") und (¢’, d’) andererseits
seien identisch hinsichtlich der gleichen zwei Merkmale, wihrend die Paare (a,b) und
(a’,b") ebenso wie die Paare (¢,d) und (¢/,d’) sich hinsichtlich der verbleibenden dritten
Eigenschaft gleichen. Dann soll

s(a,b) > s(a’,b') genau dann, wenn s(c,d) > s(c¢,d")

4. Losbarkeit: Die Menge der Merkmale seien hinreichend reichhaltig.

5. Invarianz: Intervalle sollen iiber verschiedene Faktoren gleich bleiben.

Sind diese Bedingungen erfiillt, so 148t sich zeigen (Tversky (1977)), daf Intervallskalen S und
f existieren, die die Bedingungen
S(a,b) > S(c,d) genau dann, wenn s(a,b) > s(c,d) (10)
Sab) = ©f(ANB)—af(A—B)— G f(B-A) (11)

wobei ©, a, 3 > 0 freie Parameter sind. Das durch die Skalen S und f definierte Ahnlichkeitsmaf
nennt Tversky das Kontrastmodell. Die Funktion f korrespondiert zum Mafl m.

Das Kontrastmodell umfafit eine Klasse von Modellen. Fiir © = 1, = 3 = 0 ergibt sich
S(a,b) = f(AN B)

d.h. die Ahnlichkeit hingt nur von den gemeinsamen Merkmalen von a und b ab. Andererseit
sei © =0, a = (0 = 1. Dann ist

—S(a,b) = f(A—B)+ f(B—A)

d.h. —S(a,b) = d(a,b), wobei d(a,b) durch die Aspektdistanz (6) gegeben ist.
Statt des Modells (11) kann auch das Modell

f(ANB)

S(avb): f(AmB)+af(A—B)+6f(B_A)
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betrachtet werden. In diesem Fall ist S(a,b) auf das Intervall 0 < S(a,b) < 1 normalisiert.
Tversky nennt das Modell (12) das Verhdltnismodell (ratio model). Fiir @« = 8 = 1 ergibt sich
als Spezialfall der Jaccard-Index (8).

Tverksy referriert eine Reihe von empirischen Untersuchungen, um Aspekte seiner Modelle
zu untersuchen. So erhob er etwa Daten zur Ahnlichkeit von Nationen. Urteile, denen zufolge
Nord-Korea Ahnlichkeit zu China hat, China aber kaum Ahnlichkeit zu Nord-Korea zeigt, sind
die Regel. Es folgen Untersuchungen zur Ahnlichkeit von Buchstaben, eine Analyse der Daten
von Rothkopf (1957), der die Verwechlungshiufigkeit von Morsesignalen untersuchte, sowie der
Ergebnisse von Rosch (1973, 75) iiber wahrnehmungsméifige und semantische Kategorien; alle
diese Daten erlauben eine Interpretation in Termen des Kontrast- bzw. des Verhé&ltnismodells.
Diese Modelle sind wesentlich allgemeiner als solche, die nahezu automatisch bei Untersuchun-
gen unterstellt werden, in denen Objekte multidimensional skaliert werden. Gleichwohl muf}
festgehalten werden, dafl auch hier eigentlich nur ein allgemeiner Rahmen bereitgestellt wird,
innerhalb dessen Ahnlichkeitsurteile diskutiert werden kénnen; man schliet gewissermafen von
einem solchen Modell auf die Prozesse. Eigentlich sollte man umgekehrt vorgehen, namlich von
einem Modell der Prozesse auf das Modell beziiglich der Urteile schliefen. Es muf} allerdings
zugegeben werden, dafl dieser Weg vorerst noch der weitaus beschwerlichere ist.

Die Welt der Ahnlichkeiten ist offenbar komplex, und deshalb kann man mit gutem Recht
vermuten, dafl die Welt der psychologischen Distanzen die gleiche Eigenschaft hat. Es ist deswe-
gen klar, daf die in den folgenden Abschnitten behandelten Skalierungsmodelle nur Spezialfille
allgemeiner Wahrnehmungs- und Beurteilungsprozesse sein kénnen, auch wenn der Anspruch
auf Allgemeinheit bei ihrer urspriinglichen Formulierung diese Problematik verschleierte.

3 Zur Wahl spezieller Metriken

Beals, Krantz und Tverksy (1968) haben allgemeine Bedingungen formuliert, die erfiillt sein
miissen, damit eine Menge von Objekten in einem metrischen Raum représentiert werden kon-
nen. Es sollen hier nur die wesentlichen Punkte dieser Arbeit genannt werden, da sie verdeutli-
chen, daf} eine solche Représentation keineswegs generell gerechtfertigt ist.

FEine der Grundforderungen ist, dafi der psychologische Raum in guter Ndherung kontinu-
ierlich sein muf, also nicht grundsétzlich eine "kornige”, also diskrete Struktur hat. Wie bei der
Diskussion der Skala fiir die Schwere von Verbrechen bereits angedeutet, ist diese kontinuierliche
Struktur keine triviale Eigenschaft, insbesondere dann nicht, wenn es um die Reprisentation
semantischer Strukturen geht (wenn also etwa Worter hinsichtlich der Ahnlichkeit ihrer Be-
deutung skaliert werden sollen). Beals et al. fithren aus, dafl die Kontinuumseigenschaft aber
nicht notwendig als Eigenschaft der abzubildenden Objekte gesehen werden miisse, sondern als
Eigenschaft des einbettenden Systems; in der Tat kann man ja Objekte hinsichtlich ihrer Lange
vermessen, ohne dafl man dabei fordert, dafi es fiir jede mogliche Lange irgendwo im Universum
auch ein Objekt der betrachteten Art gibt. iiberdies konne der semantische Raum kontinuier-
lich sein, ohne dafl die Worter in diesem Raum eine kontinuierliche Menge bilden miifiten; im
iibrigen, meinen die Autoren, solle sich der Leser seine eigene Meinung dazu bilden.

3.1 Additive Segmente und Konturen gleicher Ahnlichkeit
Beals et al. fiigen zunéchst den iiblichen Axiomen fiir eine Metrik eine vierte hinzu:
M4: Segmentelle Additivitit: Es seien z und z irgendzwei Punkte in dem Raum, in dem die in

Frage stehenden Objekte reprisentiert werden sollen. Dann existiert eine Menge Y von
Punkten, die umkehrbar eindeutig auf die Elemente eines Abschnitts I der Zahlengeraden
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abgebildet werden kann derart, dafl  und y die Endpunkte dieses Intervalles sind, und ¢;
und to sind zwei Variablen derart, daf y;(¢1), y2(t2) € I, dann d(y1, y2) = [t1 — ta|.

Die Forderung bedeutet, daf§ fiir y € Y,
d(z, 2) = d(z,y) + d(y, z)

erfiillt ist. Diese Gleichung erkldrt den Ausdruck Segmentelle Additivitdt. Durch M4 werden
gewisse Einschrankungen fiir die Wahl der Metrik definiert.

Beispiel 3.1 Als Beispiel betrachte man die Punkte auf einem Kreisbogen (Beals et al., p.129).
Die Abstidnde konnen einmal durch die normale euklidische Metrik erklirt werden; die Distan-
zen zwischen den Punkten entsprechen dann der Linge der Sehnen, die die Punkte miteinander
verbinden. Eine andere, mogliche Metrik ist die Lange des kiirzeren Bogens zwischen den Punk-
ten auf dem Kreis. Je langer die Sehne, desto ldnger ist ebenfalls das verbindende Kreissegment;
man sagt, die beiden Metriken seien ordinal dquivalent. Hat man allerdings statt eines Krei-
ses eine Ellipse, so erweisen sich die beiden Metriken nicht mehr als ordinal dquivalent. Eine
gegebene Menge von Distanzen 148t nur noch héchstens eine der beiden Metriken zu.

Betrachtet man nun irgenddrei Punkte auf dem Kreisumfang, so ist die Summe der Distanzen
zwischen den dufleren Punkten und dem mittleren Punkt stets gleich der Distanz zwischen den
duBeren Punkten. Diese Aussage iibertréigt sich nicht auf die Distanzen, die durch die Sehnen
gegeben sind. Der Grund dafiir ist, wie Beals et al. ausfithren, die Tatsache, dafl man hier
eben nur Punkte auf dem Kreisumfang betrachtet. Punkte im Inneren des Kreises sind ja nicht
“erklart” worden. Bei den gingigen Metriken wie der oben angegebenen euklidischen Metrik
wird aber davon ausgegangen, daf§ Punkte, die die Additivitdtseigenschaft ermoglichen, stets
gegeben sind. M4 is die Forderung nach der Existenz solcher Punkte. Es soll also ausgeschlossen
werden, daf} die Punkte nur auf bestimmten (Hyper-) Ebenen liegen kénnen. O

Wie die Autoren weiter zeigen, ist der Begriff der Kontur gleicher Ahnlichkeit (isosimilarity
contour, isosimilarity sphere) von zentraler Bedeutung fiir die Annahme der Existenz einer
Metrik. Der Begriff soll deshalb ausfiihrlich definiert werden:

Definition 3.1 Es seien a, b, ¢, ... Objekte, die in einem metrischen Raum reprdsentiert wer-
den konnen derart, daf8 die Distanz zwischen den entsprechenden Punkten des Raumes die
psychologische Undhnlichkeit der Objekte abbildet?. Mit § werde die Undhnlichkeit bezeichnet,
und die Schreibweise §(a,b) ~ §(a’, V") soll anzeigen, dafS die Objekte a, b einerseits und o', b’
andererseits gleich undhnlich sind. Dann ist eine Kontur gleicher Ahnlichkeit mit dem Zentrum
a und dem Radius §(a,b) die Menge aller Punkte (= Objekte) o', fir die 6(a,a’) ~ 6(a,b) gilt.
Zwei Konturen gleicher Ahnlichkeit heifien konzentrisch, wenn sie das gleiche Zentrum a haben.

Anhand der Begriffe “segmentelle Additivitit” und "Kontur gleicher Ahnlichkeit” 18t sich der
Begriff der Homogenitét eines Raumes charakterisieren. Dazu betrachte man zwei konzentrische
Konturen gleicher Ahnlichkeit um das Objekt a. Jedes Objekt ¢ auf der #uBeren Kontur defi-
niert dann in bezug auf a eine Richtung im Raum. Weiter sei die Forderung nach segmenteller
Additivitat erfiillt. Auf der Verbindungslinie von a nach ¢ liegt dann ein Objekt b derart, daf3
d(a,c) = d(a,b)+d(b, c). Die Dreiecksungleichung impliziert dann, daf} es keinen anderen Punkt
als b auf der Kontur gleicher Ahnlichkeit gibt, der néher an ¢ liegt; die Distanz d(b, c) ist gerade
die Differenz der Radien der beiden Konturen gleicher Ahnlichkeit. Diese Differenz sollte die
gleiche sein fiir alle Richtungen, d.h. fiir alle Punkte ¢ auf der &uleren Kontur.

Ist diese Richtungs- und Ortshomogenitéit nicht gegeben, so existiert auch keine Metrik, d.h.
es konnen keine Distanzen zwischen den Objekten gefunden werden, die den Axiomen der Metrik

2Da die Objekte eindeutig jeweils einem Punkt zugeordnet werden, wird zur Vereinfachung der Sprache im
folgenden nicht zwischen einem Objekt und dem es représentierenden Punkt unterschieden.
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geniigen. Umgekehrt 148t sich eine Metrik durch die Form einer Kontur gleicher Ahnlichkeit
veranschaulichen; ein Beispiel wird fiir die Minkowski-Metrik weiter unten gegeben.

3.2 Intra- und interdimensionale Charakterisierungen

Das Ziel der multidimensionalen Skalierung besteht darin, die interessierenden Objekte in einem
Koordinatensystem zu beschreiben, dessen Achsen gewisse latenten Dimensionen sind, durch die
die Objekte beschrieben werden kénnen. Um zu einer solchen Représentation zu gelangen, mufl
erklédrt werden, wie die Unterschiede der Objekte beziiglich ihrer Koordinaten auf den einzelnen
Dimensionen die insgesamt wahrgenommenen Unterschiede oder Un&hnlichkeiten zwischen den
Objekten bestimmen. Es seien a;, b;, ¢;, ... die Werte der Koordinaten der Objekte a, b, ¢, ...
auf der i-ten Dimension. Beals et al. stellen zwei Forderungen auf:

1. Intradimensionale Subtraktivitit: Der Beitrag der i-ten Dimension zur GesamtunAhnlichkeit

sei durch

pi(ai, bi) = ¢i(la; — bil) (13)
gegeben, wobei ¢; eine monoton wachsende Funktionen der Betréige der Differenzen a; —b;
ist.

2. Interdimensionale Additivitit Die Distanz zwischen a und b sei durch

d(a,b) = F (Z bs(as, bs)> (14)

gegeben.

Beals et al. formulieren dann eine Reihe notwendiger und hinreichender Bedingungen, die er-
fiillt sein miissen, damit interdimensionale Additivitit und intradimensionale Subtraktivitéit
angenommen werden kénnen. Ein empirischer Test dieser Bedingungen erlaubt es dann, zu
entscheiden, ob diese beiden Eigenschaften angenommen werden diirfen oder nicht. Da es in
den meisten praktischen Situationen sehr schwierig sein diirfte, diese Bedingungen empirisch zu
iiberpriifen, soll auf eine detaillierte Darstellung dieser Bedingungen an dieser Stelle verzichtet
werden. Statt dessen soll eine Metrik eingefiihrt werden, die - sind die genannten Bedingungen
erfiillt - fiir die praktische Arbeit in Frage kommt.

3.3 Die Minkowski-Metrik

Definition 3.2 Die Objekte werden in bezug auf r Dimensionen Dy, - - -, D, miteinander
verglichen; das Objekt a € Q) habe die Ausprigungen a1, - - -, a, auf den Dimensionen Dy, --- |
D,, und b € Q habe die Ausprigungen by, - -, b.. Es gelte

r 1/p
d(a,b) = [Z |as —bsd , (15)

wobei die reelle Zahl p > 0 ein freier Parameter ist. Dann ist durch d eine Minkowski-Metrik?
definiert.

Theorem 3.1 Durch (13) wird eine Metrik definiert.

3Hermann Minkowski (1964 — 1909), Mathematiker und Lehrer Einsteins. Er fithrte diesen Distanzbegriff
in Zusammenhang mit seinem Vorschlag, Zeit und Raum zu einem 4-dimensionalen Raum-Zeit-Kontinuum
zusammenzufassen, ein. Einstein iibernahm diesen Begriff fiir seine Allgemeine Relativitétstheorie.
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Beweis: Die Giiltigkeit von d(a,b) > 0 und d(a,b) = d(b, a) ist offenkundig. Es bleibt zu zeigen,
daf die Dreiecksungleichung gilt. Der Nachweis ist ein wenig langlich und soll hier iibergangen
werden (s. Kolmogoroff und Fomin (1970)). O

Offenbar erfiillt die Minkowski-Metrik die Bedingungen der intradimensionalen Subtrakti-
vitdt und der interdimensionalen Additivitat. Die Minkowski-Metrik wurde zuerst von Kruskal
(1964) in die Diskussion der multidimensionalen Skalierung eingebracht.

Fafit man fiir einen Moment p als freien Parameter auf, so kann man sagen, dafl die Minkowski-
Metrik eigentlich eine Klasse von Metriken definiert, die sich eben durch den Wert von p un-
terscheiden; in Abb.[Ilwurden die Spezialfille p = 1 und p = 2 bereits illustriert. Die Konturen
gleicher Ahnlichkeit fiir verschiedene Werte von p wird in Abb. 2] gezeigt. Einige wichtige Spe-

Abbildung 2: Minkowski-Metriken und Konturen gleicher Ahnlichkeit
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zialfille sollen kurz beschrieben werden.

3.3.1 Der Fallp =1

In diesem Fall gilt

T
d(a,b) = las — by (16)
s=1
Die wahrgenommene Unédhnlichkeit entspricht demnach einfach der Summe der bei den einzel-
nen Dimensionen wahrgenommenen Unterschieden.

Das Modell (16) wurde bereits von Housholder und Landahl (1945) vorgeschlagen; diese
Autoren argumentierten, dafl das Nervensystem registirierte Unterschiede aufaddiere, um die
Unéhnlichkeit zweier Stimuli zu représentieren. Attneave (1950) griff das Modell in einer Dis-
kussion des Ahnlichkeitsbegriffs wieder auf und gab ihm den Namen "City-Block-Modell”, - aus
offenkundigen Griinden. Denn man gelangt von einem Ort (=Objekt) a zu einem anderen b
nur, indem man "Wege” parallel den Koordinatenachsen geht. Dies gleicht der Situation einer
Person in Manhattan, die von Punkt a zu Punkt b gelangen will: liegen die beiden Punkte in
einer Strafle, so mufl man nur geradeaus gehen, liegen sie nicht in einer Strafe, so mufl man
Straen durchlaufen, die stets in einem rechten Winkel zueinander liegen.

Das City-Block-Modell ergibt sich u.a. dann, wenn die Objekte hinsichtlich verschiedener,
sich nicht {iberschneidender (disjunkter) Eigenschaftsmengen beurteilt werden.
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Diese Interpretation korrespondiert zu der von Shepard (1964), der argumentierte, dafl Me-
triken mit p-werten in der Nachbarschaft von 1 dann zu erwarten seien, wenn die Aufmerk-
samkeit der Beurteiler zwischen verschiedenen Dimensionen, hinsichtlich derer sich die Objekte
unterscheiden, flukutiert.

3.3.2 Der Fall p=2

In diesem Fall ergibt sich

; 1/2
d(av b) = [Z(as - bs)2‘| (17)

s=1
also die bereits bekannte euklidische Metrik.

Es wird oft argumentiert, dal die euklidische Metrik dann den Urteilen iiber die Unéhn-
lichkeit von Objekten unterliegt, wenn die Objekte in einem ”diffusen” Merkmalsraum definiert
sind. Gemeint sind damit Merkmale, die wie Tonhohe, Helligkeit, Klangfarbe oder Farbton etc.
kontinuierlich variieren (Torgerson (1958, 1965), Shepard (1964), Hyman and Well (1967)). Der
folgende Satz mag zur Plausibilitdt dieser Aussage beitragen:

Theorem 3.2 Es sei ) eine Menge von Objekten, die durch Punkte in einem Raum reprdi-
sentiert werden kénnen, der durch eine Minkowski-Metrik mit dem Parameter p charakterisiert
sei. Der Wert ist nur dann invariant gegeniiber Rotationen der Achsen des Raumes, wenn die
Metrik euklidisch ist, d.h. wenn p = 2.

Beweis: Der Einfachheit halber werde der Fall » = 2 angenommen. Es werde x; := a; — b;
gesetzt. d(a,b) kann als Wert einer Funktion der r = 2 Variablen x1, x2 aufgefalit werden. Die
Rotation des Achsensystems bedeutet, dafl die z;-Werte in bestimmte, vom Rotationswinkel «
abhéngige y;-Werte {ibergehen. Die Transformationsformeln sind bekanntlich durch

Y1 = T1cCoSx+ Tosina

Yo = TocoSa— xpSina (18)
gegeben. Nach der Rotation ist dann die Minkowski-Distanz durch
da(a,b) = (4} +y5)"/?

gegeben, wobei der Index « bei d anzeigen soll, dafl es sich um die Distanz nach der Rotation
des Achsensystems um « handeln soll. Setzt man fiir y; die Ausdriicke aus (18) ein, so erhélt
man

do(a,b) = [(z1 cosa — xasina)? + (z3 cosa — a7 sin a)p]l/p.

Die Distanz zwischen zwei Objekten soll durch die Rotation nicht geindert werden, d.h. es wird
do(a,b) = const fiir alle a gefordert. Dann muf} die Ableitung d,(a,b)/da = 0 sein fiir alle
«. Fiihrt man die Differentiation nach « durch und vereinfacht die entstehenden Ausdriicke,
so sieht man, daf d,(a,b)/doa = 0 nur dann, wenn die Gleichung (z1 cosa + zasina)P~2 =
(w9 cosa — xq sin )P~ 2 fiir alle z1, z2 und fiir alle « erfiillt ist; dies ist offenbar nur dann der
Fall, wenn p = 2. O

Dieser Satz impliziert, dafl es nicht bestimmite Dimensionen (= Rotationen) sind, die die
Distanz zwischen zwei Objekten festlegen, wenn p = 2. Fiir p # 2 gilt dann gerade die Umkeh-
rung; in diesem Fall sind es bestimmte Dimensionen, die den Unterschied zwischen den Objek-
ten erzeugen. Zur Illustration sei noch einmal an die Thurstonesche Skalierung von Verbrechen
hinsichtlich ihrer Schwere erinnert. Nimmt man an, daf3 die Urteile aufgrund der Bewertung
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hinsichtlich einiger latenter Dimensionen zustande kommen, und nimmt man weiter an, dafl
diese Dimensionen wie unabhéngige Pridiktoren in einer multiplen Regression wirken, so er-
scheint ja der Vektor der Skalenwerte als Linearkombination der Vektoren, die die latenten
Dimensionen abbilden. Fiir den "latenten” Raum ist dann eine euklidische Metrik definiert. Die
prinzipielle Austauschbarkeit der Basisdimensionen hat dabei aber zu begrifflichen Schwierig-
keiten gefiihrt; die Annahme einer nicht-euklidischen Metrik fiir den semantischen Raum koénnte
diese Schwierigkeiten auflésen.

In einer euklidischen Metrik kénnen die Objekte durch Vektoren v, = (a1, -, a,), vp, =
(b1,---,b.) etc. abgebildet werden. Die Distanz zwischen den Objekten ist dann durch die
Distanz zwischen den Endpunkten der Vektoren gegeben; insbesondere ist

r

d2(aa b) = Z(as - bs)2 (19)

s=1

Ausmultipliziert ergibt sich
d*(a,b) =D (a2 +b2 —2a,b,) = a+ Y b2 -2 ab,
s=1 s=1 s=1 s=1
Dies ist aber gleichbedeutend mit
d*(a,b) = [va]? + |vb]? — 20,03 (20)

Dabei sind |v,| und |vp| die Lingen der Vektoren und v, v, ist das Skalarprodukt zwischen ihnen.

3.3.3 Die Supremumsmetrik, p — oo

Es sei
|ag — bg| = max |as — bs| (21)

d.h. Jag — bo| sei der Absolutbetrag der gréBiten Koordinatendifferenz. Betrachtet werde

(i) =% (=)

=1

Offenbar gilt

@5 — bs| <1, fiiralles
lao — bol
Dann folglE
S bS P
lim ('a |> 0, s#0
p—0o0 |CLO — bo|
und demnach »
lim ( d(a,b) > 1,
p—oo |CLQ - bo‘
also
d(a,b) — |ag — bo|. (22)

4Sei y > 0; fur y > 1, logy > 0, und fiir y < 1 ist logy < 0; insbesondere gilt logy — —oo fiir y — 0.
Nun sei y = aP, mit a < 1, p > 0. Dann folgt a? — 0 fiir p — o0, denn logy = ploga < 0, da loga < 0, und
dementsprechend logy = ploga — —oo fiir p — 0o. Aber logy — —oo bedeutet, wie gerade gezeigt, y = a? — 0.
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Fiir einen groflen Wert des Parameters p ist die Distanz zwischen den Objekten a und b also im
wesentlichen durch diejenge Differenz der Koordinatenwerte bestimmt, die von allen Diferenzen
die grofite ist. Gilt

d(a,b) = |ap — bol, (23)

so spricht man auch von der Supremumsmetrik. Natiirlich ist ein grofler p-Wert nicht die einzige
Bedingung, unter der die Supremumsmetrik gilt; es ist moglich, dafl die Beurteiler einfach ihre
Urteile nach der maximalen Diffferenz ausrichten. Dieser Fall ist dann von dem eines grofien
p-Wertes nicht zu unterscheiden.

3.3.4 Der Fall p — 0

Der Fall p = 0 ist natiirlich nicht definiert, da 1/p dann nicht erkléirt ist. Aber der Fall p —
0, p # 0 kann betrachtet werden.

Sicherlich gilt fiir p — 0.
las — bs|P — 1 fiir alle s

Dann folgt
d(a,b) = r (24)

d.h. es gilt d(a,b) = r fiir alle @ und b. Die Unéhnlichkeit ist einfach durch die Anzahl der
beurteilten Dimensionen gegeben und fiir alle Paare von Objekten gleich grof}; der Wert der
Differenzen auf den einzelnen Dimensionen geht in die Urteile nicht mehr ein.

3.3.5 Der allgemeine Fall

Eine interessante Interpretation der Minkowski-Metrik wurde von Wender (1968) vorgeschlagen.
Es sei v, = (a1, --,as) der Vektor der Koordinaten des Punktes a in einem Raum mit einer
Minkowski-Metrik mit dem Parameter p. Die Liange dieses Vektors ist gleich dem Abstand, d.h.

der Distanz, zwischen dem Ursprung des Koordinatensystems und dem Punkt a, und geméf
der allgemeinen Minkowski-Metrik durch

r 1/p
0(0, ) = |va| = (Z |as|p) (25)
s=1
gegeben. Dann ist

T
vl = Z |as|?.
s=1

Aber es ist sicherlich |v,|P = |v,|P~!|v,| und analog dazu |as|P = |as|P~!|as|, so daB

. |as| e
a0.0)=foal = 3 (121)

s=1

= () =

d(O’ Cl) = Z gs|as|~ (27)
s=1

Setzt man nun

so erhélt man

Diese Gleichung besagt, daf§ sich der Abstand eines Punktes vom Nullpunkt durch eine gewo-
gene Summe der Absolutbetriige der Koordinaten auffassen lit. Eine analoge Betrachtung gilt
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fiir beliebige Distanzen d(a,b). Aus (26) folgert man, daf fiir kleine Werte von a; das Gewicht
gs klein wird, wenn p grofie Werte hat. Die Distanzen d(0, a) oder allgemein d(a, b) sind dann im
wesentlichen durch die groflen Differenzen |as| bzw. |as — bs| bestimmt. Die groen Differenzen
ziehen gewissermafien den grofiten Teil der Aufmerksamkeit auf sich, die kleinen werden ver-
nachléssigt. Die Wendersche Interpretation deckt sich also mit derjenigen, derzufolge der Wert
von p den Grad der Aufmerksamkeit widerspiegelt, der den Dimensionen zukommt, und diese
Aufmerksamkeit richtet sich nach der Gréfle der Unterschiede zwischen den Koordinaten.

Es sollen noch die Gewichte fiir kleine Werte von p betrachtet werden. Der erste Fall sei
p — 2; aus (26) folgt dann sofort gs — |as|/|ve]| fir alle s, so dafl das Gewicht einer Dimension
proportional zur Ausprigung (bzw. zur Differenz im Falle d(a, b)) eines Merkmals ist. Fiir p — 1
folgt gs — 1, d.h. alle Dimensionen haben das gleiche Gewicht. Fiir p < 1 schliellich folgt

g = (|as|>p1 <|va|)1p
’ |Val |as]

d.h. die Gewichte nehmen Werte umgekehrt proportional den Auspridgungen |as| an, as # 0
vorausgesetzt.

Was diese Aussagen iiber die Gewichte g; bedeuten, kann nur anhand der Objekte diskutiert
werden, die man bei einer speziellen Untersuchung betrachtet; die vorangegangene Diskussion
der Minkowski-Metrik kann nur allgemeine Linien der Interpretation andeuten. Die Ziele der
speziellen Untersuchung lassen dann auch eine genauere Untersuchung der Frage zu, wieweit eine
mehrdimensionale Skalierung von Objekten iiberhaupt Einblick in die Wahrnehmungsstruktur
bzw. in die kognitiven Prozesse der Beurteilung liefert. Vielleicht liefert eine mehrdimensiona-
le Skalierung eine Beschreibung, die bestimmte Aspekte der Urteilsbildung aufscheinen 148t;
ohne eine unabhéngig von der Skalierung formulierte Theorie der Prozesse oder ohne geziel-
te Fragestellungen etwa beziiglich des Wertes von p wird man kaum viel Gewinn aus einer
mehrdimensionalen Skalierung ziehen.

Auf spezifische Probleme der Représentation der Struktur psychologischer "Objekte” weisen
Tversky und Hutchinson (1986) hin. Die Autoren zeigen, dafl geometrische Modelle eine fiir das
spezielle Modell spezifische obere Grenze der Anzahl der Punkte definieren, die den gleichen
ndchsten Nachbar haben. Der néchste Nachbar des i-ten Objekts ist das j-te Objekt, wenn gilt

d(i,j) < d(i,k) fiir alle k& # j

Das j-te Objekt ist dann dem i-ten am dhnlichsten, oder wird am héufigsten mit ihm ver-
wechselt, etc.. Die Relation ”ist néchster Nachbar” ist nicht symmetrisch: fiir das i-te Objekt
kann das j-te der ndchste Nachbar sein, aber das i-te Objekt muf} nicht der nichste Nachbar
fiir das j-te Objekt sein. Tversky et al. weisen darauf hin, dafl in einer Dimension ein Punkt
hochstens zwei néchste Nachbarn haben kann, in zwei Dimensionen hochstens fiinf, in drei Di-
mensionen hochstens 11, ete.. Sie zeigen anhand verschiedener Datensétze, dafl insbesondere bei
begrifflichen Stimuli (= "Objekten”) ihre geometrische Reprisentation erhebliche Verzerrungen
aufweist: eine Ursache dafiir ist, dafl diese Art von Objekten oft eine hierarchische Struktur
hat, etwa Frucht — Siidfrucht — (Orange, Banane, ...), Frucht — Apfel, etc.. Die Problematik
tritt kaum auf bei Objekten der unmittelbaren Wahrnehmung, wie Farben, Kldngen etc.. Diese
Befunde zeigen, dafl die oben angeratene Vorsicht sich nicht nur aus epistemologischer Moral
ergibt.

4 Die Skalierung von Distanzen

Bei der multidimensionalen Skalierung werden latente Dimensionen zur Erkldrung von Distanz-
maflen bestimmt. Solche Mafle konnen auf verschiedene Weise zustande kommen:
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1. Durch direkte Schitzung von Unéhnlichkeiten d;; (psychologischen Distanzen) fiir Paare
(wi,w;) von Objekten.

2. Durch direkte Schiitzung von Ahnlichkeiten 0;; fiir Paare (w;,w;) von Objekten. Diese
Schétzungen o;; missen in Distanzmafe transformiert werden; dazu wird eine monoton
fallende Funktion f mit f(o;;) = d;; angenommen.

3. Durch indirekte Schitzung von Ahnlichkeiten oder Distanzen iiber bedingte Hiufigkeiten
h(z;ly;) und hey;le;) (Konfusionen). So kann y; ein bestimmter Stimulus sein, und die
Aufgabe der Vp kann darin bestehen, den Stimulus zu identifizieren, wobei sie ihn mit
anderen aus einer vorgegebenen Menge, etwa mit x;, verwechseln kann. In einem anderen
Fall kénnen die y; und z; Personen sein, und h(z;|y;) ist die Héufigkeit, mit der y; sich
an x; wendet.

4. Durch Urteile {iber das Ausmaf}, in dem ein Merkmal in einem anderen ”enthalten” ist.

4.1 Torgersons Methode der vollstindigen Triaden

Varianten der direkten Schiatzung — etwa auf Ratingskalen — sind Methoden wie die der wvoll-
standigen Triaden (Torgerson (1958)), bei der die Vp Aussagen der Form "Stimulus w; ist dem
Stimulus w; &hnlicher als wy” entweder zustimmt oder nicht. Aus der relativen Héufigkeit der
"Ja”-Antworten lassen sich dann Distanzmasse d;j;, d;; und dji herleiten. Denn wenn die Un-
terschiede zwischen den Objekten nicht allzu grof§ sind, werden die genannten Urteile nicht
mit Sicherheit gefillt, so dal die Urteile nur zu einem Teil ﬁ;k von der obengenannten Form
sind, und zu einem komplementéren Teil pi, ; von der Form "Stimulus w; ist dem Stimulus wy,
ghnlicher als w;”. Dann wird angenommen, dafl etwa

Pl = ®(dij — dix) (28)
ist, wobei ® eine Wahrscheinlichkeitsfunktion ist; speziell wird die Normalverteilung angenom-
men, d.h.

. R R 1 dij—dik 22
=0y —dw) =5 [ o= )d

Die Beziehung (28) erlaubt die Bestimmung der Differenzen a?ij — cfik; es ist

O™ (py) = dij — du, (29)
Die Details der Methode findet man in Torgerson (1958). Der Nachteil dieses Ansatzes besteht
darin, dafl eben nur die Differenzen (29) von Distanzen geschiitzt werden kénnen, was bedeutet,
daf die Distanzen nur in ihrer relativen Gréfie zueinander geschéitzt werden kénnen, nicht aber
ihr absoluter Wert, d.h. die Schitzung der Distanzen hat nur Intervallskalenqualitét. Torgerson
spricht dementsprechend von (29) als von den komparativen Distanzen. Darauf wird weiter unten
noch eingegangen. Ein weiterer Nachteil besteht in der groflen Zahl von Vergleichen, die eine
Person durchfithren muf, denn fiir n Objekte gibt es n(n —1)(n —2)/6 mogliche Dreiergruppen
von Objekten (Triaden); fiir n = 7 etwa mufl die Vp zwar erst 35 Urteile abgeben, fiir n = 10
sind es dann aber bereits 120. Die unvermeidlichen Aufmerksamkeitsfluktuationen sind dann
eine nicht zu unterschéitzende Fehlerquelle.

4.2 Bedingte Haufigkeiten und Konfusionen

Liegen nur H&ufigkeiten von Konfusionen zwischen Objekten vor, so mufl von ihnen zu Schét-
zungen fiir Distanzen iibergegangen werden. Hierzu gibt es verschiedene Ansétze. Luce (1963)
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schlug das Modell

o (i, y;)0(y;)

M) = S oy bor) (30
vor; hierin ist o(z;,y;) die Ahnlichkeit zwischen z; und y; und b(y;) ist einfach ein Bias, mit dem
die Vp sich fiir y; entscheidet. Die Asymmetrie zwischen h(y;|x;) und h(z;|y;) wird also durch
Einfithren des Bias erkldrt, denn das Mafl ¢ wird als symmetrisches Mafl angenommen; ver-
mutlich, weil der angenommene Begriff der Ahnlichkeit die Annahme einer solchen Symmetrie
nahelegt, nicht, weil sich die Symmetrie der Ahnlichkeit aus einem Modell iiber Wahrnehmungs-
funktionen oder kognitive Prozesse ergéibe. Dariiber hinaus wird angenommen, dafl

ein Distanzmaf ist, das die Bedingungen einer Metrik erfiillt. In anderen Worten, es soll
o(aiyy;) = e~ (32

gelten. Fiir eine weiterfithrende Diskussion dieses Ansatzes mufl auf Luce (1963) verwiesen
werden.

Shepard (1958) gelangt iiber Betrachtungen der Reizgeneralisierung zu einem Ausdruck, in
dem die bedingten H&ufigkeiten fiir Entscheidungen fiir ein bestimmtes Objekt ebenfalls iiber
die Exponentialfunktion auf die Distanz bezogen werden. Der Einfachheit halber werde

hij = h(yjlz:),  hji = h(wzy;)

gesetzt. Shepard (1958) zeigt dann, dafl unter bestimmten Bedingungen

(33)

wobei k eine Konstante und d;; die symmetrische Distanz zwischen x; und y; ist. Man bemerke,
dafl die linke Seite von (33) im wesentlichen ein geometrisches Mittel der Verwechslungshéufig-
keiten und deshalb ein (symmetrisches) Maf fiir die Ahnlichkeit der Objekte w; und w; ist (auf
die Reihenfolge der Zahlen bei der Produktbildung kommt es nicht an!). Im iibrigen mufl man
sagen, daf} die Shepardsche Herleitung von (33) auf empirisch kaum iiberpriifbaren Annahmen
beruht, so dal man (33) auch gleich einfach als Annahme einfithren kann.

4.3 Urtelle des "Enthaltenseins”

Fiir eine Reihe von Merkmalen konnen Aussagen der Art "Das Merkmal a ist zum Anteil p im
Merkmal b enthalten” gemacht werden, oder Aussagen der Form "Ist x; gegeben, dann ist mit
der Wahrscheinlichkeit p auch y; gegeben”. Solche Aussagen konnen ebenfalls zu einem Distanz-
oder Ahnlichkeitsma8 fiir die Merkmale a und b fiihren.

4.3.1 Der Ansatz von Hays (1958)

Es seien aq, - - -, a, Objekte oder Merkmale. Aussagen der obigen Form kénnen dann als Anga-
ben der Form p(aj|a;) oder p(a;|a;) gedeutet werden, wobei h durch p ersetzt wurde, um den
umgangssprachlichen Gebrauch des Wortes "Wahrscheinlichkeit”’anzudeuten (natiirlich kénnen
auch wirkliche Wahrscheinlichkeiten eingesetzt werden). Weiter sei A; die Aspektmenge des
Objekts a;. Hays setzt dann

m(A;) (34)

plajlai) =
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und p(a;|a;) ist natiirlich analog definiert; m ist ein Mafl auf den Mengen A;. Aus (34) folgt

sofort
plajla;) — m(A;)

= 35
plafay) ~ m(A) %)
Summiert man diese Ausdriicke iiber alle 7, so erhélt man
plajla;) _ <~ m(4;) ~ 1
= =m(A4;) (36)
z; p(aila;) ; m(A4;) ! i1 m(A4;)

"1
C*Zm(Ai) (37)

c ist eine Konstante fiir alle m(A;), und damit erhdlt man aus den p(A;|A4;) eine Abschétzung
des Mafles m(A;), fiir alle j. Wegen (34) folgt dann aber auch cm(A4; NA;) = cp(a;|a;) m(A;).
Aufgrund der Definition der Aspektdistanz erhédlt man dann die Schatzung

dij = Cdij = cm(AZ) + cm(Aj) — 20m(AZ n AJ) (38)

Der unbekannte Faktor wird dabei als fiir alle Distanzen gleich angenommen, so daf§ die Di-
stanzen zwischen a; und a; bis auf einen Skalenfaktor (c) bestimmt sind.

Hays (1958) interpretiert die Distanzen als euklidische Distanzen. Die Ableitung von (38)
impliziert aber an keiner Stelle, daf} diese Interpretation notwendig ist. Vermutlich hat Hays
die Moglichkeit, andere als euklidische Distanzen zu betrachten, nicht gesehen; Kruskal (1964)
war wahrscheinlich der erste, der die allgemeine Minkowski-Distanz in die Diskussion brachte.

4.3.2 Ekman und Lindmans (1961) Modell

Mehr der Vollstiandigkeit halber und um die Moglichkeiten des Modellierens aufzuzeigen sei
noch kurz auf das Modell von Ekman und Lindman (1961) eingegangen. Es wird angenom-
men, daf§ die zu beurteilenden Stimuli in einem mehrdimensionalen Raum mit einer euklidi-
schen Metrik liegen. Wie im faktorenanalytischen Modell werden die Stimuli durch Vektoren
v;,5,1,J = 1,---,n reprisentiert. Die Ahnlichkeit zwischen zwei Stimuli ist immer abhingig
von der Menge der Merkmale oder Aspekte, die die Stimuli gemeinsam haben, also davon, wie-
weit die Menge des einen Stimuli in der des anderen enthalten ist; dariiber hinaus werden die
MafBle der Gesamtmengen eine Rolle spielen. Ekman et al. machen nun die Annahme, dafl ein
Ma8 fiir das Enthaltensein durch die Projektionen der Vektoren v; und vj;, die die Stimuli o;
und o; représentieren, gegeben sind sind (vergl. Abb. [3). Die Vektoren v; und v; bilden den
Winkel ¢;;. Es sei p;; die Projektion des Vektors v; auf den Vektor v;, und p;; sei die Projektion
des Vektors v; auf den Vektor v;. Aus der Definition des Kosinus folgt sofort

_ Dij _ Dji
vl vy

oS ¢y (39)

Die Versuchsperson (Vp) wird nun gebeten, Urteile der Form ”Stimulus o; ist in Stimulus o im
Ausmaf} g;; enthalten.” abzugeben. Der Wert ¢;; wird dabei direkt als Prozentsatz geschétzt.
Ebenso gibt die Vp das Urteil ¢;; ab, also eine Schétzung des Ausmafes, in dem der Stimulus
o; im Stimulus o; enthalten ist. Formal entsprechen diese Aussagen den Gleichungen

Dij Dji
_ o 40
ol Y o (40)

qij
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Abbildung 3: Vektorprojektionen

Vi

Pji

¢ij

Dij

Damit ist eine direkte Beziehung zu den Kosinus in gegeben: es ist

DPij Pji _ Pij Pji
ol fos| - fog] fvil

qijq5i =

d.h.

¢ij45i = cos*(di;) (41)
bzw.

cos Gij = /ijqji (42)
Die Kosinus cos ¢;; entsprechen aber Korrelationskoeffizienten bis auf einen Faktor (1/n) (vergl.
Anhang) und kénnen damit direkt faktorenanalysiert werden.

Die Herleitung von Beziehungen zwischen Ahnlichkeiten, Distanzen und Konfusionsmafien
h(y;|z;) bzw. p(aj|a;) sind alle plausibel, aber kaum eine basiert auf einem expliziten psycho-
logischen Modell. Fiir viele Zwecke erscheint daher die direkte Schitzung von Distanzen als
Unéhnlichkeiten auch der direkteste Weg, zu Maflen zu gelangen, die als Ausgangspunkt fiir
eine multidimensionale Skalierung genommen werden kénnen.

4.4 Torgersons Modell

Es werde angenommen, dafl die Distanzen euklidisch seien, und daf} fiir gegebene n Reize die
(g) Distanzen vorliegen. Die Einbettung der Reizkonfiguration in einen Raum ¥ mit minimaler
Dimensionalitit kann dann mit einer von Torgerson (1962) vorgeschlagenen Methode gefunden
werden.

Die Methode besteht im wesentlichen in einer Anwendung der Hauptachsentransformation,
bei der ein durch latente Variablen definierter Raum {iber die Analyse von Korrelationen zwi-
schen gemessenen Variablen bestimmt wird. Den Korrelationen entsprechen Skalarprodukte von
Vektoren, und Torgerson geht davon aus, daB fiir irgend drei Punkte stets ein Skalarprodukt
berechnet werden kann. Dieser Zusammenhang wird zuerst erldutert.

4.4.1 Korrelationen und Skalarprodukte

Gegeben seien n Reize, die durch n Punkte in einem r-dimensionalen Raum mit euklidischer
Metrik représentierbar seien, wobei; dabei sei r < n. Die Distanzen zwischen den Punkten seien
also euklidisch. Insbesondere betrachten wir irgend drei Objekte a;, a; und ay, die durch die
Punkte ¢, j und k représentiert seien. Die Distanzen zwischen den Punkten seien d(i, j) = d;j,
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d(i,k) = di und d(j,k) = dji. Fiir den Moment fassen wir die d;;, d;; und dj;, als Vektoren
auf : d;; sei der von i nach j zeigende Vektor (mit der Lénge d;;), dix sei der von i nach k
zeigende Vektor mit der Lange d;i, und d;j, sei der von j nach k zeigende Vektor mit der Lénge
dix. Der Winkel zwischen d;; und d;;, sei qﬁijk. Nach dem Kosinussatz gilt

In Abb. [4]ist die Beziehung zwischen den Vektoren fiir den 2-dimensionalen Fall dargestellt.

Abbildung 4: Kosinussatz

Dijk

7

Der Punkt 7 ist durch die Koordinaten a;1, a;2, der Punkt j durch die Koordinaten a;;, a;2 und
k ist durch die Kordinaten ax1, are bestimmt. Nach dem Satz des Pythagoras gilt nun

dij = [(an —aj1)* + (a2 — a;2)*]"/?
dir = [(an —ar)®+ (ajo — arz)?]Y/?
dir = [(aj1 — ar1)? + (a2 — a2)?]"/? (44)

Dann ist d?j =a} + a?l — 2a;1a51 + a + a?Q — 2a;2a42, etc.. Setzt man die entsprechenden
Ausdriicke in ein und vereinfacht, so erhélt man schliellich die Beziehung

ajrak1 + ajoak2 = d;ijdigcosd, ;- (45)

Darin ist aber ajiag1 + ajoake nichts weiter als das Skalarprodukt der Vektoren (a;i,aj2) und
(ak1,ak2)! Fiir den allgemeinen Fall mit » Dimensionen erhélt man dementsprechend als Ver-
allgemeinerung von (45)

Z ajsaks = dijdi, COS Pk (46)
s=1

Man vergleiche in diesem Zusammenhang die Gleichung (43) mit dem Ausdruck (7). Die Glei-
chungen (45) und (46) besagen, dafl d;;d;i cos ¢, 1, gleich dem Skalarprodukt der Vektoren ist,
die die Punkte i, 7 und k im psychologischen Raum ¥ reprisentieren. Aus der Faktorenanalyse
weifl man, dafl die linke Seite von (46) gleich der Korrelation rj; der gemessenen Variablen
X; und X ist. In der Tat lduft die Berechnung der "Ladungen” a;s auf eine Anwendung der
Hauptkomponentenanalyse hinaus.

4.4.2 Bestimmung des Raumes ¥

Aus (43) folgt
1
dijdik cOS Qiji = 5 (d?j +df, — d?k) = bi(jk); (47)
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wegen (46) ist bekannt, da8 by gleich dem Skalarprodukt der von i nach j bzw. k zeigen-
den Vektoren ist. Skalarprodukte entsprechen den Korrelationen zwischen den entsprechenden
Variablen. Die b;(;) konnen nun zu einer Matrix

B; = (bi(jn)) (48)

zusammengefafit werden, d.h. fiir jeden Punkt ¢ kénnen wir die Skalarprodukte der von i zu
irgendzwei anderen Punkten weisenden Vektoren berechnen. Da, wie man sich leicht iiberlegt,
bi(jry = bi(ky) ist, muBl B; eine symmetrische Matrix sein. Dann existiert aber eine Matrix A;
derart, daf

B; = A A (49)
gilt. Die Matrix A; enthélt die a;; fiir alle j; die a;; konnen als Faktorladungen interpretiert
werden und dementsprechend iiber die Faktorenanalyse ermittelt werden. Als Ursprung des
Koordinatensystems hat man dann den Punkt (Reiz) i. Im Falle fehlerbehafteter Daten werden
aber die so ermittelten Punktekonfigurationen fiir jedes ¢ leicht verschieden sein, und man
wihlt deshalb, um die Fehler auszugleichen, den Schwerpunkt der Konfiguration als Ursprung
des Koordinatensystems.

Um die Notation einzufiihren, 148t man zunéichst in den Index i weg. Man hat dann
fir B = AA/ mit B = (bjk;)

bjk = Zajsaks (50)
s=1

Die Verschiebung der Konfiguration derart, dafl der Koordinatenursprung mit dem Ursprung
des Koordinatensystems zusammenfillt, ist eine Translation. Fiir den Mittelpunkt gelte

B* = A*A”
ajs = ajs—Cs (51)

wobei c¢s die Verschiebungskonstante auf der s-ten Dimension ist. Es muf} gelten

1 n 1 n n
€= D2 s = 0 > ks bip =) a5 (52)
n < n
Jj=1 k=1 s=1

Setzt man hier die Ausdriicke aus (51) ein, so erhélt man

I

ik = Z(ajs — ¢s)(aks — ¢s). (53)

s=1
Es gilt nun der
Theorem 4.1 Die Skalarprodukte b, fiir die Paare der Vektoren vom Mittelpunkt der Konfigu-

ration zu den Punkten, die die Reize reprdisentieren, lassen sich tiber die empirisch gewonnenen
Distanzen zwischen den Reizen gemdf

* 1 1 = 2 1 - 2 1 ~ 2 2
=g | et ez 2 — (54)
j=1 k=1 j

Beweis: Den Beweis des Satzes findet man in Torgerson (1962), p. 259.

Aus den empirisch gewonnenen Distanzen kénnen also direkt die Centroid-Skalarprodukte
b3, gewonnen werden. Die b7, kénnen als Korrelationen aufgefaf3t werden und demgeméf fak-
torenanalysiert werden; diese Analyse liefert eine r x n-Matrix von Ausprigungen der n Reize
auf r orthogonalen Dimensionen. Die Dimensionen sind eindeutig bis auf Rotation.
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Werden die Distanzen als komparative Distanzen, etwa nach der oben genannten Methode
der Triaden, bestimmt, so muf} berticksichtigt werden, dafl eben nur Differenzen von Distanzen
bestimmt werden; die Distanzen ergeben sich erst durch Addition einer additiven Konstanten,
die aus den Daten geschétzt werden muf. Eine auf Messick und Abelson (1956) zuriickgehende
Schétzung wird ebenfalls in Torgerson (1962) dargestellt.

Bei Torgersons Skalierung wird im allgemeinen iiber die Urteile von Vpn gemittelt. Dies
setzt voraus, dafl die Vpn im Prinzip die Stimuli in der gleichen Weise sehen; Unterschiede in
den Urteilen beruhen auf statistischen Fluktuationen. Es ist klar, da§ Torgersons Ansatz zu
einer mehrdimensionalen Skala fithren kann, die nicht der Skala auch nur einer einzigen Vp
entspricht.

Bei der Torgerson-Skalierung gibt es nur eine Art, individuelle Differenzen in der Sichtweise
der Stimuli zu erfassen: man muf} die Daten fiir jede befragte Person (Vp) getrennt skalieren.
Dies setzt voraus, dal man von einer einzelnen Person geniigend viele Urteile bekommt, um eine
statistisch stabile Abschitzung der Distanzen zu erhalten. Mindestens ebenso schwerwiegend
wie dieses Erhebungsproblem ist aber die Frage, wie unterschiedlich denn die Faktorenl6sungen
einzelner Vpn sein miissen, um einen systematischen Unterschied der Sichtweisen nahezulegen.
Weiter mufl man sich fragen, worin ein solcher Unterschied besteht, denn man kann ja par-
tiell in der Sichtweise {ibereinstimmen, und partiell nicht {ibereinstimmen. Einen Ansatz zur
Beantwortung dieser Fragen haben Tucker und Messick (1963) geliefert.

4.5 Die Verallgemeinerung von Tucker und Messick

Wie bei der Torgerson-Skalierung gehen wir von empirisch gewonnenen Distanzen zwischen
den Stimuli aus. Hat man n Stimuli, so gibt es pro Vp (n(n — 1)/2) Distanzurteile (natiirlich
kann jede Vp die Paare mehrfach beurteilen, und die hier betrachteten Distanzen sind dann
individuelle Mittelwerte). Es gebe N Vpn. Wir kénnen dann eine Datenmatrix X aufstellen:
X habe N Spalten und m = n(n — 1)/2 Zeilen. Jede Zeile enthélt die Distanzurteile der N
Vpn fiir ein bestimmtes Reizpaar (4, k). Das Tucker-Messick-Modell besteht im Wesentlichen in
einer Anwendung des Satzes iiber die Basisstruktur einer gegebenen Matrix. Ist X eine beliebige
m x N-Matrix mit Rang rg(X) = r < min(m, N) so existieren stets r linear unabhéngige, m-
dimensionale Vektoren derart, daf fiir den j-ten Spaltenvektor X; von X die Darstellung

Xj = plel + - +pj7"AT- (55)

gilt. Dabei sind die p;i, k = 1,- - -,r "Gewichte”, mit denen die Vektoren A; in die Darstellung
von X eingehen. Die Ay, werden in einer Matrix A zusammengefait, A = [A;,---, A,], und die
Koeflizienten p;;, in einer Matrix P. Dann kann in der Form

X = AP (56)

ausgedriickt werrden, wobei X = [Xy, -+, X,,] ist. Die Vektoren Ay miissen linear unabhéingig
sein, dariiber hinaus ist man in ihrer Wahl frei. Deswegen ist es keine Einschrinkung der All-
gemeinheit, sie insbesondere orthogonal zu wéhlen. Dann erhélt man sofort eine Identifikation
der Matrix P. Denn bildet man das Produkt X’X, so ist nach (56)

X'X = PA'AP'. (57)

Da die Ay als orthogonal vorausgesetzt werden, mufl A’A = A eine Diagonalmatrix sein, da sie

ja die Skalarprodukte A} A, enthélt, und A} A, = 0 fiir k # s und A} A, = Ay, fiir s = k, Ay, das
Quadrat der Liange von Aj. Damit ist (57) &dquivalent zu

X'X = PAP', A = diag(A1,- -+, \p), (58)
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und dieser Ausdruck wiederum besagt, dafl P die Matrix der Eigenvektoren und A die Dia-
gonalmatrix der Eigenwerte von X’X ist. Die Eigenwerte A\ von X’X entsprechen also den
Quadraten der Lingen der Basisvektoren Aj. Die Eigenvektoren in P koénnen als normiert
betrachtet werden; damit gilt PP = I. Wiren die P, nicht normiert, so hiitten sie Lingen
7, und es wire P'P = Il = diag(n?,- - ',w,%). Ein Eigenvektor wird normiert, indem seine
Komponenten mit 1/7 multipliziert werden. In Matrixform erhélt man die normierten Eigen-
vektoren durch Bildung des Produkts P = PII"Y/2, so da§ P = PIY2 und X = AIl'/2P/,
X'X = PII'2A'AIT'/2P’ = PIOY2AIY2P'; darin ist ITY/2AITY/2 wieder eine Diagonalmatrix
diag(m? A1, -+, m2\,.). Die Betrachtung der normierten Eigenvektoren von X’X ist also gleich-
bedeutend damit, dal man annimmt, da§ die Vektoren Ay die quadrierten Langen 7r,2€)\k haben.
Die Linge der Ay ist aber fiir unsere Betrachtungen unwesentlich; man schreibt also wieder
P statt P fiir die normierten Vektoren und \; statt ﬂ,%)\k. Gilt also P'P = I, so folgt aus
(56) sofort XP = A, d.h. man kann die Matrix A ausrechnen, wenn man die Matrix P der
Eigenvektoren von X’X bestimmt hat. Die A haben nun irgendeine Linge, und man kann sie
wiederum auf die Lange 1 normieren. Wie bei der Normierung der Eigenvektoren geschieht dies
durch Multiplikation mit A~='/2. Man bildet also die Matrix @ der normierten Basisvektoren
geméf
Q= AN"V2,

Dann folgt A = QA'/? und (56) ist gleichbedeutend mit
X =QA'?P (59)

dies ist die Grundstruktur der Matrix X (vergl. Kap. 10, Satz 10.1). Bildet man die Matrix
X X', so erhilt man
XX'=QAY2P'PAY?Q" = QAQ), (60)

d.h. @ ist die Matrix der Eigenvektoren der Matrix X X', und offenbar hat XX’ die gleichen
Eigenwerte wie X'X.

Es sei jetzt speziell X die Matrix der psychologischen Distanzen zwischen den Stimuli; X
ist der (n(n — 1)/2)-dimensionale Spaltenvektor der Distanzen der j-ten Vp. Die Darstellung
(59) gilt fiir jede reelle Matrix X, also auch fiir diese Matrix von Distanzen. Die orthogonalen
Vektoren A = VArQr, Qi der k-te, normierte Eigenvektor von X X', reprisentieren hier linear
unabhéngige Vektoren, aus denen sich die Spaltenvektoren X; der Distanzen fiir die einzelnen
Vpn durch Linearkombination darstellen lassen. Sinngem#f sind also die Komponenten der Ay
ebenfalls als Distanzen zwischen den Stimuli aufzufassen. Damit reprisentieren die Ay gewisser-
mafen Sichtweisen (viewpoints bei Messick und Tucker) der Stimuli. Die lineare Unabhéngigkeit
der Ay bedeutet, dafl sich keine dieser Sichtweisen Ay aus den anderen Sichtweisen A, s # k,
herleiten ld8t. Bestimmte Komponenten von Ay und A, mogen vielleicht gleich sein (d.h. die
Sichtweisen stimmen eventuell in bezug auf bestimmte Reize iiberein), aber insgesamt ergibt
sich keine systematische Beziehung zwischen den Distanzen. Dabei kann es sein, dafi A; einen
3-dimensionalen Raum, As einen 4-dimensionalen Raum, Ag einen 1-dimensionalen Raum re-
prisentiert, etc.. Die Konfigurationen der Punkte, die die Stimuli représentieren, kénnen von
einem Raum (einem Vektor Aj) zum anderen (A;) vollig verschieden sein.

Die Darstellung der Distanzen fiir die j-te Vp, X; = p;14:1 + -+ + pjr A, bedeutet nun,
daf die Sichtweise der j-ten Vp sich aus diesen unabhingigen Sichtweisen Ay, ---, A, additiv
zusammensetzt, und zwar mit einer fiir die j-te Vp charakteristischen Gewichtung der einzelnen
Sichtweisen Ay, die durch den Vektor (pj1,---,pjr)’ gegeben ist. Dabei ist es natiirlich méglich,
dafl X; mit einer bestimmten Sichtweise A identisch ist; dann ist p;; # 0 und p;s = 0 fiir alle
s # k.

Wie bereits gesagt, charakterisieren die Vektoren (pj1,---,pjr)’, j =1, -+, N die Vpn, und
pjk ist das Gewicht, mit dem die k-te Sichtweise in die Urteile, d.h. in die Wahrnehmng, der
j-ten Vp eingeht. Wir kénnen die pji,---,p; als Koordinaten zur Représentation der Vpn
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durch Punkte im Raum der Sichtweisen interpretieren; auf diese Weise kann man Gruppen von
Vpn mit dhnlichen Sichtweisen bestimmen. Die "Losungen” Ay sind bekanntlich nur eindeutig
bis auf Rotation; wir kénnen die Matrix A also insbesondere so transformieren (= rotieren),
dafl einer der Vektoren genau durch den Mittelpunkt einer Gruppe lauft; die verschiedenen
Sichtweisen werden dann in bezug auf die Sichtweise dieser speziellen Gruppe definiert. Ein
solches Vorgehen ist von Interesse, wenn man die Sichtweisen bestimmter Gruppen miteinander
vergleichen mochte; ebenso kann man die Veréinderungen der Sichtweise einer Gruppe nach einer
Intervention (Trainingsprogramm, Therapie, politische Ereignisse, etc.) untersuchen.

Die Frage, wie individuelle Unterschiede bei der mehrdimensionalen Skalierung beriicksich-
tigt werden konnen, ist von anderen Autoren ebenfalls aufgenommen worden, etwa von Carroll
und Chang (1970). Eine Zusammenfassung findet man bei Carroll (1972), wo auch eine Reihe
von Beispielen gegeben werden. Die Modelle beschrinken sich im wesentlichen ebenfalls auf die
euklidische Metrik.

4.6 Nichtmetrische Skalierung

Der in vieler Hinsicht interessanteste Ansatz, Objekte durch Punkte in einem Raum mit mini-
mal notwendiger Dimension einzubetten, geht auf Kruskal (1964a, 1964b) zuriick: der Ansatz
ermoglicht es, nicht nur die Anzahl der Dimensionen und die Projektionen der Punkte auf diese
Dimensionen, sondern dariiber hinaus den Parameter p der Minkowski-Metrik abzuschétzen.

Die Grundidee des Kruskalschen Verfahrens geht auf einen Ansatz Shepards (1962a) zu-
riick, der sich allerdings auf die "Einbettung” der Punkte in einen r-dimensionalen Raum mit
euklidischer Metrik beschrénkte. Shepard ging von empirisch gegebenen Unéhnlichkeiten oder
Proximitéten d;; zwischen Objekten w;,wj, 4,j = 1,---,n aus, wobei die Symmetrie

dij = 0ji

vorausgesetzt wird. Bei Mafien fiir die Unihnlichkeit (oder Ahnlichkeit) kann die Frage nach der
Skalenqualitét oft schwer zu beantworten sein, mit Sicherheit kann aber zumindest Ordinalska-
lenqualitdt vorausgesetzt werden. Shepards Abschitzung der Anzahl r der Dimensionen sowie
der Koordinaten (Projektionen) der Punkte auf die Achse geht von nicht mehr als der Ordinals-
kalenqualitdt der Mafle d;; aus; deswegen ist beim Shepardschen und dementsprechend beim
Kruskalschen Ansatz auch von der nichtmetrischen multidimensionalen Skalierung die Rede.
Dazu werden die §;; in eine Rangreihe gebracht: fiir n Objekte gibt es gerade N = n(n —1)/2
verschiedene Proximitéten d;;, so dafl man die Rangreihe

52'1’]'1 < 5i2,j2 <0< 5iN,jN

erhalt. Ausgehend von einer im Prinzip beliebig - im iibrigen aber moglichst giinstig - gewéhlten
Ausgangskonfiguration der reprisentierenden Punkte werden dann die Distanzen d;; berechnet.
Der Kern des Verfahrens besteht nun darin, die d;; so lange in einer noch zu beschreibenden Wei-
se zu verdndern, dafl sie bestmoglich mit den d;; tibereinstimmen. Dazu muf natiirlich ein Maf
fiir die iibereinstimmung definiert werden. Um das Verfahren etwas spezifischer zu beschreiben
und um das Maf} der {ibereinstimmung einfithren zu kénnen, soll zunéchst das von Kruskal so
genannte Scattergram eingefiihrt werden. Dazu werden die §;; gemaf ihrer Rangordnung vom
kleinsten bis zum grofiten Wert auf der y-Achse eines Koordinatensystems aufgetragen. Fiir
jeden Wert d;; wird der zugehorige Wert fiir d;; auf der x-Achse aufgetragen. Verbindet man
die Punkte miteinander, beginnend vom Punkt fiir das kleinste Proximitdtsmafl § bis zu dem
mit dem grofiten Wert fiir §, so ist eine notwendige Bedingung fiir eine gute Anpassung der d;;
an die d;;, daf die Verbindungslinie monoton steigt. Fiir die zunéchst gewéhlte Konfiguration,
d.h. fiir die zuerst berechneten d;; wird das kaum je der Fall sein; man betrachte dazu die
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durchgezogene Linie in Abb.[5. Jede Nichtmonotonitét weist darauf hin, da die d;; noch ver-
dndert werden miissen, damit die berechnete Konfiguration derjenigen entspricht, die implizit
durch die ¢;; gegeben ist. Man betrachte in der Abb. [5/ die Punkte (4, 1.7) und (2, 2.2). Die

Abbildung 5: Scattergramm

Proxim.

Dist.

Verbindungslinie springt von (4, 1.7) zuriick zu dem Punkt (2, 2.2). Dieser Riicksprung bildet
eine Nichtmonotonitét, denn d;; = 4 ist im Vergleich zu 0;; = 1.7 zu groB8, bzw. d;; = 2 ist im
Vergleich zu d;; = 2.2 zu klein. Erst der Punkt (5, 4) ist im Vergleich zu (4, 1.7) wieder monoton
ansteigend. Zumindest die Punkte (4, 1.7), (2, 2.2) und (2.5, 3) miissen durch eine geeignete
Veranderung der d-Werte, also von 4, 2.2 und 2.5, verdndert werden. Diese Verénderung muf} so
sein, daf} insgesamt vom ersten Punkt - (1, .5) - bis zum letzten Punkt - (5, 4) - eine monotone
Beziehung zwischen den §- und den d-Werten entsteht. Diese d-Werte miissen also ersetzt wer-
den durch andere, die zu einer monotonen Beziehung fiithren. Diese neuen Werte sollen, fiir eine
gegebene Menge von d-Werten, mit d bezeichnet werden. Die Idee ist jetzt, fiir die d;;-Werte,
die eine Nichtmonotonitéit bilden, einen d-Wert zu finden; dieser d-Wert entspricht den drei
iibereinanderliegenden Punkten in[5] - sie haben ja den gleichen Abzissenwert, eben d; dariiber
hinaus transformieren sie die Kurve in eine monotone.

d muB aus den d-Werten, die die Nichtmonotonitéit bilden, geschétzt werden. Die Schéitzung
muf} zwei Forderungen geniigen: (i) sie muf die Kurve (Verbindungslinie der Punkte) so trans-
formieren, daf sie monoton wird, (ii) sie soll die die Nichtmonotonitéit erzeugenden Distanzen
d;; so gut wie moglich représentieren. Punkt (i) ist unmittelbar klar, er ist ja die Motivation

fiir die Einfithrung des Wertes d. Punkt (ii) wird klar, wenn man bedenkt, dafi man die d;; na-
tiirlich so wenig wie moglich verdndern méchte, um so schnell wie moglich zu einer akzeptablen
Losung, d.h. Schitzung der d-Werte, zu gelangen. Dementsprechend fordert Kruskal (1964), daf§

die Grofle R
S =Y (dij —dy)? (61)
i<j
minimal werden soll. Die Summation bezieht sich dabei nur auf die Distanzen, die die Nichtmo-

notonitét erzeugen. (61) hat die Form einer Varianz, und die wird bekanntlich minimal, wenn
d das arithmetische Mittel der d;;-Werte in (61)) ist; mithin

s 1
d=—Y d;
2 du (62)
1<J
wobei m die Anzahl der Distanzen ist, die die Nichtmonotonitét erzeugen.

Natiirlich ist es moglich, da8 die Abbildung der d;; gegen die d;; mehr als nur eine Nicht-
monotonitdt zeigt. Fir jede Menge von d;;-Werten, die im eben erklérten Sinn eine Nicht-
monotonitit erzeugen, wird gemif (61) ein entsprechender d-Wert bestimmt. Die Gesamtgiite
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der Anpassung der durch die d;;-Werte definierten Konfiguration an die implizit durch die d;;-
Werte gegebene Konfiguration wird dann durch die gemif (61) erklidrte Gesamtsumme iiber
alle Nichtmonotonititen ausgedriickt:

S = Z(dij —dy;)? (63)

i<j

wobei die Indizierung der d-Werte jetzt anzeigen soll, daf} jedem d;;-Wert, der eine Nichtmono-
tonitéit erzeugt, ein bestimmter d-Wert entspricht.

Der Wert von S* héngt noch von Dehnungen oder Stauchungen der durch die d;; gegebenen
Konfiguration ab. Dieser Sachverhalt stort, denn es kommt ja nur darauf an, daf§ die Relationen
zwischen den d;; stimmen. Die Division von S* durch 3, _; d?j bedeutet eine Normierung von
S*, durch die das Giitemafl unabhéingig von Dehnungen oder Stauchungen der Konfiguration
wird. Dementsprechend hat man die

Definition 4.1 Die Grofle

Pic;(dij — dij)?
Di<j dzzj
heifst Stress der durch die d;; definierten Konfiguration.

S:

(64)

Entspricht die berechnete Konfiguration der tatséchlich vorliegenden perfekt, so werden die d;;-

und die ciij—Werte identisch und der Stress wird Null. Man wird also versuchen, fiir gegebenen
r- und p-Wert die d;; so zu bestimmen, da8 S minimal wird.

Die hierzu verwendete Methode ist aus der numerischen Mathematik als Gradientenab-
stiegsmethode bekannt. Das Verfahren soll nur kurz angedeutet werden, Details findet man in
Lehrbiichern der numerischen Mathematik. Da entsprechende Computer-Programme existieren,
kommt es nur darauf an, die Grundidee zu kennen.

Der Wert von S hingt von den d;; ab, die wiederum durch die angenommenen Koordinaten
der Punkte gegeben sind. Die Verénderung der d;; zur Minimalisierung von S wird also durch
eine Verdnderung der Koordinaten x;s deri = 1,---,n Punkte aufden s = 1, - - -, » Dimensionen
bewirkt. Die Koordinaten der n Punkte kénnen als Komponenten eines Vektors x angeschrieben
werden:

T = (T11, Tl Tty Toy)

und S kann als Funktion von z aufgefafit werden,

S =5(x).
Dann kann der Vektor der partiellen Ableitungen von S nach den z;s gebildet werden:
aS oS
98 = | — e —
( 81‘11 ’ ’ awnr >

Dies ist der Gradient von S; er zeigt stets in die Richtung der groten Verdnderung von S. Die
x;s- Werte werden dieser Richtung entsprechend verédndert. Dieser Prozess wird so oft wiederholt,
bis S sich nicht mehr verdndert; man hat dann ein Minimum fiir S erreicht. Insgesamt wird
dieses Vorgehen fiir verschiedene r- und p-Werte wiederholt; man entschlieft sich dann fiir
diejenige Konfiguration, fiir die sich insgesamt der kleinste Wert fiir S ergeben hat.

Eine Reihe von Beispielen findet man in Romney, Shepard und Nerlove (1972).

Ein generelles Problem bei dem Versuch, eine allgemeine Minkowski-Metrik zu finden, be-
steht darin, dafl Algorithmen wie der Kruskalsche in lokale Minima laufen, und dafl das Krus-
kalsche Stress-Maf} die Giite der Anpassung fiir verschiedene Werte des Minkowski-Exponenten
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p nicht gleichméfig abbildet. Eine Moglichkeit, dieses Problem zu verringern, besteht darin,
zunichst eine euklidische Metrik an die Daten anzupassen und die so gefundene Konfiguration
als Startkonfiguration fiir die Suche nach einer allgemeinen Minkowski-Metrik zu wéhlen.

4.7 AbschlieBende Bemerkungen

Wie bei der Faktorenanalyse stellt sich die Frage nach der Natur der Dimensionen, die dem
Modell der multidimensionalen Skalierung zufolge als latente Variable die Beziehungen zwi-
schen den Objekten definieren. Grundsétzlich 148t sich sagen, daff diese Dimensionen nicht
notwendig psychologisch real sind. Denn sie ergeben sich zunéchst nur als Resultat einer Art
zusammenfassender Beschreibung der psychologischen Distanzen, Ahnlichkeiten oder Konfusi-
onshéufigkeiten. Dariiber hinaus kdnnen sie tatséchlich als Beurteilungsdimensionen existieren.
Die Axiomatik von Beals, Krantz und Tversky (1968) unterstellt diese Art von Existenz und
ist insofern ein spezielles Modell der Generierung solcher Urteile.

Die Kernannahmen des Modells von Beals, Krantz und Tversky (1968) sind (i) die ” Zerleg-
barkeit” der Beschreibung der Stimuli (Objekte) in Aspekte oder eben "Dimensionen”,; (ii) intra-
dimensionale Subtraktivitit und (iii) interdimensionale Additivitit. Zerlegbarkeit bedeutet, daf
es keine Interaktionen zwischen den Dimensionen gibt, - sie werden unabh#ngig voneinander be-
urteilt. Die Minkowski-Metrik driickt diese Eigenschaft direkt aus, denn es treten z.B. keine Pro-
duktterme mit Koordinaten verschiedener Dimensionen auf, alle Dimensionen gehen nur additiv
in das Distanzurteil ein. Es ist nicht klar, warum es im subjektiven Raum keine Interaktionen
zwischen verschiedenen Dimensionen geben soll. Die Analyse nach dem Shepard-Kruskalschen
Verfahren etwa liefert stets eine Représentation der Objekte in einem mehrdimensionalen Raum
mit einer bestimmten Minkowski-Metrik, d.h. einem bestimmten Metrik-Parameter p, die Frage
ist aber, ob dieser Befund dann bedeutet, dafl die beurteilenden Personen auch nach diesem
Modell gehandelt oder wahrgenommen haben. Die im Zusammenhang mit der Faktorenanaly-
se (vergl. Kap. 10) diskutierten Arbeiten von Overall (1964) und Armstrong (1967) legen die
Vermutung nahe, daf§ dieser Schluf3 nicht notwendig gerechtfertigt ist.

Wender (1971) ist die Frage, ob das Modell von Beals et al. korrekt ist, direkt angegangen.
Dazu zeigte er seinen Vpn Paare von Rechtecken, die sich hinsichtlich der Dimensionen (a) Grofie
der Fliche, (b) Form unterschieden, wobei "Form” als das Verhéltnis von Lénge und Breite defi-
niert war. Die Aufgabe bestand darin, fiir ein gegebenes Paar die Distanz (Unterschiedlichkeit)
auf einer Rating-Skala anzugeben (”0” fiir "kein Unterschied” und ”8” fiir ”véllig verschieden”).
In einem zweiten Experiment wurden jeweils zwei Paare gezeigt und die Aufgabe bestand darin,
anzugeben, welches der beiden Paare als unterschiedlicher erschien. Wender wandte nun kein
Programm an, um die Dimensionalitdt und den Minkowski-Exponenten p zu schéitzen, sondern
er untersuchte die Urteile direkt. Denn die Stimuluspaare waren so konstruiert, dafl sich etwa
die Ratings fiir bestimmte Teilklassen von Paaren nur zufillig unterscheiden sollten, wenn die
Bedingungen der Zerlegbarkeit und der intradimensionalen Subtraktivitéat gelten. In &hnlicher
Weise konnten die Paarvergleiche getestet werden. Es zeigte sich, dafi beim Paarvergleich die
Bedingungen bei fast allen Vpn verletzt waren, und bei den Ratings immer noch bei mehr als
der Hélfte der Vpn.

Fiir Psychologen, die sich mit der visuellen Wahrnehmung auskennen, ist das Ergebnis nicht
iiberraschend, kennen sie doch die allgegenwiértigen Gestalteffekte. Die Frage ist, warum solche
Effekte bei anderen "Objekten” nicht auftreten sollen. Die Frage ist angesichts der Tatsache, daf3
die multidimensionale Skalierung durchaus veniinftige Resultate liefert (man betrachte etwa die
Skalierung von Nationen von Wish, Deutsch und Biener (1972), die von Adjektivkombinatio-
nen (CIliff (1972)) oder die von semantischen Strukturen (Rapoport und Fillenbaum (1972)).
Insbesondere die euklidische Reprisentation erscheint hier als eine sinnvolle Beschreibung der
Objekte. Vermutlich darf man nicht schlielen, da die Dimensionen in sich nicht weiter zerleg-

32



bare Einheiten sind; eher diirfte es sich um irgendwelche nichtlineare Funktionen elementarer
Groflen handeln. Die Spekulation iiber solche Gréflen anhand einer Skalierung ist aber vermut-
lich miilig, ein direkterer psychologischer Ansatz diirfte fiir eine diesbeziigliche Theorienbildung
fruchtbarer sein.

Die Frage nach der Symmetrie der Ahnlichkeits- oder Distanzurteile ist natiirlich ebenfalls
kritisch. Die Arbeit Tverskys (1977) und die daran ankniipfenden Untersuchungen zeigten, daf
keinesfalls selbstverstindlich von der Symmetrie dieser Groflen ausgegangen werden kann. Es
erwies sich aber lange als einigermafien schwierig, den Tverskyschen Ansatz in einen Algorith-
mus umzusetzen, der die "Features” und ihre Mafle fiir eine gegebene Menge von Objekten
lieferte. Carroll und Arabie (1980) verweisen auf einige frithe Arbeiten, etwa Krumhansl (1978).
Ein neuerer Ansatz wurde von DeSarbo et al. (1992) vorgelegt. Diese Arbeit enthélt neben
einem Modell, nicht-symmetrische psychologische Distanzen zu skalieren, einen iiberblick {iber
die wesentlichen Arbeiten zum Modell von Tversky (1977). Aus Platzgriinden kann an dieser
Stelle nicht weiter darauf eingegangen werden. In Carroll und Arabie (1980) finden sich eben-
falls Hinweise auf Arbeiten beziiglich anderer Metriken, z.B. beziiglich der Riemann-Metriken.
Weiteren Einblick in Modelle der multidimensionalen Skalierung findet man in Borg (1981) und
Borg und Lingoes (1987).
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