- U. Mortensen 10. 02. 2017

Multivariate Verfahren
(WS 2016/17)

Hinweise auf zentrale Punkte in der Klausur

Sie finden hier eine Folge von je zwei Aussagen; die zweite, durch eine Leer-
zeile von der erste getrennte Aussage ist wahr in Bezug auf die erste. Diese
Folge soll es Thnen gestatten, auf die wichtigen Punkte des behandelten Stof-
fes zu fokussieren.

Diese Zusammenfassung darf nicht als Hilfsmittel mit in die Klausur genom-
men werden. Den Mainzer Regularien entsprechend sind nur handschriftliche
Notizen erlaubt!

1. Der erste Punkt kann hier iibergangen werden.

2. Vektortransformation Linearkombinationen bedeuten die Transformati-
on eines Vektors x in einen Vektor y, wie anhand der Matrixschreibweise fiir
Linearkombinationen deutlich wird. n-dimensionale Vektor x wird in den
m-dimensionalen Vektor y = Ax transformiert. Es gelte ||y|? = x’A’Ax =
|x||?, wobei A eine (n x n)-Matrix ist.

Die Beziehung ||y|? = |x||* impliziert A’A = I.
3. Dyadisches Produkt Es sei x ein m-dimensionaler Vektor, und y sei

ein n-dimensionaler Vektor. Das dyadische Produkt xy’ ist wie definiert?
Welchen Rang hat die Matrix?

Die Spaltenvektoren in der entsprechenden Matrix sind alle parallel — also
Rang 1

4. Skalarprodukt 1 Ein weiterer, fiir die multivariate Analyse zentraler Schliis-
selbegriff ist der des Skalarprodukts x’y zweier Vektoren x und y.

Summe der Produkte der Komponenten ...

5. Skalarprodukt 2 Die Komponenten der m-dimensionalen Vektoren x und
y seien Messwerte fiir zwei Variable X und Y, sind also zufillige Variablen.
Man erinnere sich: Die Korrelation 7, zwischen X und Y ist nicht gleich
dem Skalarprodukt, es gilt vielmehr 7., = cos8 = x"y/(||x]/||y]])-

6. Lineare Abhingigkeit 1 Essei x1, ..., X, eine Menge von n-dimensionalen
Vektoren. Die Frage ist, ob sie linear abhingig oder linear unabhingig sind.

Es kommt darauf an, die genaue, formale Definition zur Verfiigung zu haben.
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Gleichungssysteme Es sei A eine (n x n)-Matrix und es sei das lineare
Gleichungssystem Ax = 0 gegeben; gesucht sind Vektoren x, die dieser
Gleichung geniigen.

Der Vektor x = 0 stets eine Losung, die Frage ist, wann dieser Vektor auch
die einzige Losung ist. Man denke an die Definition der linearen Unabhén-
gigkeit.

Dyadisches Produkt 2 Das dyadische (auch: #uere) Produkt xy’ zweier
Vektoren x und y ist ?

Schauen Sie sich noch einmal die genaue Definition an!

. Vektorraum 1 Mit dem Begriff des Vektoraums oder des Teilraums ei-

nes Vektorraums werden bestimmte Merkmale von Mengen von Vektoren
charakterisiert. Dann gilt

Vo, = {x|x € R"} ist ein Vektorraum, wenn irgendwelche Linearkombina-
tionen von Vektoren aus V,, ... wieder Elemente von ...

Vektorraum 2 Jeder Vektorraum enthélt unendlich viele Vektoren, da jede
Linearkombination x = Z?:l a;x; von endlich vielen Vektoren x1,...,x,
aus dem Raum wieder in diesem Raum liegt und die Koeffizienten a; belie-

big aus R gewéhlt werden kénnen.

Eine Basis ist eine Menge {by,...,b,} von linear unabhingigen Vektoren
aus dem Vektorraum, die die Erzeugung welcher Vektoren x des Raums
als Linearkombination x = a1b; + --- + a,b, erlaubt? r ist der Rang des
Vektorraums.

Rang einer Matrix 1 Es sei X = [x1,...,X,] eine (m x n)-Matrix.

Fiir den Rang r von X gilt ganz allgemnein?

Ellipsoide 1 M sei eine (n x n)-Matrix, fiir die M’ = M gilt. M definiert
eine Menge von Ellipsoiden,

denn x’ Mx = k ist die Formel fiir Ellipsoide (k kann ja irgendwelche Werte
aus R annehmen).

Anmerkung: die Konfiguration der Fille mufl nicht wie ein Ellipsoid aus-
sehen. Diesen Fall kann man nur erwarten, wenn die Daten multivariat
normalverteilt sind. Die durch M definierte Ellipsoide sind gewissermafien
die am besten passenden Ellipsoide, was die Ausdehnungen (Léngen der
Hauptachsen und deren Orientierung) der Konfigutration angeht.

Rotation 1 Es gelte xX’Mx = k, M symmetrisch, und y’/Ay = k, A eine
Diagonalmatrix, x,y € R™ und es existiere eine Rotationsmatrix 7" mit
x="Ty.

Es gilt X Mx = y'T"MTy = T'"MT = A, und T ist orthonormal, kann also
als was aus M bestimmt werden?
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Rotation 2 T"MT = A = diag(\y, ..., \,) und T eine Rotation impliziert,
dass T' die Matrix der Eigenvektoren von M ist.

X sei eine spaltenstandardisierte (m x n)-Datenmatrix, M = X’X. Dann ist
L = XT die orthogonale Matrix, deren Spaltenvektoren die Koordinaten
vn was (Félle oder Variablen) auf hypothetischen latenten Dimensionen
enthalten?

Basis Es sei X = [x3,...,Xy] eine (m x n)-Matrix. Gesucht ist eine Basis
{L1,...,L;} mit » < min(m,n) fiir die Spaltenvektoren von X. Es wird der
Ansatz X = LT’ gemacht mit L = [Lq,...,L,] und postuliert, das die L
orthogonal sind.

Die Frage ist, was der maximal mogliche Wert von L}L; ist und welcher
Satz (Courant-Fischer) zur Beantwortung dieser Frage herangezogen wird.

SVD Es sei X eine (m x n)-Datenmatrix, und X = QAY?T” sei die zuge-
horige SVD (Singularwertzerlegung).
Es ist XT = QAY/2 = L, — welche Matrix bewirkt also eine Transformation

der Hauptachsen der durch X gegebenen, orientierten Punktekonfiguration
der Félle in eine achsenparallele Konfiguration?

PCA 1 Ein Kunsttheoretiker hat hundert Gemaélde nach den Kriterien
Ky, ..., K, auf einer Ratingskala jeweils von 1 bis 7 beurteilt und will nun
die Struktur seiner Urteil mit einer PCA erkunden. Er berechnet die SVD
X = QAT seiner Datenmatrix (Zeilen: Gemélde, Spalten: Kriterien Kj,
j=1,...,n).

Man erinnere sich an die Definition der Matrix der Ladungen fiir die Kri-
teriumsvariablen!

PCA 2 Es wird noch einmal die Datenmatrix des Kunsttheoretikers be-
trachtet:

Man erinnere sich daran, dass Ladungen als Korrelationen zwischen latenten
Variablen und gemessenen Variablen gedeutet werden koénnen!
Basisbestimmung Fiir die {ibliche Datenmatrix X gelte XT = L.

Die Spaltenvektoren von L sind Linearkombinationen von?

Rotation 3 Es sei X = [x1,...,X,] eine (m X n)-Matrix, und die Fille
(— Zeilen von X) bilden eine orientierte, dh nicht achsenparallele Punkte-
konfiguration. Fiir die Rotation auf ein achsenparalleles Koordinatensystem
gilt

Die Rotation bedeutet den Ubergang von X zu einer Matrix ?, wobei ?
orthogonal (oder nicht-orthogonal?) ist.
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Rotation 4 X sei wie in der vorangegangen Aufgabe definiert.

Durch welche Matrix ist die Rotationsmatrix 7' gegeben? Man erinnere sich
an die Definition der Eigenvektoren von X'X.

Eigenwerte 2 X sei wieder eine (m xn)-Datenmatrix und es gelte XT' = L,
L die Matrix der Koordinaten der Félle auf den latenten Dimensionen.

Welcher bekannten Statistik entspricht L;»Lj =\, j=1,...,n? (Mittel-
wert, oder Varianz, oder Kovarianz?)

Faktorladungen 1 Es sei X eine spaltenstandardisierte (mxn)-Datenmatrix
mit der SVD X = QAY2T’. A = TAY? ist die Matrix der Ladungen der
Variablen (Zeilen — Variablen, Spalten — latente Dimensionen).

Bilden Sie das Produkt AA’, d.h. 7j, = >, a;jaix, — welcher Matrix ent-
spricht also AA’?

Rotation 5 Die durch eine PCA bestimmten latenten Dimensionen fiir
eine Datenmatrix X sind durch Rotation aus den gemessenen Variablen
hervorgegangen; die Orthogonalitit der latenten Variablen bedeutet, dass
sie als unkorreliert interpretiert werden kénnnen. Welche Aussage iiber eine
weitere Rotation ist korrekt?

Man erinnere sich: mit einer Rotation zB der Variablen-Achsen ist iibli-
cherweise eine dazu korrespondierende Rotation der Achsen fiir die Félle
verbunden. Man kann aber entweder auf eine Rotation der latenten Dimen-
sionen fiir die Variablen oder auf eine Rotation der latenten Dimensionen
fiir die Falle fokussieren.

Kommunalitat Fiir Faktorenanalytiker ist es wichtig, die Kommunalitat
der untersuchten Variablen zu bestimmen.

Zur Erinnerung: Die Kommunalitét einer Variablen ist der Anteil der Vari-
anz dieser Variablen, der sich auf die gemeinsamen Faktoren zuriickfithren
148¢t.

Eigenwerte-PCA Fiir die (m x n)-Matrix X (spaltenstandardisiert) sol-
len die latenten Dimensionen fiir die Variablen mittels PCA abgeschétzt
werden.

Hier sind die groflen Eigenwerte wichtig fiir die bedeutsamen latenten Va-
riablen und die kleinen représentieren den Fehler.

Scree 1 Die Matrix X sei wie in der vorangegangenen Aufgabe definiert.
Es wird eine PCA fiir X berechnet und dabei der Scree-Test durchgefiihrt.

Man erinnere sich an die Moglichkeit, dass Eigenwerte grofler als 1 sind,
auch wenn die wahren Werte aller Korrelationen zwischen den gemessenen
Variablen gleich Null sind; hier gibt es einen Test, den man vor Betrachtung
des Scree-Plots durchfiithren kann.
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Regression 1 X sein eine (m x n)-Pridiktormatrix und eine Variable Y soll
durch die Spaltenvektoren von X vorhergesagt werden (multiple Regressi-
on), d.h. es soll y = Xb + e gelten, b der Vektor der Regressionsgewichte.
Da X'X = TAT', T die Matrix der Eigenvektoren von X’X und A die
Diagonalmatrix der zugehorigen Eigenwerte, folgt

ol N tebk
(X'X) :ZT’ T = [t1,...,tn)
k=1 F

Fiir die Matrix Var(b) der Varianzen und Kovarianzen zwischen den Schét-
zungen gilt bekanntlich die Beziehung Var(b) = 0?(X’X)~!, 6% die Varianz
der Fehler e.

Man erinnere sich daran, dass Korrelationen zwischen den Prédiktoren
(Spalten von X) die Existenz kleiner Eigenwerte bedeuten und kleine Ei-
genwerte die Varianz und Kovarianz der Schitzungen der Komponenten
von b erhohen!

PCA-Regression 1 Bei der multiplen Regression bewirken Korrelationen
zwischen den Pradiktoren verzerrende Effekte bei Vorhersagen der abhéngi-
gen Variablen (also verzerrende Aussagen zB in der Diagnostik). In welchem
Sinne hilft hier die PCA-Regression?

Man erinnere die SVD X = QA'Y/2T"; durch Welche Matrix (Q oer T') kann
X ersetzt werden und durch welchen kann der Vektor b der Regressionsge-
wichte ersetzt werden?

PCA-Regression 2 Fiir die PCA-Regression gilt

Da X = QA'Y2T’, kann X durch X, = QTA,l«/2T7f, r < min(m,n) approxi-

mieren, — Reduktion der Anzahl der Pradiktoren durch Approximation von
X!

PCA-Regression 3 Da die PCA-Regression urspriingliche Prédiktoren
durch berechnete Pradiktoren qy,...,q,, (Spaltenvektoren von Q) ersetzt,

kann man sicher sein, dass man unkorrelierte Pradiktoren erhélt etc.

Faktorenanalyse 1 Sie haben 70 klinische Psychologen um eine Evalua-
tion der Wirksamkeit der Verhaltenstherapie bei postraumatischen Stoérun-
gen von Bundeswehrsoldaten befragt. Die Antworten auf die 30 Items des
Fragebogens bestanden aus Ratings auf einer 1 bis 7 Skala. Die PCA der
Daten zeigt, dass es drei Items gibt, deren reprisentierende Vektoren paar-
weise orthogonal sind, und der Scree-Rest legt die Existenz dreier latenter
Variablen nahe.

Die drei Items erleichtern die Definition von entsprechenden drei latenten
Variablen fiir den Fragebogen etc.
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Faktorenanalyse 2 Es werde noch einmal das Ergebnis der in der voran-
gegangenen Aufgabe beschriebenen Evaluation der Verhaltenstherapie be-
trachtet. Demnach kann man die Hypothese aufstellen, dass der Therapie-
erfolg Y als Funktion der drei Dimensionen des Fragebogens vohergesagt
werden kann, d.h. man kann die lineare Regression y = by L1 +boLa+bsL3+e
betrachten.

Man kann hier zB argumentieren, dass die Beziehung y = b1Lq + boLo +
bsL3 + e als Validitétstest verwendet werden kann (die drei Pradiktoren
sind ja unkorreliert etc, keine Kollinearitéiten!)

Binidre Items Die Items des Fragebogens iiber die Wirksamkeit der Ver-
haltenstherapie seien in binére Items umformuliert worden, d.h. man kann
den Aussagen nur zustimmen oder sie ablehnen. Die PCA scheint jetzt fiir
die 30 Items sieben statt nur drei latente Variable zu ergeben.

Hier kénnen zB unterschiedliche Schwierigkeiten der Items und damit ver-
bunden ungleiche Randverteilungen fiir je zwei Items eine Rolle spielen.

Scree 2 Ein Problem bei der PCA ist die Abschitzung der Anzahl der
latenten Dimensionen, die einem Datensatz (einer Matrix X') unterliegen.

Noch einmal: die wahre Null-Korrelation zwischen allen Variablen kann im
Verbund mit Stichprobenfluktuationen in den Daten Stichprobenkorrelatio-
nen grofler als 1 erzeugen; Sphérizititstest!

Klassifikation 1 Es werden n Variable bei m Fillen gemessen. Jeder Fall
gehort einer und nur einer Klasse C an, kK = 1,...,3. Unter welchen Be-
dingungen erlaubt eine PCA auch eine Klassifikation der Fille anhand der
Koordinaten L der Félle?

Man iiberlege sich: Wenn z.B. die Koordinaten der Fille in der Klasse Cy,
k =1,2,3, in einem Intervall I, der j-ten latenten Dimension liegen und
die Anordnung dieser Intervalle auf den latenten Dimensionen fiir alle Di-
mensionen dieselbe ist.

Klassifikation 2 Die gemessenen Vektoren xi,...,x, liegen in einem r-
dimensionalen Teilraum des R™. Welches Kriterium hat Fisher (1936) for-
muliert, nach dem sich Vektoren y finden lassen derart, dass die Projektion
der x; auf y eine maximale Trennung der Klassen Cj ermdglicht?

Offenbar kann man die Relation der Quadratsumme der y-Werte QS (u)
"zwischen” den Kategorien und die Quadratsumme der y-Werte QS;ny, (1)
‘innerhalb” betrachten, wobei y = Xu, u der Vektor, dessen Komponenten
die Gewichtung der Pridiktoren ist.

Klassifikation 3 Fishers Lineare Diskriminanzanalyse (LDA) beruht auf
dem Ansatz, einen Teilraum des von den Pradiktorvektoren x1,...,x, auf-
gespannten Vektorraums (der ist durch die lineare Hiille £(xy,...,x,) ge-
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geben) zu bestimmen, in dem die Félle als Gruppen mit minimaler Uber-
lappung repréasentiert werden.

Hier eriibrigt sich zB die Frage nach einer weiteren Rotation der gefun-
denen latenten Achsen, — die wurden ja so berechnet, dass die optimale
Orientierung bestimmt wird.

Klassifikation 4 Es sei W die Matrix der Varianzen und Kovarianzen ”in-
nerhalb” der Gruppen, B die entsprechende Matrix ”zwischen” den Grup-
pen. Die dem in der vorangegangenen Aufgabe entsprechenden Vektoren u
ergeben sich als Losung der Eigenvektorgleichung W~ Bu = \u.

Hier gibt ja keine weiteren einschrinkenden Bedingungen, aufler der, dass u
auch tatsichlich berechenbar sein muf, d.h. W~! und B miissen existieren.

Korrespondenzanalyse Abhéingigkeiten zwischen Zeilen- und Spaltenka-
tegorien einer Kontingenztabelle werden iiblicherweise durch einen y2-Test
erfasst, der aber die Abhéngigkeiten nicht im Detail reflektiert. Dieser Nach-
teil kann durch die Korrespondenzanalyse erfasst werden:

Man erinnere sich an die Definition der Matrix, auf die die SVD angewendet
wird!.

Korrespondenzanalyse 2 Viele Haufigkeitstabellen sind mehr als 2-dimensional;

so hat man die Selbstmorde, die wéihrend einer bestimmten Anzahl von Jah-
ren registriert wurden, nach Mafigabe (i) des Geschlechts, (ii) des Alters der
Personen und (iii) nach Art der Methode klassifiziert. Die Korrespondenz-
analyse geht aber von 2-dimensionalen Haufigkeitstabellen aus.

Man darf sich hier nicht tduschen lassen: es besteht ja immer die Mog-
lichkeit, mehrdimensionale Tabellen durch geschicktes Aneinanderreihen zu
2-dimensionalen Tabellen zu machen! Bestimmte Kategorien tauchen dann
mehrfach auf und werden von der Korrespondenzanalyse formal als ’ver-
schieden’ interpretiert, — zB die Altersgruppen im Selbstmordbeispiel, oder
die Kategorien 'ménnlich’ und ’weiblich’.

Grundsitzliches Viele der standardméiflig in der Psychologie verwendeten
multivariaten Verfahren basieren auf Resultaten der linearen Algebra, d.h. es
wird implizit angenommen, dass Kovarianzen bzw Korrelationen durch ein
rein additives Zusammenwirken latenter Variablen erklirt werden kénnen.

Die meisten nichtlinearen Zusammenhéinge konnen recht gut durch lineare
Modelle approximiert werden.



