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1. Aufgabe: Die Multiplikation eines Vektors mit einem Skalar bedeutet (1) die
Reduktion des Vektors auf einen Skalar, (2) die Veréinderung der Linge des
Vektors, (3) das Verbot der Addition eines Skalars. Welche der Alternativen
trifft zu?

Antwort: Die Verdnderung der Linge, wenn der Skalar # 1 ist.

2. Aufgabe: Was versteht man unter einer Linearkombination der Vektoren x1, ...,x,7
Wann gilt die Gleichung

>\1X1+"'+)\nxn:6a

Aj, 3 =1,...,n Skalare 7 Unter welchen Bedingungen gilt insbesondere A\; =
cii= A\, =07

Antwort: Linearkombination: Jeder Ausdruck der Form
X =MANX1+ -+ A Xy

Die Gleichung
>\1X1+"'+)\nxn :Oa

gilt immer, so lange keine speziellen Bedingungen fiir die A; gestellt werden; man
muf} ja nur A\; = --- = A\, = 0 setzen, dann gilt die Gleichung trivialerweise.
Dieser Fall ist allerdings die einzige Lésung, wenn die Vektoren x;, j =1,...,n
linear unabhéngig sind.

3. Aufgabe: In welcher Beziehung steht das Skalarprodukt zweier Vektoren zum
Kosinus des Winkels zwischen den Vektoren? Unter welchen Bedingungen ist
das Skalarprodukt gleich dem Produkt-Moment-Korrelationskoeffizienten?

Antwort: Es ist X'y = [|x]|||y]| cosf, — dies ist die gefragte Beziehung. Ande-
rerseits ist ,
p— =Y

[y
Wenn die Komponenten von x und y zentrierte Werte sind (dh Abweichungen
vom Mittelwert sind, z; = X; — Z, y; = Y; — §), so ist
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gerade die Kovarianz, und
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sind die Standardabweichungen. Der Faktor 1/m kiirzt sich heraus und
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ist der Korrelationskoeffizient. Fiir

1 1
S, = —|IX|| = 8§, = ——— = 1
o= el = 5, = Iyl
erhdlt man x'y = ry,; dies ist der Fall, wenn die Komponenten z; und y;
standardisierte Werte sind.

. Aufgabe: Eine Moglichkeit, die Korrelation 7, zwischen zwei Variablen V;
und Vj zu interpretieren, besteht darin, die Korrelation auf die Wirkung einer
(oder mehrerer) anderer ("latenter”) Variablen Lq, Lo, ... sowohl auf V; wie auf
Vi zuriickzufiithren. Man habe n Variablen bei m Personen gemessen, m > n.
Wieviele latente Variable kénnen maximal zur Interpretation der ;5 postuliert
werden?

Antwort: Maximal n. Bedenken Sie, dass die Methode der Hauptachsentrans-
formation zunéchst einmal nur eine Rotation der Konfiguration bzw. der Ko-
ordinatenachsen ist, und dass wegen der Messfehler irgendzwei Vektoren stets
linear unabhéngig sind, dh die gemessenen Vektoren sind alle linear unabhéngig
(zumindest numerisch).

. Aufgabe: Sie haben die Messwerte fiir die V; in m-dimensionalen Vektoren
X1, ..., Xy, zusammengefasst und mochten wissen, ob sich x; in Form einer mul-
tiplen Regression durch die iibrigen Vektoren darstellen 148t. Welche Parameter
miissen Sie dann schitzen und welche Methode zur Schétzung der Parameter
wiirden Sie beniitzen?

Antwort: Dem Ansatz der multiplen Regression zufolge soll also
X1 = AoXg + -+ A\pXp €1

gelten. Dann miissen die Parameter Ao, ..., A\, geschitzt werden; man verwendet
im Allgemeinen die Methode der Kleinsten Quadrate.

. Aufgabe: Was bedeutet der Begriff der Multikollinearitit im Zusammenhang
mit der vorigen Aufgabe, und worin besteht der Nachteil ausgepriagter Multi-
kollinearitéaten?

Antwort: Dass einige der Vektoren sich nach denm Prinzip der multiplen Re-
gression aus den jeweils anderen voraussagen lassen. Dieser Sachverhalt im-
pliziert die Existenz von Korrelationen zwischen den Vektoren. Werden diese
Vektoren als Pradiktoren zur Vorhersage anderer Variablen verwendet, so ha-
ben die geschétzten Regressionskoeffizienten eine hohe Varianz und sind i. A.
negativ korreliert; sie sind deshalb schwer interpretierbar und versagen bei der
Vorhersage neuer Félle.



7. Aufgabe: Unrealistischerweise werde einmal angenommen, dass Sie die Varia-
blen V; und Vj, (Galvanischer Hautwiderstand und Herzrate) “fehlerfrei” messen
kénnen, und Sie finden x; = Axg, A € R eine Konstante (Skalar). Dann sind x;
und xj, linear abhéngig, — warum?. Nun sind Sie aber in der Realitdt und fin-
den, dass Ihre Messungen zuféillige "Fehler” enthalten, und x; und x;, sind linear
unabhingig. Warum, und welche Implikation hat diese lineare Unabhéngigkeit
fiir den Begriff des Fehlers?

Antwort: Die Vektoren sind linear abhingig, denn es gilt nun
AjX; 4+ A\exp, =0
mit A\; # 0, N # 0. Dies folgt aus der Beziehung x; = Axy, denn dann folgt ja
Xj — AXp = 0
mit A; =1, A\, = —\. Enthalten die Messungen aber Fehler, so kann man
Xj = Xoj + &5, Xk = Xok + &k

schreiben, wobei §; und &, zufillige Vektoren sind, deren Komponenten nicht
proportional zu den Komponenten von xg; bzw. xq; sind. Dann sind aber auch
die x; und xj nicht mehr parallel, weshalb sie linear unabhéngig sind. Die
Fehlervektoren diirfen nicht parallel zu den "wahren” Vektoren xg; und Xq
sein, — wéren sie es, wiirden sie in Xo; und xg; "absorbiert”, dh sie wiirden die
Orientierung dieser Vektoren nicht &ndern und wéren also keine "Fehler”.

8. Aufgabe: Auf welchem Sachverhalt beruht die Tatsache, dass Sie fiir jede Men-
ge von n empirisch gewonnenen Vektoren x;, j = 1,...,n von Daten r < n
orthogonale Vektoren ("Basisvektoren”) finden kénnen derart, dass sich die x;
als Linearkombinationen der Basisvektoren dargestellt werden konnen. Ist die
Wahl der Basisvektoren eindeutig?

Antwort: Der Sachverhalt ist einfach ein Ergebnis der Linearen Algebra: hat
man 7 m-dimensionale Vektoren, und ist » < m, so liegen die Vektoren in ei-
nem hochstens r-dimensionalen Teilraum des m-dimensionalen Vektorraums.
Man kann dann irgendeine Menge von r m-dimensionalen, linear unahéngigen
Vektoren aus diesem Teilraum wéhlen und die gegebenen Vektoren als Linear-
kombinationen dieser gewéhlten Vektoren darstellen. Das kann man sich klar-
machen, wenn man die entsprechenden linearen Gleichungssysteme betrachtet,
aber darauf muf} nicht eingegangen werden.

Die Wahl ist nicht eindeutig, was schon daraus folgt, dass man eben irgendei-
ne Menge von r m-dimensionalen l.u. Vektoren wéihlen kann, — hat man eine
gewdhlt, kann man auch wieder eine andere wahlen und alle Vektoren als Line-
arkombinationen eben dieser Vektoren darstellen.

9. Aufgabe: Die Vektoren x; werden in einer m x n-Matrix X zusammengefasst.
Es werde angenommen, dass es r < n < m m-dimensionale, linear unabhéngige
Vektoren Ly, ..., L, gibt, deren Linearkombinationen die x; der Matrix X sind.
Geben Sie eine Matrixgleichung an, die diesen Sachverhalt ausdriickt (Sie miis-
sen dazu eine weitere Matrix einfithren). Welches zusétzliche Postulat beziiglich
der Ly miissen Sie machen, damit diese tatsichlich berechenbar werden? Ist die-
ses Postulat eine Einschrankung der Allgemeinheit dieses Ansatzes? Wie sieht
die Gleichung aus, derzufolge Sie die Ly aus der Matrix X berechnen kénnen?
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10.

11.

12.

Antwort: Die Gleichung ist X = LP’, wobei L die Ly als Spaltenvektoren
enthilt. Fordert man zusitzlich, dass die Ly orthogonal sind, so folgt X'X =
PL'LP" = PAP, A eine Diagonalmatrix, und diese Gleichung impliziert, dass
P die orthonormale Matrix der Eigenvektoren von X’'X sein muf. Also folgt
auch XP = LP'P = L, und dies bedeutet, dass die Ly, als Linearkombinationen
der Spaltenvektoren von X berechnet werden konnen, sobald man die Matrix P
berechnet hat (das macht dann der Computer).

Aufgabe: Die Anzahl der zur Darstellung der m-dimensionalen Spaltenvekto-
ren der Matrix X benétigten latenten Variablen heifit Spaltenrang der Matrix.
Die Anzahl der zur Darstellung der n-dimensionalen Zeilenvektoren benotig-
ten latenten Variablen heifit Zeilenrang der Matrix. Welche Beziehung besteht
zwischen dem Zeilen- und dem Spaltenrang?

Antwort: Der Spaltenrang ist stets gleich dem Zeilenrang einer Matrix, weshalb
man auch nur vom Rang einer Matrix spricht.

Aufgabe: Die Betrachtungen in der Aufgabe 9 zur Interpretation der Datenma-
trix X sind rein formal, d.h. sie sind nur eine Anwendung von Ergebnissen der
linearen Algebra. Kann man folgern, dass die untersuchten psychologischen Be-
ziehungen zwischen den betrachteten Variablen stets auch addquat durch diese
formalen Strukturen abgebildet werden?

Antwort: Nein, das kann man nicht. Wie die psychologischen Beziehungen
zwischen den betrachteten Variablen tatséichlich sind wissen oft nur die Gétter.

Anmerkung: Hier fragen manche, warum man denn iiberhaupt derartige Ana-
lysen durchfiihrt, wenn doch gar nicht klar ist, ob die Resultate der Wahrheit
entsprechen. Die Antwort ist, dass man immerhin eine mdgliche Interpretation
der Daten erhélt, die man im Prinzip in weiteren Untersuchungen iiberprii-
fen kann. Wissenschaftstheoretische Analysen zeigen, dass es zumindest in den
interessanten Fillen keine Beschreibung ohne damit einhergehende theoretische
Annahmen gibt?. Die in manchen Statistiklehrbiichern zu findende Behauptung,
die PCA liefere "nur” eine Beschreibung, macht in dieser Allgemeinheit und ohne
weitere Spezifikation keinen Sinn.

Aufgabe: Die Singularwertzerlegung (SVD) der Matrix X erlaubt es stets, fiir
die Probanden oder Versuchspersonen Scores auf hypothetischen latenten Di-
mensionen zu finden und gleichermaflen Ladungen der Variablen auf denselben
latenten Dimensionen. Geben Sie an, in welcher Weise der Messwert x;; der
i-ten Person fiir die j-te Variable sich als Skalarprodukt der Faktorscores auf
den latenten Variablen und den Ladungen auf den latenten Variablen darstellen
1a8t. Unter welchen Bedingungen nimmt x;; dann den maximal méglichen Wert
an? (Hinweis: Cauchy-Schwarzsche Ungleichung).

2Fiir Interessierte: diese Diskussion wurde u.a. gefiihrt, nachdem der zum Wiener Kreis (1922
— 1936) gehorende Philosoph und Mathematiker Rudolf Carnap in Anlehnung an eine These L.

Wittgensteins aus dessen Tractatus Logico-Philosophicus sogenannte Protokollsétze, das sind rein
beschreibende Sétze ohne theoretischen Hintergrund, als Basis fiir die Bildung von Theorien po-

stulierte. Die Diskussion mit dem ebenfalls zum Wiener Kreis gehérenden Otto Neurath (die sog.
Protokollsatzdebatte) zeigte, dass es Protokollséitze im Carnapschen Sinn nicht gibt. Andere Philo-
sophen (zB der Physiker und Philosoph Pierre Duhem, der Mathematiker, Physiker und Philosoph
Henri Poincaré) hatten sich schon vor der Bildung des Wiener Kreises dhnlich kritisch {iber “rein”

beschreibende Aussagen geduflert. Analoge Betrachtungen gelten auch fiir hermeneutische Aussagen
der "Verstehenden”, geisteswissenschaftlichen Psychologie, die dort u.a. behauptete Moglichkeit der
”"Wesensschau” existiert nicht in der postulierten Form.
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Antwort: In der Form
Tij = qinaj1 + -+ Qinlin.

Der Wert z;; wird maximal (relativ zur Lange der Vektoren), wenn ¢;; = aa,
fir alle k.

13. Aufgabe: Die SVD ergibt sich aus der Annahme der Orthogonalitét der laten-
ten Vektoren Ly (wie?). Durch Rotation der Vektoren kénnen Sie zu alternativen
"Losungen” des Problems, latente Variable zur Erkldrung der beobachteten Va-
riablen zu finden gelangen. Welche wichtige Eigenschaft zeichnet die Vektoren,
die sich aus der SVD ergeben, vor den rotierten Losungen aus?3

Antwort: Der Ansatz ist X = LP’, L orthogonal; Normierung der Ly, in L: Q =
LA~1/2 also L = QA'/2. Die Koordinaten L sind die einzigen, die unkorreliert
sind, — werden sie rotiert, ist die Punktekonfiguration in den neuen, rotierten
Achsen nicht mehr unkorreliert. Die wichtige Eigenschaft ist, dass die Varianz
der Koordinaten auf der ersten Achse maximal ist, etc.

14. Aufgabe: In einem Versuch werden Messerte x;; (i-te Person, j-te Variable)
erhoben, die von zwei latenten Variablen in der Form

xij = pj1Li1 + pjaLiz + pjsLiLio + €5

abhéngen; bemerken Sie, dass L;; und L;> hier keine Vektoren, sondern Va-
riablennamen sind. Gibt es eine Moglichkeit, die Produktterme L;;L;2 durch
Komponenten eines Vektors zu reprisentieren? Ist die Représentation der Da-
ten anhand der SVD mit diesem Sachverhalt vertraglich?

Antwort: Man kann einen Vektor L3 definieren, dessen Komponenten aus den
Produkten der Komponenten von L; und Lo bestehen:

Li1Lqs
Ly Lo
L = )

Lml Lm2

Dieses Modell ist aber nicht mit der SVD komptibel, weil L3 nicht mehr not-
wendig orthogonal zu L; und Ly ist.

15. Aufgabe: Numerisch bendtigt man fiir eine m X n-Datenmatrix (m < n) stets
n latente Dimensionen, — dies ist ein Resultat der Tatsache, dass man so gut wie
nie fehlerfreie Daten hat (warum?). Wie kénnen Sie feststellen, ob r < n latente
Dimensionen geniigen, um die Daten zu erklédren? Nennen Sie bitte einen Test
und erldutern ihn.

Antwort: Das Problem fehlerbehafteter Messungen ist oben bereits besprochen
worden. Der Test ist der Scree-Test.

16. Aufgabe: Der zu einer latenten Dimension korrespondierende Eigenwert Ay
ergibt sich urspriinglich als Quadrat der Linge (= Skalarprodukt LjLy) des

3Erinnern Sie sich daran, dass man gerne ein Koordinatensystem hiitte, in Bezug auf das alle
Korrelationen gleich Null sind.



17.

18.

Vektors, der die k-te latente Dimension reprisentiert. In welchem Sinne repré-
sentiert A\, eine Varianz?

Antwort: Fiir zentrierte Daten ist L} Lj gerade die Summe der Quadrate der
Abweichungen vom Mittelwert (der hier gleich Null ist). Damit ist L} Ly pro-
portional zur Varianz der Koordinaten (der Faktor ist 1/m bzw 1/(m — 1)).

Aufgabe: Die Die Ladung der j-ten Variablen auf der k-ten latenten Dimension
ist durch ajr = pjrV/Ar gegeben. Woher kennt man den Faktor p;;, und unter
welchen Bedingungen liegen alle Variablen auf einem Kreis?

Antwort: p;;, ist die j-te Komponente des k-ten Eigenvektors von X’ X. Es ist

-
— 2 _
Tjj = E aj, =1.

k=1

Fiir r = 2 ist dies die Gleichung eines Kreises; die Variablen liegen auf einem
Kreis, wenn man genau 2 latente Dimensionen zur Darstellung der Daten beno-
tigt.

Aufgabe: n Experten beurteilen m Bewerber um eine leitende Position in einem
groflen Konzern. Wie kénnen Sie durch Anwendung der SVD abschétzen, dass
die Experten ihre Urteile objektiv, d.h. ohne Wechselwirkung mit irrelevanten
Merkmalen der Bewerber abgeben? Beziehen Sie Thr Argument auf die aus der
Testtheorie bekannten Begriffe der Sensitivitdt und Spezifitét.

Antwort: Die Ladungen miissen unabhéingig von der Stichprobe sein.

Zur Sensitivitét (eines Tests/Beobachters): sie ist die Wahrscheinlichkeit, ein
Merkmal M zu entdecken oder zu bemerken, wenn es tatséchlich vorhanden ist.

Zur Sperzifitét (eines Tests/Beobachters): sie ist die Wahrscheinlichkeit, M nicht
zu diagnostizieren, wenn es tatséichlich auch nicht vorhanden ist (also die Wahr-
scheinlichkeit, keinen ’falschen Alarm’ zu geben).

Sowohl die Sensitivitét als auch die Spezifitéit eines Experten, der Personen beur-
teilt, konnen von der beurteilten Person (= BewerberIn) abhiingen: die gepflegte
Sprache einer/s BewerberIn kénnen manche Experten dazu verfiithren, einen ge-
hobenen Bildungsstand oder eine deutlich iiberdurchschnittliche Intelligenz zu
diagnostizieren, auch wenn weder das eine noch das andere Merkmal vorhanden
ist (geringe Spezifitit), und umgekehrt konnen eher ungepflegte sprachliche Um-
gangsformen dazu verleiten, einen Mangel an Bildung und/oder Intelligenz zu
diagnostizieren (geringe Sensitivitét). die p;i-Werte fiir diese beiden Merkmale
(Bildung, Intelligenz) hingen dann von der jeweils beurteilten Person ab.



