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1 Fishers Ansatz

1.1 Diskriminanzfunktionen

Gegeben sei eine Menge von Objekten, Personen etc, und jedes Objekt bzw, jede
Person soll einer von K moglichen Klassen oder Kategorien Cq,...,Cx zugeord-
net werden. Dazu konnen die Werte von p Pridiktoren (Symptomen) verwen-
det werden. Das Ziel ist, auf der Basis der Symptome ein méglichst fehlerfreie
Zurodnung zu den Klassen vorzunehmen. Fiir die Symptome liegen Messungen
Xi,..., X, vor. Die Idee ist, eine Skala Y zu spezifizieren, auf der die Félle (Ob-
jekte, Personen, etc) so repriisentiert werden, dass die Y-Werte fiir eine gegebene
Kategorie moglichst eng zusammen liegen, die Y-Werte fiir Félle, die zu verschie-
denen Kategorien gehoren, so wiet es irgend geht separiert werden. Dazu wird
eine Gewichtung der Préadiktoren vorgenommen:

Y:u1X1+---+upo (11)

Hierin sind sowohl die Y- wie die u;-Werte (j = 1,...,u,) unbekannt und miissen
aus den Daten geschétzt werden.

In einer Stichprobe werden sowohl die X;-Werte wie jeweiligen Klassenzu-
gehorigkeiten Cp erhoben. Die Messungen fiir Y kénnen Nominalniveau haben,
etwa Y = k, wenn der Fall w € Ci, liegt. Man hat dann n; Objekte aus der Klasse
C. Fishers Idee war, fiir die Y-Werte eine Varianzzerlegung wie in der Varianz-
analyse (ANOVA) vorzunehmen. Demnach kann man eine Quadratsumme Qges
“gesamt” berechnen, sowie die Quadratsummen @S, "zwischen” und Q S, "in-
nerhalb” der Gruppen, die man fiir die verschienen KJlassen erhoben hat. Q5.
repriasentiert dann die Unterschiede zwischen den Gruppen, Klassen oder Kate-
gorien, und @ .S;,, die Variation innerhalb der Gruppen. Die Klassifizierbarkeit
der Fille wird um so besser (fehlerfreier), je grofier S, im Vergleich zu @QSin,
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Abbildung 1: Linear trennbare und linear nicht trennbare Konfigruationen
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Abbildung 2: Klassifikation nach Fisher (1936) (I): ©; blau, £ rot, eine mogliche
Trennlinie 7', eine Projektionsgerade Y
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ist, und dieses Verhéltnis hdngt natiirlich von den Gewichten u; ab. Das Ziel ist
also, u = (uy,...,up)" so zu bestimmen, dass

A= @zulu) (1.2)
als Funktion von u zu maximieren. Fiir einen neuen, nicht zur Stichprobe geho-
renden Fall mit den Messwerten Xi,..., X, kann dann der Y-Wert anhand der
geschétzten u;-Werte berechnet werden. Der Fall wird dann derjenigen Klasse
zugeordnet, zu der der Y-Wert einen minimalen Abstand hat; damit ist gemeint,
dass Y — g, die kleinste Differenz sein soll, damit Y der Klasse C; zugeordnet
wird.



Definition 1.1 Die in (1.1) definierte Funktion Y heif$t Diskriminanzfunktion
oder kanonische Variable, und die in (1.2) definierte Grofse A heifit Diskriminanz-
kriterium.

1.2 Die Varianzzerlegung

Fiir die k-te Gruppe, k = 1,--- , K, gebe es ny Messungen der Variablen X1,---, X,
d.h. es gebe ny Personen oder Objekte €, in der k-ten Gruppe. Es sei Xj;; die
Messung der Variablen X; bei der i-ten Person oder dem i-ten Objekt in der
k-ten Gruppe. Die Messungen X;;; konnen in einer Matrix X zusammengefaf3t
werden, und die y;;-Werte in einem Vektor Y':

Y11 X111 X2 0 Xap

Y21 Xonn Xo12 -+ Xop

Yni1 Xni1r X2 0 Xogp

Y12 X121 X2 - Xigyp

Y22 Xoo1 Xogo - Xagy

Y = : ) X = : : : ) (]' 3)

Yny2 KXnp21 Xnga2 0 Xy

V1K Xikr  Xik2 - Xikp

Y2K Xok1  Xok2 - Xogyp
Ynk K XnKKl XnKK2 te XnKKp

Fiir die Y-Werte gelte

Yik = ULt +UTikpa + o UpTigp, 1= 1,0, m (1.4)
Yk = UITp1 + U2Tg2 + -+ UpTpp
Yy = w1+ ul2 + -+ Uplp

wobei gy, der Mittelwert fiir die k-te Gruppe und y der Gesamtmittelwert ist.

Es sei QSges die Quadratsumme, die berechnet werden muf}, wenn man die
Gesamtvarianz aller y;,-Werte berechnet mochte. Es zeigt sich, dal man @ Syes
in Teilsummen zerlegen kann, die der Varianz zwischen den Gruppen und der
gemittelten Varianz innerhalb der Gruppen entspricht. Es gilt insbesondere der

Satz 1.1 Essei N =n1+---+ng und

1 Nk 1 K ng
.@k:nfzyik, ?JZNZZ?M,
ki3 k=1 i=1
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K ng K ng

K
ges Z yzk y QSinn = Z Z(yik_gk)Qa QS = an(gk_g)Q

k=11i=1 k=1i=1 k=1
(1.7)

Dann gilt
QSges = QSzw + QSinn (1.8)

Beweis: Quadratsummenzerlegung wie bei der Regressions- bzw. Varianzanalyse.
O

Natiirlich kann es sein, dafl nur eine Skala oder Dimension Y nicht hinreicht,
um zu einer optimalen Zuordnung zu kommen; die im Folgenden zu beschreibende
Analyse liefert alle Skalen, die fiir die gegebenen Messungen X1, --- , X, die jeweils
optimale Entscheidung erlauben.

Um die Abhéngigkeit von den wuj, 1 < j < p explizit zu machen, muf (1.2)
umgeschrieben werden. Durch Einsetzen ergibt sich

K ng

QSinn = D> (ur(Xpri — Tpa) + -+ + tp(Xpi — Tip))? (1.9)
k=11=1

QSzw = an(ul(jkl _fl) + e +up(i‘kp_'fp))2 (110)

K ng

QSges = 3> (u1(Xigy — 2) + - + up(Xipp — 7)) (1.11)

k=1 1i=1

Man kann nun die rechten Seiten von (1.9) und (1.10) in den Ausdruck (1.2) fiir
A(ut, -+, up) einsetzen, beziiglich der u; maximieren (d.h. nach den u; differenzie-
ren, die Ableitungen gleich Null setzen und nach den 4, fiir die diese Gleichungen
gelten, auflosen). Aber diese Maximierung wird (i) einfacher, und (ii) ergibt sich
eine bessere Vergleichbarkeit mit anderen Methoden, wenn (1.2) und damit die
Ausdriicke fiir QS,,, und QS;,, in Matrixform angeschrieben werden.

1.3 Die Matrixschreibweise fiir Quadrate von Summen
Ausdriicke wie der in (1.9) vorkommende Summand
(w1 (Xk1i — Tr1) + -+ + Up(Xipi — Tip))?
konnen als quadratische Form dargestellt werden:
Beispiel 1.1 Zur Illustration werde
(urzy + uQx2)2 = u%x% + u%x% + 2uquox1T9
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betrachtet. Die Terme x% = r1T1, a:% = z9x9 und z1x9 sind Elemente einer als
ein dyadisches Produkt erzeugten Matrix, wenn man den Vektor x = (z1,z2)

definiert: )
’r_ z1 _ 7 T1X2
xx' = (1, 22) = 2
To Taxi 5

und man rechnet leicht nach, dass dann mit u = (uy,ug)’

(w11 + ugxo)? = u/(xx)u
uir + udrs + 2uiugzTs. O
Es sei also (vergl. (1.9)) zyji = Xpji—Zkj),J = 1,...,p, und Xg; = (T4, - - -, Thps)'-

Entsprechend Beispiel 1.1 hat man dann fiir Q.S;,,

QSinn =’ (Z ZXMX;ﬂ) u. (1.12)
E i
Die dyadischen Produkte inxi;i sind Matrizen, also ist die Summe ebenfalls eine
Matrix W = )", >, XpiX};, so dass man
QSinn =u'Wu (1.13)
erhélt.
Weiter sei dj = (Zr; — Z;))" und X, = (dk1, - - ., dp)’. Fiir @S2, ergibt sich

K
QSz = Y npu' (X%},)u) = u'Bu, (1.14)
k=1

mit B = ), nyX;X). Damit erhdlt man fiir das Diskriminanzkriterium

u'Bu
AMu) = . 1.15
(=8 (115)
Die Aufgabe ist nun, u so zu bestimmen, dass A(u) ein Maximum wird.
Satz 1.2 )\ ist mazximal, wenn
W_lBul = /\1u1, (1.16)

d.h. wenn w der Eigenvektor von W™1B ist; X = Ay ist der zugehdorige Eigenwert.

Beweis: W ist symmetrisch, also existiert die Spektralzerlegung W = PAP’, P
die Matrix der Eigenvektoren von W und A die Diagonalmatrix der Eigenwerte
von W. A2 sei die Diagonalmatrix der Wurzeln aus den Eigenwerten; dann ist
W2 = PAY2 die Wurzel aus W, denn WY2W1/2 = pPAL/2AY2p) — PAP = W.
W12u = v ist ein Vektor, und mit u = W~1/2v erhiilt man

wWBu VW 12BW1/2y

uWu v'v



Dies ist ein Rayleigh-Quotient und nach dem Satz von Courant-Fischer wird er
maximal, wenn v = vy der erste Eigenvektor von W—1/2BW~1/2 ist, d.h.

WY2BW Y2y, = \yvy.
Multplikation von links mit W~/2 liefert

WBW 2y = Ayv W2,

1/2

und wegen viW ™% = u; folgt die Behauptung. O

P; muf nicht der einzige Eigenvektor von M = w‘lB~ sein. Man bildet die
Matrix M = M — /\1P1P’1 und wendet den Satz 1.2 auf M an, so dass sich Py
mit dem zugehorigen Eigenwert Ao ergibt, etc. O

Fasst man alle Eigenvektoren u zu einer Matrix U und alle Eigenwerte zu
einer Diagonalmatrix A zusammen, so kann (1.16) in der Form

W'BU =UA (1.17)

schreiben.

Da die Matrix W' B nicht symmetrisch ist, sind die u; zwar linear unabhén-
gig, aber nicht notwendig orthogonal. Deswegen ist der folgende Satz bemerkens-
wert:

Satz 1.3 W~1'B habe mehr als einen von Null verschiedenen FEigenwert. Die

zu diesen Eigenwerten korrespondierenden (Rechts-)FEigenvektoren wy, ug, ..., u,
definieren Disktriminanzfunktionen y; = Xwu;, j =1,...,7 und es gilt

d.h. die Diskriminanzfunktionen (Kanonische Variablen) sind orthogonal.

Beweis: Setzt man X = [x1,X2, - ,Xp], d.h. X sei eine Matrix, deren Spalten-
vektoren die x; sind, so ist

y; = Xuj. (1.19)
Es werde angenommen, dass X splatenzentriert ist, d.h. die Spalten von X seien
durch x; = X; — X; definiert, wobei X; der Mittelwert der j-ten Pradiktorwerte

sind. Es ist dann
ygyk = u;-X’Xuk = u;Xuy,

wobei X = %X 'X die Matrix der Kovarianzen zwischen den x; ist. Nun wird X
aber durch die Matrix W geschétzt (vergl. Gleichung (1.13), Seite 6), u; sind die
Eigenvektoren von W~1B und u; = w-Y %v;, v; ein Eigenvektor der symmetri-
schen Matrix W=1/2BW~1/2 d.h. viv; = 1 und vjvy = 0 fiir j # k. Schreibt
man also W fiir 3, so erhélt man

Yi¥r = v;I/V_l/QT/VI/V_l/QV,xC = vivy, =0,
7



und das war zu zeigen. O

Falls es also mehrere Eigenwerte ungleich Null gibt, existieren dazu korrespon-
dierende Eigenvektoren, die in einer Matrix U zusammengefasst werden kénnen;
fasst man die y dann zu einer Matrix Y zusammen, so erhilt man

Uir U2 - Uty
U1 U222 - U2y

y=xu, v=| > * = % (1.20)
Upl Up2 - Upp

fiir die orthogonale Matrix Y der kanonischen Variablen.

Es ist wichtig, sich die Bedeutung dieser Gleichung klar zu machen. X ist eine
(n x p)-Matrix, U ist eine (p x r)-Matrix, so dass Y eine (n x r)-Matrix sein mufl.
Die r Spaltenvektoren yq,...,y, von Y sind Linearkombinationen der Spalten-
vektoren x1,...,x, von X. Da die y, kK = 1,...,7 orthogonal sind, definieren sie
einen r-dimensionalen Teilraum des V/,.

Die Zeilenvektoren y;, i = 1,...,n, von Y sind wiederum Linearkombinatio-
nen der Zeilenvektoren von U. Ist X} der i-te Zeilenvektor von X, so gilt

¥, = XU, (1.21)

wobei y, und X; als Spaltenvektoren aufgefasst werden, obwohl sie in den Matrizen
Y und X als Zeilen stehen; diese Auffassung begriindet die Schreibweise y; und
~/

x; in (1.21).

Der i-te Fall wird einerseits als Punkt mit den Koordinaten x;,...x; im
Raum der Pradiktoren xi,...,x, repriasentiert und hat im Raum der Diskrimi-
nanzfunktionen die Koordinaten y;1,...,y;, — diese sind die Komponenten von
y;. Die Punkte y,, die zu einer bestimmten Kategorie oder Klasse Cj gehoren,
bilden dann im Idealfall eine Punktwolke, in der nur die Fille liegen, die zu Cy,
gehoren. Im Normalfall werden sich die Punktwolken, die zu verschiedenen Klas-
sen korrespondieren, iiberlappen, aber die Uberlappung ist so gering wie es nur
irgend moglich ist.

Beispiel 1.2 Fishers Irisdaten: Fishers (1936) eigenes Beispiel — die Klassifi-
kation von Pflanzen — gehort zu den Standardbeispielen fiir die Anwendung der
Linearen Diskriminanzanalyse. T Es gibt vier Pradiktorvariablen: Die Kelchblatt
(sepal)- sowie die Bliitenblatt (petal)-Lénge sowie die entprechenden Breiten in
cm, und drei Kategorien (Arten: setosa, versicolor und virginica).

Die Daten wurden mit dem Program lda re-analysiert. Es werden zwei Ka-
nonische Variablen ausgegeben, wobei die erste 99.1 % der Varianz von Q5S.,,
erkliart und die zweite .9 %, — die Daten werden also im Wesentlichen durch eine
kanonische Variable (Diskriminanzfunktion) erklért, die zweite dient mehr der
Erhohung der visuellen Deutlichkeit bei der Présentation der Ergebnisse. Tabelle
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Tabelle 1: Fishers (1936) Irisdaten

Sepal Length  Sepal Width Petal Length Petal Width  Species

1 5.1 3.5 1.4 0.2 setosa
2 4.9 3.0 1.4 0.2 setosa
3 4.7 3.2 1.3 0.2 setosa
50 5.0 3.3 1.4 0.2 setosa
51 7.0 3.2 4.7 1.4 versicolor
52 6.4 3.2 4.5 1.5 versicolor
53 6.9 3.1 4.9 1.5 versicolor
100 5.7 2.8 4.1 1.3 versicolor
101 6.3 3.3 6.0 2.5 virginica
102 5.8 2.7 5.1 1.9 virginica
103 7.1 3.0 5.9 2.1 virginica
150 5.9 3.0 5.1 1.8 virginica

2 zeigt die Ergebnisse einer Kreuzvalidierung: die Tabelle ist ein Beispiel fiir eine
Konfsionsmatriz, in der die tatséchliche Klassenzugehorigkeit mit der von der
Diskriminanzanalyse vorhergesagten Klassenzugehorigkeit verglichen wird. Die
Zahlen sind die Haufigkeiten, mit denen korrekte Entscheidungen bzw. Verwechs-
lungen vorkommen. Die Anzahl der Verwechslungen ist bei diesenm Daten ex-
trem gering; offenbar gelingt bei diesen Daten eine nahezu perfekte Klassifikation
anhand der Pradiktoren. Abbildung 3 links zeigt die Ergebnisse der Diskriminan-

Tabelle 2: Kreuzvalidation: Konfusionen
setosa  versicolor virginica

setosa 50 0 0
versicolor 0 48 2
virginica 0 2 49

zanalyse. Die erste kanonische Variable bzw. Diskriminanzfunktion trennt klar
die verschiedenen Gruppen. Rechts wird das Ergebnis einer PCA gezeigt. Zur Er-
innerung: die PCA sucht eine Achse, auf der die Fille maximal separiert werden.
In diesem Fall entspricht sie sehr genau der ersten Diskriminanzfunktion: die Va-
riation der Fille ist gering innerhalb der Gruppen relativ zu den Unterschieden
zwischen den Gruppen. Das muf} nicht notwendig der Fall sein; bei anderen Daten
konnen PCA und Diskriminanzanalyse zu verschiedenen Ergebnissen fiithren. In
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Abbildung 4 werden die Eigenwerte bzw. die Varianzanteile gezeigt, die zu den
latenten Dimensionen korrespondieren. Man sieht, dass die Daten durch maximal
zwei latente Dimensionen beschrieben werden; nimmt man das Kaiser-Kriterium
ernst, so mufl man sich sogar auf nur eine latente Variable beschrianken.

Abbildung 3: Analyse der Fisherschen Irisdaten: LDA und PCA
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In der Tabelle 5 werden die Komponenten der Vektoren ug, k = 1,2 gezeigt.
Dem Ansatz (1.1) entsprechend haben die Komponenten u; von u die Rolle von
Regressionskoeffizienten, die das Gewicht des jeweiligen Pradiktors widerspiegeln.
Bei einer solchen Interpretation ist allerdings Vorsicht geboten: wie bei der mul-
tiplen Regression gehen mogliche Abhéingigkeiten zwischen den Préadiktoren in
die Werte der u; ein. Die Ergebnisse der Diskriminanzanalyse und der PCA le-
gen nahe, dass die vier Pradiktoren durch maximal zwei latente Variablen erklért

werden. Dies steht einer einfachen Interpretation der u; entgegen.
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Abbildung 5: Koeflizienten der Préadiktoren

Koeffizienten der Pradiktoren Koeffizienten der Pradiktoren
™ ™ i
o petal.width petal.length sepal.width
; . sepalwidth o o - petal.width
o
© 2
S 4 5§ o
2 k5
[5} o -
2 o sepal.length o X 4
S
S o~
€ o o petal.length ! —— Kan. Var. |
o | = Kan.Varll sepal.length
T T T T T T ! T T T T T T T
-3 -2 -1 0 1 2 1.0 1.5 2.0 25 3.0 35 4.0
Kanonische Variable | Préadiktor

1.4 Die Klassifikation von Beobachtungen

Die Gleichung (1.1) kann fiir einen gegebenen Vektor u in der Form y = Xu
geschrieben werden. Nun gebe es allgemein r < p Vektoren uy, ..., u,, die zu einer
(n x r)-Matrix U zusammengefasst worden seien. Dann ergibt sich die allgemeine
Gleichung

Y = XU, (1.22)
wobei Y = [yy,...,Yy,] eine (n x r)-Matrix ist. In (1.21) wurden bereits die
Zeilenvektoren x; von X und ¥, = (y;1,--.,¥ir)’ von Y zueinander in Beziehung
gesetzt:

7= XU

Die Komponenten von y, sind die Koordinaten des i-ten Falls im Teilraum der
Kanonischen Variablen. Im Allgemeinen sollte ein solcher Punkte innerhalb einer
Punktwolke liegen, die zu einer bestimmten Kategorie gehort.

Die Komponentten von y, sind die Koordinaten des i-ten Falls im Teilraum
der Kanonischen Variablen. Diese Notation fiihrt allerdings bei den folgenden
Betrachtungen zu uniibersichtlichen Ergebnissen, so dass andere Bezeichnungen
eingefiihrt werden:

i1 Yi1
g—| =% n=|" |5 (1.23)
T Vi
Allgemein hat man
Y =U'X', (1.24)
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Die Vektoren h; sind also die Spaltenvektoren von Y, und die g; sind die Spal-
tenvektoren von X'; fiir den i-ten Fall gilt demnach

h; =U'g;. (1.25)

Nun sei ein neuer Fall mit den Messungen X = (z1, ..., zp)" gegeben. Man kann
nun y' = x'U berechnen und nachsehen, innerhalb welcher kategorienspezifischen
Gruppe von Punkten h liegt; auf diese Weise kénnte man eine Klassifikation von g
vornehmen. Es ist aber von Vorteil, die Zuordnungsregel schirfer zu formulieren.

Es sei w; der i-te Fall. Um eine Entscheidungsregel zu formulieren werden die
Vektormengen

Gr(g) = {g;lwi € Ci}

, k=1,.. K (1.26)
Gr(h) = {h;|w; € Cr}
Die mittleren Vektoren fiir C; sind dann
1 n B 1 n
8k = p ;gm g € Gi(g), hy= - ;hi, h; € Gi(h) (1.27)

Die mittleren Vektoren g, und hy heien auch Zentroide der jeweiligen Klasse
Ck.

Es sei nun g = (21,...,2;,)" ein "neuer” Vektor, d.h. g représentiere einen
neuen Fall, der einer der Kategorien Cj zugeordnet werden soll. Es sei h = U'g.
Um die Zuordnung vorzunehmen, werden der Differenzenvektoren h — hy, fiir
k=1,...,K betrachtet. Man erinnere sich: ||h — hy|| ist die Euklidische Distanz
zwischen den Endpunkten der Vektoren h und hy,. Man wihlt die

Entscheidungsregel:

Entscheide fiir G, wenn min |[h — h;|| = |[|h — hy]. (1.28)
j

Man ordnet w also derjenigen Klasse zu, zu deren Zentroid der Vektor g die
kleinste Distanz hat.

Es ist B
h—h,=U'g-U'g, =U'(g— &),
so dass
lh—hg|* = (g—8)UU'(g—8)
= (g-8)W '(g—8) (1.29)
d.h. es gilt
vu'=wL (1.30)

12



Beweis: Nach (1.16) gilt W—'BU = UA. Weiter ist W—! = W~1/2W~1/2 5o
dass
WB =W V2w 2B w2y = UA.

Multiplikation von links mit W'/2 liefert

W2BW 2 WPy = WU A,
P P

und P ist offenbar die Matrix der Eigenvektoren der symmetrischen Matrix
W=12BW =12 so dass P orthonormal ist, d.h. PP = PP’ = I, und es folgt
U=W~2P und damit UU" = W=12PP'W~1/2 = w1, O

Fasst man (1.29) und (1.30) zusammen, so erhélt man den

Satz 1.4 FEs gilt
Ih— R |> = (h—hy,) W~ (h—hy), (1.31)

Kommentar: Das Bemerkenswerte an dieser Aussage ist, dass fiir eine Klassifi-
kation gar nicht auf die Vektoren h zuriickgegriffen werden muf3, sondern anhand
der Vektoren h, die ja die Messungen der Priadiktorvariablen reprisentieren, ent-
schieden werden kann. O

|h — hg|| ist die euklidische Distanz zwischen den Endpunkten von h und hy,.
Der Ausdruck rechts ist das Quadrat einer speziellen Distanz:

Definition 1.2 Die Grdfe

5(9.9) =V(g—a)W(g— g (1.32)

heifst Mahalanobis-Distanz?.

Mahalanobis? sprach in Bezug auf §(X,X) von einer generalisierten Distanz. Fiir
W = I die Einheitsmatrix wird die Mahalanobis-Distanz zu einer euklidischen
Distanz. Fiir W # [ definiert sie eine quadratische Form und fiir fixe Distanz ¢
ein Ellipsoid, dessen Hauptachsen durch die Eigenvektkoren von W bzw. W1
bestimmt sind (die Matrizen W~ und W haben dieselben Eigenvektoren, nur die
Eigenwerte sind reziprok zueinander). Die Léngen der Hauptachsen sind durch
die Wurzeln aus den entsprechenden Eigenwerten gegeben. Die multivariate Nor-
malverteilung ist durch eine Mahalanobis-Distanz definiert, worauf spéter noch
eingegangen wird. Die Giiltigkeit von (1.31) ist aber nicht an die Annahme einer
solchen Verteilung gekoppelt; diese Beziehung ist rein algebraisch.

Znach Prasanta Chandra Mahalanobis (1893 - 1972), indischer Physiker und Statistiker.
3P. C. Mahalanobis: On the generalised distance in statistics. In: Proceedings of the National
Institute of Science of India. Vol. 2, Nr. 1, 1936, S. 49-55
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Zur Erlduterung der Mahalanobis-Distanz. Gegeben sei eine Ellipse

2 2
i | Y
2 + i 1 (1.33)

und es sei a = /A1, b = /A2, wobei A\; und )\ die Eigenwerte einer symmetri-
schen Matrix C' seien. Ist C' keine Diagonalmatrix, so beschreibt (1.33) die zu C
korrespondierende achsenparallele Ellipse, die aus der zu C' korrespondierenden
Ellipse durch Rotation hervorgeht. Die Lange der ersten Hauptachse ist dann
gleich /A1, und die der zweiten Hauptachse ist v/Ao. Gegeben seien zwei Vekto-

Abbildung 6: Zur Mahalanobis-Distanz (zentrierte Daten)

© 1-te Hauptachse, Varianz \;

0.30

- o 2-te Hauptachse, Varianz A,

5
N
&
Je)
Dichte
0.20
|

0.10
I

0.00
|

T T T T T T T
-15 -10 -5 0 5 10 15

Merkmalsauspragung

ren vi = (v11,v91) und vo = (v12.v92)". Bei v ist die erste Komponente v1; klein
im Vergleich zu ve1, bei vy ist es umgekehrt. Fiir Ay > Ao ist die erste Hauptachse
linger als die zweite, d.h. die Variation der Groflen hinsichtlich des Merkmals,
das von der ersten Hauptachse représentiert wird, ist grofer als die Variation des
Merkmals, das von der zweiten Hauptachse repréasentiert wird. Je mehr die Lén-
ge eines Vektors wie vi durch die erste Komponente betimmt wird, desto langer
kann der Vektor sein im Vergleich zu einem Vektor, dessen Lénge mehr durch die
zweite Komponente bestimmt wird, wie etwa vo. Man kann sagen, dass der Raum
nicht mehr, wie bei der euklidischen Distanz, isotrop ist: Bewegungen in Rich-
tung der zweiten Hauptachse sind eingeschriankter als Bewegungen in Richtung
der ersten Hauptachse.

Man kann davon ausgehen, dass die Komponenten x;; der Vektoren v zentrier-
te Mssungen sind. Komponenten x1; oder z12 gleich Null bedeuten dann, dass
die urspriinglche Messung mit dem jeweiligen Mittelwert der Messungen iiberein-
stimmt. So sei etwa x12 = 0. Der Vektor vo kann dann nur noch in Bezug auf
as zweite, von der zweiten Hauiitachse repriasntierte Merkmal variiaen, d.h. x99
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kann noch variieren. Wenn die Varianz der Messwerte in dieser Richtung klein ist
(im Vergleich zur Varianz des ersten Merkmals), so sind eben nur kleinere Vek-
torlingen in dieser Richtung mdoglich. Der Mangel an Isotropie reflektiert dann
eben nur die unterschiedlichen Varianzen.

Bisher war noch nicht die Rede von Wahrscheinlichkeiten. Es ist moglich, dass
die Merkmalsauspriagungen hinsichtlich der beiden Merkmale jeweils gleichwahr-
scheinlich sind, oder irgendeiner anderen Verteilung folgen. Insbesondere kon-
nen die beiden Verteilungen GauB-verteilt sein. Die Messungen x1;, x2; fiir einen
Fall w; sind dann 2-dimensional Gauf3-verteilt, und bei p Messungen sind sie p-
dimensional Gauf-verteilt. Die Dichtefunktion ist dann durch die p-dimensionale
Gauf3-Verteilung

0 = exp (~ 50— w/= x| (1.39)

gegeben. Hier ist 3 die Varianz-Kovarianz-Matrix fiir die Komponenten der Vek-
toren x = (z1,...,xp) , pist der Vektor der Mittelwerte der Komponenten, und A
ist eine Normierungskonstante. Die multivariate Gauf-Verteilung ist also durch
die Mahalanobis-Distanz definiert, und dies bedeutet, dass die Ellipsoide — im
2-dimensionalen Fall die Ellipsen — Orte gleicher Dichte sind.

Beispiel 1.3 Nach Amthauer (1970) erreichen Arzte, Juristen und Pédagogen in
den Untertests Analogien (AN), Figurenauswahl (FA) und Wiirfelaufgaben (WU)
des Intelligenz-Struktur-Tests (IST) (IST) Durchschnittswerte, die in Tabelle 3
angegeben werden. Fiir die durchschnittliche Varianz-Kovarianz-Matrix S und

Tabelle 3: Scores fiir verschiedene Berufe

‘Arzte Juristen P#dagogen

Analogien 114 111 105
Figurenauswahl | 111 103 101
Wiirfelaufgaben | 110 100 98

deren Inverse S~1 hat man

100 30 32 0115 -.0023 -.0027
S=| 3 100 44 |, s'=1| -0023 .0129 -.0049 (1.35)
32 44 100 -.0027 -.0049 .0130

Ein Abiturient hat in den gleichen Untertests die folgenden Scores erzielt: AN =
108, FA = 112, WU = 101. Die Frage ist, welcher Berufsgruppe der Abiturient
zuzuordnen ist, wenn alle drei Gruppen die gleiche a priori-Wahrscheinlichkeit
haben.
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Es miissen nur die Mahalanobis-Distanzen zwischen dem Score-Vektor des
Abiturienten und den drei Berufgruppen berechnet werden; da p(£2x) konstant
ist fiir £ = 1,2,3, gibt der Wert log p(€2) keinerlei Information tiber die Grup-
penzugehorigkeit und kann bei der Berechnung der Distanz weggelassen werden.
Man entscheidet fiir diejenige Gruppe, fiir die die Mahalanobis-Distanz minimal
ist. Fiir die Gruppe der Arzte muf also

108 - 114
dy = (108 — 114,112 — 111,101 — 110)S~ | 112 - 111 (1.36)
101 - 110

berechnet werden; man findet d; = .9441. Analog findet man fiir die Gruppe der
Juristen dy = 1.1236, und fiir die Pddagogen d3 = 1.1676. Die geringste Distanz
hat der Abiturient also zu den Medizinern, so dass man ihm empfehlen wird, Arzt
zu werden. g

1.5 Eigenschaften der Schitzung
Die Klassifikation neuer Fille kann nach (1.31) gem#fl der Beziehung
ly = ¥&l? = (x = =)W (x — %),
vorgenommen werden: man entscheidet fiir die j-te Kategorie, wenn
Iy — 5, = minlly - 5. (137)

Die Giite der Vorhersage hiingt von W~ ab, wobei W die Schitzung der Varianz-
Kovarianz-Matrix "innerhalb” ist. W ist eine symmetrische Matrix mit dem Spek-
trum W = PAP’, wobei P die Matrix der Eigenvektoren von W ist und A die
Diagonalmatrix der Eigenwerte von W. Es ist dann

Wl = (PAP)' = PAIP,

denn P is orthonormal. Ist p, der k-te Eigenvektor von W (k-te Spalte von P),
so gilt
" PP,

Wl =PA'P =
Ak

k=1
Existieren deutlich von 0 verschiedene Kovarianzen in W, so werden zumindest
einige Eigenwerte klein und die Elemente von W1 werden gro. Dies impliziert
Fehler in den Schéitzungen der Vektoren u und damit eine erhohte Wahrschein-
lichkeit von Fehlklassifikationen. Dieses Problem tritt auf bei (i) korrelierenden
Pridiktoren und (ii) kleinen Fallzahlen relativ zur Anzahl p der Prédiktoren.

Einen Ausweg aus dem hier entstehenden Problem liefern Shrinkage-Methoden,
bei denen {iiberschéitzte Komponenten von u gewissermaflen “geschrumpft” wer-
den. Friedman (1986) entwickelte hierzu die regularisierte Diskriminanzanalyse.
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Abbildung 7: Mittlere Helligkeiten (Profile) und Standardabweichungen von
OCT-Bildern (Schilddriisengewebe)
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Beispiel 1.4 Klassifikation von Schilddriisengeweben: In der Medizin miis-
sen vielfach Gewebeproben klassifiziert werden. Fiir diese Aufgabe kénnen OCT-
Bilder (OCT — Optical Coherence Tomography) hilfreich sein. Bei dem hier be-
trachteten Gewebeproben handelt es sich um Schilddriisengewebe. Die OCT-
Bilder sind 2-dimensional. Es wurden 1-dimensionale Profile der Bilder ange-
fertigt, die den Helligkeitsverlauf der Bilder iiber 190 bis 200 Pixel beschreiben.
Die Frage war, ob diese Profile die fiir die Klassifikation notwendige Information
enthalten. Dementsprechend gibt es 192 Pradiktoren, deren Helligkeitswerte als
Pradiktorwerte in die Analyse eingingen

Da die Anzahl der Priadiktoren fiir alle Klassen gleich sein muf}, wurde die
Zahl der beriicksichtigten Pixel auf die kleinste Anzahl (= 192) begrenzt. Die
Helligkeitswerte fiir die ersten 192 Pixel waren also Pradiktorwerte. Insgesamt
standen 291 "Fille”, d.h. Gewebeproben zur Verfiigung: 26 Fille fiir die Kategorie
AT, 102 fiir die Kategorie TT, 89 fiir die Kategorie PT und 74 fiir die Kategorie
LN.

Das Program berechnet fiir K Kategorien K — 1 kanonische Variablen, in die-
sem Fall also drei. Die erste dieser Variablen erklart 57.3 % der Q).S,,,, die zweite
erklirt 23.9 % und die dritte erklirt die restlichen 18.8 % von Q.S,,,. Diese Werte
legen nahe, dass alle drei kanonischen Variablen fiir die Klassifikation von Bedeu-
tung sind. Offenbar unterscheiden sich die Profile hauptséchlich im Bereich der
ersten 50 Pixel. Dariiber hinaus sind die Standardabweichungen der Helligkeits-
werte fiir die verschiedenen Pixel keineswegs konstant, so dass die oft geforderte
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Abbildung 8: Mittlere Helligkeiten (Profile) und Standardabweichungen (rechte
Skala) von OCT-Bildern (Schilddriisengewebe)
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Annahme der multivariaten Normalverteilung mit homogenen Varianzen bei die-
sen Daten keinen Sinn macht.

Die Jackknife-Kreuzvalidierung lieferte die folgende Konfusiontabelle: Die Be-

Tabelle 4: Konfusiontabelle

AT PT TT LN

Kanon. Var.

Anteil an Q.S

AT
PT
TT
LN

26 0 0 0

0 96 2 1
0 3 8 3
0 3 2 70

I 57.3 %
I 23.9 %
I11 18.8 %

100 %

rechnung eine x2-Wertes eriibrigt sich eigentlich, aber der Vollstindigkeit halber
sei er genannt: x? = 783.458 bei df = 9 Freiheitsgraden; diesem Wert entspricht

ein p-Wert mit 16 Nullen nach dem Dezimalpunkt, dann kommt eine 2.
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Abbildung 9: LDA-Ergebnisse
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Dimension 2

Abbildung 11: Schilddriisendaten: PCA-Ergebnisse
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1.6 Kreuzvalidierung und Inferenz

Kreuzvalidierung Kann die multivariate Normalverteilung mit homogenen Va-
rianzen angenommen werden, so legen die Definitionen von R? und A nahe, dazu
korrespondierende F-Tests zu entwickeln. Diese Annahmen sind aber selten ge-
rechtfertigt. Dann stellt sich die Frage, wie getestet werden kann, ob die Ergebnis-
se der Diskriminanzanalyse fiir die Anwendung auf Klassifikationsfragen geeignet
sind oder nicht.

Wie bei der Regression bietet sich die Kreuzvalidierung an. Auf der Basis
der anhand der Trainingsstichprobe geschéitzten u; werden neue Fille den Klas-
sen zugeordnet. Dabei wird es zu Fehlklassifikationen kommen, weil die zu den
einzelnen Klassen korrespondierenden Punktekonfigurationen sich oft mehr oder
weniger iiberlappen und auch bei optimaler Schétzung der u; Fehler unvermeid-
bar sind. Man kann eine neue Stichprobe von Féllen fiir die Kreuzvalidierung
erheben, — nur ist dies héufig schon auspraktischen Griinden kaum moglich. Man
kann nur einen Teil der Stichprobe fiir die Schitzung verwenden und den Rest fiir
die Validierung. Aber die Schitzungen werden um so besser, je grofier die Trai-
ningsstichprobe ist, so dass man alle beobachteten Félle in der Trainingsstichpro-
be zusammenfassen wird. So kommt es, dass im Allgemeinen die Leave-one-out-
oder Jackknife-Validierung verwendet wird. Da wird ein Fall (ein Objekt, eine Per-
son, etc) aus der Trainingsstichprobe herausgenommen, die u; werden anhand der
Reststichprobe geschétzt und es wird eine Klassifikation des herausgenommenen
Falls vorgenommen. Dieses Vorgehen wird der Reihe nach fiir alle Félle der Trai-
ningsstichprobe durchgefiihrt. Die Ergebnisse werden in einer Konfusionstabelle
zusammengefasst, deren Zeilen fiir die vorausgesagten Klassen und deren Spalten
fiir die wahren Klassen stehen. Das Element n;; in der i-ten Zeile und j-ten Spalte
gibt an, wie hiufig die i-te und die j-te Klasse miteinander verwechselt wurden.
Im Zweifel hilft dann ein y2-Test, zu entscheiden, ob die n;; der Nullhypothe-
se Hy entsprechen, derzufolge die Klassifikationen zufillig oder nicht getroffen
wurden. Zusammen mit den Anteilen g; = A;/ Y, Ay ergibt sich dann ein Bild
iiber die Giite der Klassifikationsleistung; in den folgenden Beispielen wird dieses
Verfahren vorgestellt.

Statistische Tests Sind das Kriterium A und die Gewichte u gegeben, so ist es
von Interesse, zu entscheiden, ob alle oder nur einige der Variablen x; diskrimi-
natorische Relevanz haben. Weiter wird man an einer Schitzung der Fehlerrate
fiir die gewéhlte Entscheidungsregel interessiert sein. Es miissen die folgenden
Annahmen gemacht werden:

1. Die Variablen sind in den verschiedenen Gruppen normalverteilt,

2. Fiir die Varianz-Kovarianzmatrizen gilt

Y =3y == S, (1.38)
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d.h. es muB} gefordert werden, dafl die Varianzen und Kovarianzen zwischen
den Variablen in den verschiedenen Gruppen gleich sind.

Es ergeben sich zwei Deutungen:

1. Generell kann man die Menge der y betrachten, fiir die

S

ly -yl = Z(yj — g;x)* = konstant
j=1

gilt. Offenbar liegen die Endpunkte all dieser Vektoren auf einer Hyperkugel.
Betrachtet man die zu den Y korrespondierende Menge der x, fiir die die
Mahalanobis-Distanzen (x — %)W ~!(x — %X;) konstant sind, so liegen die
Endpunkte der x auf einem Ellipsoid.

2. Nimmt man die multivariate Normalverteilung an so kann man die Mahala-
nobis-Distanz als Ort gleicher Wahrscheinlichkeit deuten: alle Punkte, die
nach der multivariaten Normalverteilung gleiche Wahrscheinlichkeit haben,
liegen auf einem Ellipsoid. Ein Ellipsoid entsteht im Ubrigen, wenn die
Hauptachsen, die ja als latente Dimensionen interpretiert werden kénnen,
unterschiedlich grofle Varianzanteile haben; sind diese Anteile gleich, so de-
finiert die Mahalanobis-Distanz eine Menge von Hyperkugeln.

3. Die Beziehung (1.31) gilt andererseits unabhéngig von der Annahme der
Normalverteilung, denn sie besagt ja nur, daf} || y—¥y||? gleich der Mahalanobis-
Distanz des durch x definierten Punktes von y;, ist. Nimmt man diese Vertei-
lung nicht an, so kann man der Mahalanobis-Distanz auch eine andere Deu-
tung geben. Durch eine geeignete Koordinatentransformation kann man die
Endpunkte der x auch durch die Projektionen auf die Hauptachsen dieses
Ellipsoids definieren; die Hauptachsen korrespondieren zu den latenten Di-
mensionen, die man etwa in der Faktorenanalyse betrachtet. Man kann dann
sagen, dafl die ellipsoide Punktekonfiguration durch unterschiedliche Ge-
wichtung der Koordinatenachsen entsteht; im 2-dimensionalen Fall hat ein
Punkt dann die Koordinaten (z1, ), die der Gleichung 22 /a® + 23/b* = k
eine Konstante geniigen, wbei a # b. Fiir a = b, also gleicher Gewichtung,
liegen alle Endpunkte der x auf einer Hyperkugel. a und b reflektieren die
Ausmafle, mit denen die latenten Variablen in die Messung der x1,xo ein-
gehen.

4. Die vorangegangene Deutung ist mit der Annahme der multivariaten Nor-
malverteilung kompatibel; a? und b? entsprechen dann den Varianzen der
beiden Mefgroflen. Die Liange der Hauptachse ist proportional zu a, d.h.
zur Streuung o; die unterschiedlichen Gewichtungen lassen sich dann durch
unterschiedliche Streuungen, und die unterschiedlichen Streuungen lassen
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sich durch unterschiedliche Gewichtungen interpretieren; welche Implikati-
onsrichtung man wahlt, hiangt vom theoretischen Ansatz ab, von dem man
bei der Interpretation ausgeht.

Diskriminanz: Mittelwertsunterschiede: Da A = Q)S.,,/QSyes gilt (und die
Mittelwerte der Gruppen so bestimmt werden, daf§ A maximal ist), liegt es nahe,
die aus der Varianzanalyse bekannten Statistiken bzw. Priifgréfen zu verwenden.
Zunichst einmal 148t sich auf diese Weise testen, ob die Klassenmittelwerte sich
tatsdchlich signifikant voneinander unterscheiden. Unterscheiden sie sich nicht,
so laft sich sagen, daf trotz der Maximierung von S, relativ zu QSg.s kei-
ne Diskriminierung der Gruppenmitglieder anhand der Mefiwerte x; moglich ist.
Dementsprechend hat man

Hy : p1 = p2 = = [K, (1.39)
H: i # pj, fiir mindestens ein Paar (4, j) mit ¢ # j (1.40)

In der einfachen Varianzanalyse hat man den bekannten Test
_ QS./(K - 1)
QSgeS/K(j - 1) ’

Fiir die Diskriminanzanalyse hat man den entsprechenden Test fiir die multiva-
riate Varianzanalyse

F df =K —1,K(j — 1)

L

= m = ‘I‘i_ I/‘V_]'B‘_l7 (141)

Wilk’s A; unter Hy gilt
A~Ag,N—-K,K—-1) (1.42)
(A-Verteilung von Wilks).

Schitzung der Fehlerraten: Es der Fall zweier Gruppen betrachtet. Die Ge-
samtfehlerrate ist durch

e = p(Q)e12 + p(Q2)ean (1.43)

gegeben. €12 und €97 sind die individuellen Fehlerraten; Zur Vereinfachung werde
fiir die a-priori-Wahrscheinlichkeiten P(€21) = 71 und p(€s) = 7o gesetzt:

€19 = (I)<10g(7r1/7r2)_52/2> (144)

5
1 = ® <—1°g(”2/”§) + 52/2) , (1.45)
wobei
8= (1 — p2)' S (1 — ) (1.46)
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die Mahalanobis-Distanz ist. (& bedeutet die Verteilungsfunktion der Gauss-
Verteilung.)

Fiir die ML-Regel ergeben sich die Fehlerraten geméf

)
€12 =€ =P (—2> . (1.47)

Die tatsédchlichen Fehlerraten ergeben sich, wenn man zur geschétzten Diskrimi-
nanzfunktion d mit der geschétzten Kovarianzmatrix S = 3 iibergeht:

d(z) = (x — %(:zl +22))' SN (F1 — F2) — log(m1 /2) (1.48)
iibergeht.

Eine sogenannte plug-in-Schétzung erhélt man, wenn man fiir pq, pe und X
die Schitzungen Z1, To und S einsetzt:

A
8l

1) = (Z1—Z2)'S™H&1 — T2) — log(my /72) (1.49)

d(zo) = —(71 —Z2)'S™H&1 — @2) — log(m /m2). (1.50)

&

Dann ist fiir die Bayes-Regel
€ = M1 €12 + To€9 (1.51)
mit

o <log(7rg/7r11)) - D2/2> e (—log(ﬂg/g) . D2/2> (L5

mit D? = (Z; — Z2)'S™H(Z1 — ZT2). Fiir die ML-Regel gilt

f10 = é91 = B(—D/2). (1.53)

2 Kanonische Korrelation

Bei der Kanonischen Korrelation (CCA — Canonical Correlation Analysis) sind
zwei Datenséitze X und Y gegeben, und man versucht, die latenten Variablen von
Y aufgrund der latenten Variablen von X in bestmoglicher Weise vorauszusagen;
das Verfahren kann als Verallgemeinerung der multiplen Regression verstanden

werden. X bestehe aus p Spaltenvektoren x1, . ..,x,, und Y aus ¢ Spaltenvektoren
Y1i,--+,¥q Es sollen zwei Vektoren u und v bestimmt werden derart, dass
u = a1xX)+ -+ apx, (2.1)
v o= by +-+ by,
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und u'v = max gilt; bei geeigneter Normnalisierung kann u'v als Korrelation Ry,
angesehen werden. Setzt man a = (ay,...,ap) und b = (by,...,b,)’, so kann man
diese Gleichungen auch in der Form

u = Xa (2.3)
v = Yb
schreiben. Dann ist
Ry =u'v=aX'Yb=a'R,b. (2.5)

Wegen (X'Y) =Y'X = Ry, folgt, dass R;y = Ry,. Ry, hiingt von den Vektoren
a und b ab. Die Maximierung von R, ist unbestimmt, wenn keine Neben- oder
Randbedingungen gesetzt werden, weshalb die Randbedingungen ||uf| = ||v|| =1
eingefiihrt werden. Sie stellen keine Beschriankung der Allgemeinheit dar, sondern
nur eine Skalierung. Wegen u = Xa und v = Y'b hat man |/b||? = a’X’Xa und
|[v]? = b'’Y'Yb. Fiir die Maximierung unter Nebenbedingungen hat man die
Lagrangesche Multiplikatorenregel: man betrachtet

Q(a,b) =a’X'Yb— A@X'Xa—1) — u(b'Y'Yb — 1), (2.6)

wobei A und p die Lagrange-Faktoren sind. Die partiellen Ableitungen nach a
und b werden gleich Null gesetzt:

9Q

a Ryyb — ARzza =0 (2.7)
oQ

Multipliziert man die erste Gleichung mit a und die zweite mit b, so erhélt man

a'R,b—Xa'R;a = 0 (2.9)
b'Rypb — b/ Ryb = 0 (2.10)
Es ist aber Ry, = a'Ryyb = b'R,,a und Wegen der Normierung |jul| = |[v|| =1
muf a’'R,,a = b'R,,b = 1 gelten. Daraus folgt

Ruy = A= 4, (2.11)

Fiir a und b erhilt man die Lésungen

Na = R, Ry R, 'Rya. (2.12)

NMb = R, Ry.R; Ryyb. (2.13)
a und b sind also Eigenvektoren von R;;nyR;;Ryx bzw. R;;RWR;;RW mit
dem Eigenwert \2. Die Herleitung dieser Gleichung kann man im Anhang ?7
nachlesen. Im Allgemeinen wird es mehr als ein Paar von Eigenvektoren geben,
und es 148t sich zeigen, dass verschiedene Eigenvektoren ay,...,a, paarweise or-
thogonal sind; ebenso sind die Eigenvektoren by,..., b, paarweise orthogonal,
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und r < min(p, q). Fiir jedes Paar (a;, b;) existiert ein Eigenwert /\? = R]Z, wobei
R? eine abkiirzende Schreibweise fiir R%jvj sein soll: jedes Paar (a;,b;) definiert
ja ein Paar von Skalen u; und v;. Diese Skalen kann man als latente Variablen
fiir den Datgensatz X bzw. Y ansehen, deren Orientierung so gewéhlt wird, dass
u; und v; jeweils maximal miteinander korrelieren. Im Allgemeinen sind sie nicht
identisch mit den Hauptachsen des zu X’X bzw Y'Y korrespondierenden Ellip-
soids.

_|_
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